Huygens, Newton, i el radi de curvatura

Marianna Bosch i Casabo

«Els punts decisius de la Historia no apareixen
quasi mai d’'una manera repentina i espontania, ines-
perada, sino que solen ser senzillament les formula-
cions més clares i precises que culminen un camf llarg i
espinds de desenvolupaments irregulars.»

CARL B. BOYER, Historia de la Matematica.

Introduccié

No sabem amb precisié com sorgeix en la historia de les matematiques la nocid
de curvatura. Segons explica J. L. Coolidge en I’article « The unsatisfactory story of
curvature», no apareix en la geometria classica cap caracteritzacio de les corbes pla-
nes a partir del seu grau de curvatura. Cal esperar fins al segle x1v en que N. Oresme
definira la nocié de «curvitass: si dues corbes toquen la mateixa linea en un mateix
puntiper un mateix costat, la mes petita tindra curvatura més gran; un cercle tindra
curvatura uniforme, inversament proporcional al seu radi. Es desconeix perd com
arriva Oresme a aquest resultat; i fins tres-cents anys més tard, en estudiar Kepler el
problema de Alhazen,* no es relacionari la curvatura d’una corba amb la d’un cer-
cle: el cercle de curvatura.

Estem encara molt lluny perd d’una definicié que relacioni la nocié de curvatura
amb la interseccio de dues normals a la corba infinitament properes, 1 que faci apa-
reixer el radi i el centre de curvatura.

Enelsegle xvii, C. Huygens, treballant sobre corbes evolutes en el seu tractat de
Horologium Oscillatorium, déna una construccid purament geometrica del radi de
curvatura. Aixo li permet determinar la desenvolupant de qualsevol corba geome-
trica, perd no menciona per a res aquest concepte. Poc més tard (o potser simulta-
niament), I. Newton aborda la qliestié amb tot detall, definint el concepte de grau i

* El problema dc Alhazen (nom llati de Ibn Al-Haithan (965-1039)) consisteix en determinar el punt
d’un mirall convex on s’ha de reflectir la llum provinent d’un focus lluminds per incidir en 1’ull d’un ob-
servador.
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cercle de curvatura fins a obtenir a férmula ara ja classica del radi de curvatura

(l ’)3/2

————— gracies a la nova Teoria de les Fluxions.

D’aquesta manera s’aconsegueix, com diu Coolidge, «tancar la qiiestio d’una
manera que avui qualificariem de totalment satisfactoria».

Examinarem el treball d’aquests dos autors amb un doble proposit: esbrinar
com aconsegueix Huygens, amb metodes exclusivament geometrics; determiinar una
longitud que involucra derivades de primer i segon ordre i veure com va utilitzar
Newton la nova eina del calcul diferencial per resoldre el problema de la definicié del
radi de curvatura, a partir d’una construccié geometrica molt semblant a la de Huy-

gens.

L’Horologium Oscillatorium de Huygens
i la teoria de I’evoluci6 de les corbes

L’Horologium Oscillatorium, publicat ’any 1673, és una de les obres mestres de
Christiaan Huygens. Aquest tractat no esta només dedicat a la invencié i descripci6
d’una millora mitjangant un moviment cicloidal del rellotge de pendol, que I'autor
va idear I’any 1656. Huygens també hi exposa resultats molt importants com a base
teorica de ’obra, en particular una nova teoria: la de les corbes evolutes. Com ell
mateix diu en la introduccio, «aquestes coses estan tan intimament lligades a la per-
feccié d’aquesta invencid que les podem considerar com la part principal i, per dir-
ho aixi, el fonament de tot aquest mecanisme».

El seu tractat es compon d’una primera part destinada al mecanisme del rellot-
ge, d’una segona sobre la caiguda dels cossos pesants i el seu moviment en una ci-
cloide, d’una tercera part dedicada a I’evolucié i dimensid de les linies corbes, id’una
quarta i cinquena parts sobre el centre d’oscillacid i els teoremes de la forga centrifu-
‘ga, amb una versi6 alternativa del rellotge on el pendol descriu un moviment circu-
lar horitzontal en lloc de cicloidal en un pla vertical.

En la segonda part del ilibre, Huygens demostra que la cicloide és una corba
realment tautdcrona: un cos abandonat en un arc de cicloide tardara el mateix temps
en lliscar fins el punt més baix, sigui quin sigui el punt de partida del moviment. Aixi
siel pendol d’un rellotge descriu en oscillar un arc de cicloide, les oscillacions s’exe-
cutaran en temps iguals, independentment de I"amplitud del moviment.

Com construir un pendol amb aquesta propietat? Com fer que un pendol oscilli
seguint un arc cicloidal en lloc de circular?

Aquest problema porta Huygens a estudiar, en la tercera part, la teoria de les
corbes evolutes, que parteix de la idea segiient: Considerem una corba concava ABC
ala qual s’ha enrotllat un fil o linia flexible comengant pel punt A. Aquest fil es des-
lliga a partir del punt B de tal forma que la part lliure sempre esta estirada. Fent aixo
per a cada punt de la corba, 'extrem lliure del fil descriu una altra corba A’B’C dita
«développée» (desenvolupada); la corba sobre la qual el fil esta enrotllat és la «déve-
loppante» (desenvolupant).
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El problema que es planteja Huygens és doncs el de determinar la corba desen-
volupant de la cicloide, 1aix0 el porta a estudiar les relacions existents entre una cor-
ba i la seva desenvolupada.

En la primera proposicio d’aquesta part, Huygens demostra que tota tangent a
la desenvolupada ¢s normal a la desenvolupant. Després prova que si prenem sobre
una corba concava dos punts A4 1 B suficientment proxims, llavors la rad AB/AN és
més gran que qualsevol raéd prefixada, on Nés el punt d’interseccid de la normalen B
amb la tangent en A. Aquest resultat li permet demostrar que dues corbes concaves
amb un punt en comu no poden tenir les mateixes normals en cada punt. Conse-
qlicncia: si en aquesta situacio les corbes son tals que les normals a I'una son tan-
gents a laltra, llavors la primera és la desenvolupada de la segona.

A partir d’aqui, Huygens ja esta en condicions de demostrar que la desernivolu-
pant d’una semi-cicloide és una altra semi-cicloide semblant a la primera. Aixi
doncs, basta situar ¢l pendol del rellotge entre dues lamines de cicloide per obtenir la
isocronia del moviment.

Sense acontentar-se amb aquest descobriment, Huygens prosseguira amb [’es-
tudi de les corbes cvolutes, en discernir ["aplicaciod de la nova teoria a problemes de
rectificaciod de corbes, i «per la bellesa 1 novetat aparents d’aquesta teoria». Arriba
fins a la PROPOSICIO X1, I'tltima d’aquesta part, on demostra que tota corba geome-
trica concava té una evoluta o desenvolupada.

Tractarem amb detall aquesta proposicio perque la desenvolupada és la corba
descrita pels centres de curvatura de la desenvolupant, i doncs Huygens ens donara
implicitament un metode per trobar ¢l radi de curvatura de qualsevol arc de corba
concau donat.

PROPOSICIO XI: Donada una linea corba, corbada cap a unsol costat, trobar-ne una
altra, I’evolucié de la qual descrigui la primera; i demostrar que tota corba geo-
metrica prové d’una corba igualment geometrica i a més rectificable.

La demostracié que dona Huygens és la segiient:

Considerem una corba concava ABFisuposem coneguda CDE, corba per I’evo-
lucié de la qual ABF és descrita. (Aixi ABF és la desenvolupant i CDE la desenvolu-
pada).

Sabem que les tangents a CDE sén normals a ABF i, reciprocament, si prenem
(BD) i (FE) normals a ABF, també seran tangents a CDE.

Considerem B i F molt propers 'un de ’altre.

Com que ABF és concava, (BD) i (FE) es tallen en un punt G.

Com que I’evolucié comenga per hipotesi en el punt 4 i que F'és més allunyat de
A que B, E estara igualment més lluny de 4 que D, i G caura més enlla de D sobre la
recta (BD).

Com més proxim sigui £ de B, més proxims seran D, Ei G.

[ doncs, si considerem I’interval BF infinitament petit, podem suposar que D, G i
E sén un mateix punt.
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(BH) és la tangent a ABFen B
(BO) és parallela a (KL)

(BK) i {FL) s6n perpendiculars a (KL)

(BD) i (FE) tallen (KL.) en M i N respectivament

A més, també podem suposar que (BH), tangent a ABFen B, és tangent a la corba
en F (i.e., B, H1 F aliniats).
En aquesta situacio, seguint les notacions de la figura, tenim:

BG _ BO _ BO . BP _ BO KL
MG~ MN ~ BP " MN BP = MN

BO KL BG X
Aixi, sitrobem les dues raons —+- 3P MN obtindrem——~ TR I com que BM esta

determinat en longitud i posicid (€s la interseccid de la normal (BM) amb I’eix (KL)),
trobarem la posicié del punt G.

Ara, com diu Huygens, «veurem que aquestes dues raons vénen donades en to-
tes les corbes geometriques i que per tant sempre els podem assignar corbes per ’evo-
lucié de les quals poden ser descrites 1 que son per consegiient rectificables.»

(Notem que BG és el radi de curvatura de la corba ABF.)

Per trobar gP , Huygens construeix una tangent a la corba ABF en el punt F,
prenent FN perpendicular a FH. Obté aixi les longituds NHi HL,idoncs—+— ;IIJI\,, %

KL
9
Com determinarlarad UN
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Aquesta raé és la que, passant al calcul diferencial, fara apareixer en la férmula
del radi de curvatura una expressié amb derivades de segon ordre. La construccidé
sera doncs bastant més complexa que I’anterior, ja que caldra fer intervenir una cor-
ba auxiliar que permeti representar la variacié de les subnormals a ABF: (LN)i (KM)

La construcci6 és la segiient:

Prenem (KT) i (LV) perpendiculars a (KL), on T, Vi X son tals que KT = KM,
LV =LNi(VX) és parallela a (LN) tallant (KT) en X. (Vegi’s la figura.)

Tenim que XT =LV - KT =LN- KM =NM - KL, XV =LKiNM =VX+ XT

2.4 |24 KL
(o VX - XT). Aixi, si coneixem—-- T VYT XT - MN
Comque KT=KMiLV=LN, TiV descriuen una linea recta o corba donada. Si

podrem trobar

és recta (per exemple si ABF'és una conica), llavors% ve donat (és la pendent de la
recta), i és independent de ’interval KL que considerem.

Siés corba, la rad 77 sera diferent segons que KL sigui més gran o més petit.
Perd com que estem suposant que B1Fson molt proxims 'un de 'altre, KL sera infi-
nitament petit. De la mateixa manera, cal pensar que 71 ¥ intercepten una part abso-
lutament minima de la corba, i doncs podem considerar que la recta V7 coincideix
amb la tangent 7Y. Com que la corba descrita per T'1 V' és geometrica, podem cons-
truir la tangent (7). Aixi, &+ XT sera donat, i X)Y(“ també.

I aix0 demostra la proposicio.

A continuacié, Huygens explicita un metode per trobar la corba TV analitica-
ment, prenent un punt S sobre KL que servira de centre de coordenades i posant
x = SK iy = KT (coordenades del punt 7).

Pel metode de les tangents de Descartes, obté KM, queigualaa KT (o a y),1aix0
li déna ’equacid de la corba TV, a la qual només cal construir la tangent (TY).

La tercera part de I’Horologium Oscillatorium s’acaba amb algunes aplicacions
d’aquesta proposicié a la rectificacié de corbes geometriques concretes, com les pa-
rabolesiles hipérboles. En aquests casos, Huygens explicita BD (que és de fet el radi
de curvatura BG) en funcié de BM1SZ (on Z ¢s la interseccid de (BM) amb (SZ) per-
pendicular a (SK)), i troba les equacions de les desenvolupants de les corbes conside-
rades.

Veiem ara com, passant la demostracié de Huygens al calcul diferencial i seguint
els mateixos passos que ell, obtenim efectivament la formula classica del radi de cur-
vatura.

Considerem els eixos coordenats (SK) 1(SZ), de manera que B=(x, y), on y = y(x)
és ’equaciod de la corba ABF.

Tenim BK = y.

FL = y+ Ay, siprenem F= (x+ Ax, y + Ay)

KM= y—AL, subnormal a la corba en B

Ax
BP=Axi1FF=Ay
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El primer pas de la demostracié de Huygens era la determinacié de -%%, per la
construccio de la tangent (BH). En la notacié moderna:

BO _BP+ PO _ BO + BP _ FPYV AyY
3P~ BP T BP 'H(ﬁ)‘H(Ax)
KL .
Elsegon pasera trobarm :tenim que LK - NM = LN - KM = A subnormal
= XT, per construccio.

., _ _ VX _ KL Ax
Aixi,com VX =KL =x, XT " IN-KM A subnormal - La pendent de la tan-

gent a la corba auxiliar TV representa geometricament la derivada de la subnormal:

d ( dy):(d}z)2+yc12

dx \y dx dx dx
Ara KL _ 2. 1

"MN VX +XT A subnormal -

| +—m—
Ax

. . G _ BO KL )
Transcrivint-ho tot al resultat inicial MG - BP X MN , queda:
2
1+ (-8
BG _ Ax
MG Asub. ’
[+ At
1 passant al limit:
. BG _ 1+ (dy/dx)’
lim NG PRE 7
[+ 4y +y —)-}1—
dx d.
, .. BG _ .. BG |+ (dy/dx)’

donhmMG—lxmBG_MG— dgy
Y’

En substituir la normal BM pel seu valor y \/ 1 + (dy/dx)’, resulta que:

(L +dy/dx)”

BG = By/dx , radi de curvatura.

Fins I’any 1693 Huygens no es va interessar pels nous métodes del calcul infini-
tesimal. Com afirma L. Figuier a Vie des savants illustres du XV IIéme siécle, «<Enels
seus treballs matematics, Huygens s’havia acontentat amb utilitzar els métodes ana-
litics dels antics, 1 no tenia cap motiu per considerar-los insuficients ja que li havien
proporcionat totes les solucions que els va demanar. Pero Newton, que recorria en el
mén de la ciencia espais més amplis, s’havia trobat amb problemes que li semblaven
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massa dificils o fins i tot impossibles de resoldre pels mitjans coneguts aleshores.
I aix0 el va conduir a buscar i trobar un nou métode d’analisi matematica, el metode
del calcul dit “de fluxions”.» -

El problema V del métode de fluxions de Newton

L’any 1736 surt publicat el Meétode de Fluxions i Séries Infinites de 1. Newton,
després de la mort del seu autor, obra que segons sembla va ser escrita entre 1664 i
1671. Enella, Newton dedica tot un capitol, el problema V, a «trobar la quantitat de
curvatura d’una corba donada a un punt donat qualsevol», ja que considera que «hi
ha pocs problemes sobre les corbes que siguin més elegants que aquest i que deixin
més clara la secva natura».

Newton comenga aquest apartat amb les consideracions generals segiients:

1. Uncercle té grau de curvatura constant i aquest és reciprocament proporcional al
scu diametre.

2. Una corba té en un punt el mateix grau de curvatura que el del cercle tangent de
més gran contacte a la corba en aquest punt (on per més gran contacte entenem
que no podem fer passar cap altre cercle tangent entre el primer i la corba).

3. Elcentre de curvatura d’un punt d’una corba és el centre del cercle descrit a 2), i
doncs la normal a la corba en aquest punt passa pel centre d’aquest cercle.

4. La proporcié de curvatura de diferents punts es trobara per la proporcio de cur-
vatura dels cercles de mateixa curvatura; o per laraé reciproca dels radis de cur-
vatura.

S’enuncien després les principals propietats del centre de curvatura, que apareix
com la interseccid de dues perpendiculars a la corba infinitament properes, o com el
centre del cercle de més gran contacte, i encara com el Centre del Moviment, €s a dir
¢l punt que menys es mou d’una normal que recorre la corba.

A fide determinar el centre de curvatura d’una corba en un punt donat, Newton
utilitza la primera de les propietats enunciades, que és la que li proporciona el méto-
de més senzill de resolucid. Com explica Coolidge en I’article «The unsatisfactory
story of curvature»: «Newton suposa, com ho fa Huygens, que si un punt no d’infle-
xio esta fixat en una corba i si un segon punt s’hi apropa per un costat, la interseccio
de les normals s’acosta a una determinada posicié limit, centre del cercle de matei-
xa curvatura, i cap altre cercle tangent no pot passar entre aquest i la corba... New-
ton busca la interseccid de dues normals molt properes, i si prenem x com a varia-

ble independent de tal forma que x =1 iz=—£—, demostra molt simplement que

RgRNTE ) ‘
R= (—l————;l* ,on R és el radi de curvatura».

Veiem ara aquesta demostracid, semblant a la de Huygens per la idea geometri-
ca en que es basa, pero bastant més agil que aquesta gracies a la utilitzacio de les
fluxions:
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Sigui:
(DT) la tangent a un punt qualsevol D d’una corba ADd
(DC) la normal a la corba en aquest punt
C el centre de curvatura de la corba en D
AB I’abscissa de D, i P la intersecci6 de (4B) i (DC)
(DG) parallela a (4B); i (CG) perpendicular a (4B)
Prenem Cg sobre CG de longitud qualsevol, i § e DC tal que (g6) L (CD).

d
D 1 \F G
e N\
N\
B \\
T A P
P
N\
H— C

Tenim que (1) % = BLg perque TDB 1 Cgé sén triangles semblants.

Suposem que D recorresobre la corba un espai infinitament petit Dd. Llavors Cd

sera lanormal a la corba en el punt dillavors tenim la igualtat (2) DF = De + g%e_de.
. DF DF _ CG .
Arasitrobem o com o _ Cg podrem determinar el punt C.

Posem AB=x, BD = y (i.e., B centre de coordenades d’eixos (4B) i (BD)). Prenem
Cg=1ligé=z o

Per (1), z= —))—;~ pendent de la tangent (7D).
Ara, 8f = Zzo, on o ¢és una quantitat infinitament petita.* De = X0 i de = y o, mo-
ments de les coordenades.

Si substituim les expressions anterior a (2) obtenim:
o
DF=jo0+ lf—

* Newton considera el temps com la variable independent, i anomena x la fluxié de x (i.e., la veloci-
tat). El producte x - o correspondria a un element infinitessimal de x.
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y llavors
1 _ f _ Zo

CG ~ DF ),w+y'));o

que ens déna

.2 .2

X" +y
Xz

CG =

.2 . .3
Prenemarax = I, perteniry =z iCGZ-l——-;T)—/— , d’on deduim DG = %—L ifi-

(1+5)”
nalment DC = ——y— , radi de curvatura.

Tot seguit, Newton explicita la construccié geométrica del punt C a partir dels
resultats anteriors, i calcula el radi de curvatura d’algunes corbes concretes: la hi-
perbola, ’ellipse, la parabola, la concoide, i en I’exemple 4 la cicloide. En aquest tl-
tim cas demostra que la corba descrita pels radis de curvatura és una altra cicloide
semblant a la primera, arribant al mateix resultat que Huygens.

Es interessant recalcar el corolari 4 d’aquesta part, on apareix un indici de la
teoria de corbes desenvolupants de Huygens: «Sia la punta K de la cicloide superior
suspenem a I’extrem d’un fil un pes a ’algada K4 0 2EA, i mentre el pes oscilla, el fil
s’aplica sobre la cicloide KF'i F1 que li resisteix de cada costat i li impedeix d’estirar-
se en linea recta de tal manera que la part inferior segueix la cicloide mentre que la
inferior roman en linea recta, es veu que el pes es moura en el perimetre de la cicloide
inferior, perque el fil CD li sera sempre perpendicular».

K

A
Newton seguira aquest capitol relacionant el radi de curvatura amb els angles de
contacte i determinant la curvatura de corbes de diferents especies (geometriques i
mecaniques). També proposara nous métodes de resolucié del seu problema a partir
del cercle de més gran contacte amb la corba, per acabar amb algunes «Qiiestions re-
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lacionades amb el problema inicial», com ara trobar punts d’una corba amb grau de
curvatura donat o be determinar la corba descrita pels centres de curvatura d’una
corba donada (és a dir, la desenvolupada).

Ja podem parlar aqui de formalitzacié del concepte de Radi de Curvatura, que
Newton defineix i caracteritza abans d’explicitar-ne la formula general i un metode
de construccid, aplicar-lo a casos concrets, per finalment ampliar els diferents tipus
de problema que s’hi relacionen.

Comparacio

Calsituar-se en el marc historic de I’evoluci6 de la matematica del segle X V11 per
comprendre i comparar el treball referent al radi de curvatura de Huygens i Newton,
dos personatges que, tot 1 haver viscut a la mateixa ¢poca i haver estat interessats
pels mateixos tipus de problemes, es diferencien des del punt de vista de la matema-
tica per trobar-se en dues etapes diferents d’aquesta ciencia: ’abans i el després de la
utilitzacio del calcul diferencial.

Els meétodes matematics emprats per Huygens en la teoria de les corbes evolutes
sén essencialment geometrics i algebrics, heréncia directa d’ Arquimedes, Descartes
i Fermat. En aquest aspecte, queden clarament emmarcats en la matematica precur-
sora del calcul diferencial. En la proposicié XI que hem examinat, tots els raona-
ments que inclouen quantitats infinitesimes es basen en propietats i construccions
purament geometriques. L’eina basica per demostrar I’existencia de la corba desen-
volupada (que inclou la determinacid del centre de curvatura) €s la geometria classi-
ca, en el sentit en que només intervenen magnituts i construccions geometriques, i es
deixa el calcul amb coordenades al marge de la demostracid. Aquest s’utilitza ini-
cament per explicitar i caracteritzar corbes concretes, a manera d’illustracio, per
«aplicar» i poder obtenir efectivament la natura de les corbes buscades i els resultats
que, segons diu el mateix Huygens, «hem trobat només raonant segons els metodes
de l’art».

La transgressié d’aquest «art» de la demostracié matematica, és a dir, la incor-
poracid del calcul analitic com a eina de demostracid i de construccié geometrica en
la determinacié del radi de curvatura, posa de manifest la poténcia del metode de
fluxions de Newton, en permetre la manipulacid algébrica de quantitats infinitesi-
mes. Aixi, gracies a aquest nou calcul amb coordenades, el «raonament» es despren
de la figura, i llavors, la determinacié d’una tangent o de la variacié d’una normal
esdevé una simple rad de fluxions o de fluxions de fluxions. Aixo fa que Newton pu-
gui obtenir una férmula general del radi de curvatura a partir de les coordenades
dels punts d’una corba gentrica, mostrant per primer cop I’aplicaci6 de derivades de
segon ordre a un problema geomeétric. _

Aixi, la similitud aparent d’aquests dos treballs referents al radi de curvatura, el
fet que els dos autors hagin partit d’'una mateixa idea geometrica i segueixin en les
demostracions practicament les mateixes etapes (en la determinacid de les raons que
permeten arribar al radi de curvatura), ens mostra, gairebé «pas per pas», quina ésla
diferéncia dels dos tractaments. Amb Huygens i la teoria de les corbes evolutes, la
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geometria classica assoleix una de les seves extremes aplicacions. Perd la substitucié
dels metodes geometrics pel metode de fluxions de Newton posa de manifest I’inte-
res d’una nova eina teorica com el calcul diferencial que permet integrar la generali-
tat i operativitat del calcul analitic a problemes geometrics sobre infinitesims.

Conclusié

Sien un principi el nostre objectiu era estudiar com tractava Huygens el tema del
radi de curvatura en la seva obra sobre el rellotge de péndol, hom d’adona que resul-
ta impossible I’estudi d’un determinat concepte, vist per un determinat autor,
aillant-lo del moment historic en que s’inscriu.

El treball de Huygens referent al radi de curvatura ens mostra la poténcia dels
metodes de la geometria predecessora del calcul diferencial. El fet que no aparegui
en la seva obra cap relacié entre les corbes evolutes i el concepte de curvatura no
s’explica per una manca d’eines tedriques apropiades sino pel gran interes dels ma-
tematics de I’tpoca pels problemes de rectificacié de corbes. La prioritat que déna
Huygens a aquest tema li permet mostrar ’interés, no només practic, de la teoria de
corbes desenvolupades, i no el deixa aturar-se en la nocié de radi de curvatura, mal-
grat donar-ne una construccid. Pero deixa latent en el seu treball la importancia, i
fins i tot la necessitat d’aquest concepte, que Newton s’encarrega de definir i caracte-
ritzar, posant de manifest I’avantatge del nou calcul de fluxions que esdevindra més
tard una eina basica en el tractament de problemes geometrics.

El naixement del concepte de radi de curvatura amb les dues construccions que
hem presentat reflecteix el moment histdric que envolta. Els diferents tractaments
que li han donat illustren les diferents teories i els diferents métodes matematics que
caracteritzen una época de I’evolucié de la matematica marcada per ’aparicié del
calcul diferencial.
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