Problemes i jocs

L’Enric Nart ens ha proposat de fer-nos carrec d’aquesta seccio.

Hem cregut convenient canviar el seu estil, no perqué no ens agradés com s’ anava
desenvolupant, sind amb I'esperit que els lectors del Butlleti hi participin de forma mé.,
activa. :

L’enfocament que proposem és el segiient: A cada niimero apareixera un recull de
problemes i jocs sobre un tema que s’haura proposat al nimero anterior. També hi apa-
reixera la solucié dels problemes i jocs del nimero anterior.

Pretenem que tant els problemes i jocs proposats com els temes que es tractin surtin
dels lectors de la seccio. Per aixo us demanem que ens envieu els vostres problemes i jocs
(amb les solucions, si les sabeu). El tema del segiient numero sera:

«Problemes de pesos i mesures»

Com a exemple de com voldriem que fos la seccié hem preparat per a aquest niime-
ro alguns jocs sobre «Problemes amb peces i taulers».

Animeu-vos a enviar-nos els vostres jocs i problemes, aixi com les respostes als jocs
plantejats! Esperem els vostres suggeriments.

Armengol Gasull i Enric Ventura
Departament de Matematiques
Universitat Autdnoma de Barcelona
08193 Bellaterra

Barcelona

La invasio de les granotes

Considerem una quadricula no acotada per cap costat, com la de la figura 1.
Haurem de collocar-hi una colleccié de «granotes» que es podran moure pel tauler
segons les segiients regles:

i) mai no pot haver-hi més d’'una granota en una mateixa casella.

ii) quan dues granotes estan tocant-se una pot saltar per damunt de ’altra men-
jant-se-la i quedant-se al costat contrari (suposant que no estigués ocupat).

iii) no es permeten salts en diagonal; només en horitzontal i en vertical.

iv) una granota aillada no pot moure’s.
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Figura 1 Figura 2

Alafigura 2 es resumeixen els quatre moviments possibles. El problema consis-
teix en trobar collocacions inicials estrategiques de granotes sota la linia horitzontal
de manera que fent successius salts puguin envair la zona superior del tauler arribant
alguna granota el més amunt possible.

A les figures 3a i 3b es mostren estrategies inicials que permeten llencar una gra-
nota fins la primera i segona fila respectivament (els moviments que cal fer son ob-
vis, 0i?). Com es poden envair les files superiors?

. . o .
[} [ ]
Figura 3a Figura 3b

a) Trobeu una estratégia inicial formada per 8 granotes que permeti envair la

tercera fila.
b) Trobeu-ne ara una de 20 inicials que llenci una granota fins la quarta fila.

¢) Trobeu els nombres minims de granotes inicials necessaries per poder arribar
a colocar-ne una a la primera, segona, tercera i quarta files.
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d) Demostreu que no hi ha collocacid inicial possible d’un nombre finit de gra-
notes que permeti envair la cinquena fila.

Es facil provar diferents posicions inicials i anar fent saltar granotes cap aqui i
cap alla, pero ja observareu que la cosa es complica cada cop més, com més amunt
volem fer arribar la invasid (de fet el limit teoric és la quarta fila, segons d!!).

Pero les preguntes de Iestil de ¢) 1 d) requereixen una altre mena d’arguments
més sofisticats que el simple joc d’anar fent salts. Si voleu alguna indicacid, us po-
dria dir que és uitil posar un pes a cada casella de forma que cada salt varii en un tinic
sentit el pes total de les caselles ocupades.

Anim... A Iatac!

Enrajolant un tauler

Tenim un tauler n X n al qual li hem tret dos quadradets com a la figura. Es pos-
sible enrajolar-lo només amb peces de domind (rectangles 2 X 1)?

E}

Reines que ho veuen tot
(Proposat per en Carles Casacuberta)

Diem Q(n) al nombre minim de reines que cal colocar damunt un tauler de z per
n caselles per tal que totes les caselles del tauler siguin atacades (o ocupades) per al-
gunareina. Estudieu la successio Q(n). Perexemple, Q(3)=1, Q(4)=2, Q(5) = 3. Per
a quins 7 <= 12 es compleix Q(n) = Q(n - 1)?

Per als qui els agradi complicar (en realitat, simplificar!) un xic el problema: en-
ganxeu mentalment els costats del tauler dos a dos, cadascun amb el seu oposat, de
manera que ¢l tauler es transformi en la superficie d’un tor. Reviseu la successio Q(n)
en aquesta nova situacio.
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Un problema sorprenent d’escacs

A un tauler d’escacs I'inica pega que no ocupa la seva posici6 inicial és el ped de
Palfil del rei blanc que esta avangat una casella.

En quants moviments com a minim s’ha pogut arribar a aquesta situacid, tenint
en compte que toca moure a les peces blanques?

Cavalls saltadors

Suposem que a un tauler 3 X 3 hi tenim 4 cavalls, 2 de blancs i 2 de negres, co-
Hocats com s’indica a la figura.

Siels cavalls es mouen com als escacs, intercanvieu la posici6 dels cavalls blancs
i negres.

Quin és el nombre minim de moviments que cal fer?

CAVALL CAVALL
BLANC BLANC
CAVALL CAVALL
NEGRE NEGRE

Solucié als problemes proposats en el Butlleti anterior
La successio a, = n! és lluny d’ésser convergent i en canvi satisfa:

lim{xa,}=0, Ax€Q,

n -0
onrecordem que {-} denota la part decimal d’un nombre realsi.e. {x} = x - [x]. Ara, si
suposem que (x) = lim, . .. {xa.} existeix i és finit, per a tot nombre real x, podem
raonar de la manera segiient: Denotem exp(f) = e". Les funcions:

Jfa(x) = exp(2mixa.) = exp(2mi{xa.}),

sén continues i convergeixen puntualment a f{x) = exp(2mir(x)). Com que| fa(x)| =1,
el teorema de la convergéncia dominada ens permet concloure que:
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lim f ’ So(x)dx = f ’ fx)dx, AbER.
0 0

Ara bé, per a, # 0 es té:

f ’ Ju(x)dx = (exp(miba,) - 1)/2mia,.
0

Prenent b tal que fobf(x)dx # 0, tenim:

. Jub) -1
lim——
wxo O

existeix i és no-nul.

Com que el numerador és també una successié convergent, la subsuccessié dels
@xno nuls té un limit finit. Per acabar, si fos @, = 0 per a infinits valors de #, la hipote-
siens diria que fAx) =1, ¥V €IR; per tant lim, _..(f2(b) - 1) =01ila successié dels a, ha
de convergir també a zero.

La solucié del segon problema era encara més facil: La propietat «un rectangle R
té al menys un costat de longitud entera» equival a:

ﬂ exp(2mi(x + y)) dxdy = 0.

Ara, si el rectangle R és reunid de subrectangles R; tenim:

ff exp(2mi(x + y)) dxdy = E_U exp(Rwmi(x + y)) dxdy,
R R

ide tota la vida, si tots els sumands d’una suma finita sén nuls, la suma total és zero.
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