El naixement del calcul de variacions®

Carles Perell6 1 Valls

El calcul de variacions és una eina matematica que ens permet, de vegades,
calcular la solucié “Optima” d’un problema. Per exemple podem trobar la forma
que quelcom ha de tenir per tal de fer minim el temps o el cost d’una operacid.
També ens permet entendre una natura que de vegades sembla que vol fer les
coses d’una certa millor manera.

A la matematica el calcul de variacions li obre tot un camp de nous conceptes.
Entre d’altres coses porta a la consideracié d’espais en que els punts sén funcions
i als que podem aplicar els métodes del cilcul infinitesimal.

Els que s’ocupen inicialment d’aquests problemes utilitzen técniques elemen-
tals 1 no els conceptes ad hoc que es necessiten en la teoria més evolucionada.
Aixd fa possible que els primers treballs sobre el calcul de variacions estiguin a
I’abast d’una persona que conegui tan sols els rudiments del cilcul infinitesimal.
En els treballs dels precusors tot és una mica naif: s’incrementa una quantitat
aqui, es veu a través de dibuixos com aixo repercuteix en les demés quantitats,
es fa coincidir el que és prou petit amb la diferencial, es diu que es divideix un
interval en infinits trossos, etc. Els arguments estan fets de la primera mateéria
del pensament. No s’analitza massa a fons, perqué no se’n sent la necessitat i
perqué tampoc es tenen les eines per fer-ho.

El concepte de funcid dels qui comencen a tractar aquests problemes matema-
ticament és encara el d’una férmula algebraica, potser amb infinits termes. No
era gran la preocupacié pels conceptes precisos de funcié, ni de continuitat, ni
de nombre, ni de tot aixd que ara molts consideren prioritari tenir ben aclarit
per entendre quelcom del calcul. ‘

La curta histdria que segueix s’acaba quan Euler torna metodic el calcul
de variacions, abans de que el bategi com a tal al incorporar les técniques
analitiques de Lagrange.

Es diu que quan Dido, la mitica reina fenicia, va fundar Cartago, se li va
permetre fer-ho a I’espai ocupat per una pell de vaca. Amb una interpretacié
convenient del permis, Dido va fer seu I’espai compreés entre el mar i una corba

(*) Conferéncia organitzada per la Societat, pronunciada el 25-5-88
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formada per la pell tallada a tires. Podem suposar que les va posar de manera
d’encabir-hi el mixim possible de terreny. Es per aixd que el problema de maxi-
mitzar I’drea entre una corba donada (la costa) i una corba de longitud fixada
d’antuvi (la formada de tires de pell) és conegut com a problema de Dido i
és el problema del calcul de variacions més antic que es coneix. Dido el deuria
resoldre intuitivament, i donada la seva llestesa es pot suposar que correctament,
disposant les tires en un arc de cercle.

Molt més tard, al segle III a. C., Arquimedes demostra en un teorema del
seu tractat sobre el cilindre i l’esfera [Arq. 1] que, de tots els segments d’esfera,
és a dir, dels trossos que s’obtenen de ’esfera en seccionar-la per un pla, aquell
que amb una area fixada té cabuda per a un volum més gran és I’hemisféric.
Aquest problema, encara que tracti de maximitzar el volum, no és tipic del
calcul de variacions perqué no permet de variar la forma de la superficie: és
sempre esférica. Donat un segment d’esfera, Arquimedes sap trobar el cercle
de la mateixa area i el con del mateix volum i, comparant els volums d’aquests
cons per diferents segments, no li costa de demostrar el teorema.

Pappos d’Alexandria, que va viure cap a Pany 300 de I’Era Cristiana, en el
llibre V de la seva Col-leccid Matematica [Pap. 1] (sembla que recollint enunciats
de Zenodor, prop de 500 anys abans) va fer consideracions sobre problemes
semblants al de Dido (coneguts com a problemes isoperimétrics per ser una de
les dades fixades el perimetre de la figura de la qual es vol maximitzar I’area).

Pappos nota la sabiduria de les abelles, que fan hexagonals les cél-lules de
la bresca, aconseguint aixi que no deixin buits entre elles i a més que hi cipiga
més mel amb la mateixa cera. Passant a la matematica demostra que, de tots
el poligons del mateix perimetre i nombre de costats, els regulars sén els que
tenen 1’Area més gran, i que aquesta area es fa més gran quan creix el nombre
de costats. Aproximant el cercle per poligons, conclou que el cercle és la corba
que tanca I’drea més gran amb una longitud fixada. Pappos intenta portar el
raonament als poliedres, perd es troba amb dificultats, car no pot aconseguir
aproximar ’esfera amb poliedres: de regulars només hi ha els cinc platonics i
d’arquimedians, formats per cares poligonals regulars, només n’hi ha un nombre
finit. Tanmateix veu que dels poliedres regulars d’area donada, tanca un volum
més gran el que té més cares, 1 amb aixd ja li sembla prou per a dir que és
P’esfera la superficie que tanca el volum més gran amb una area donada. Els
seus raonaments sén poc precisos, adhuc comparant-los amb els dels seus pre-
decessors, com I’Arquimedes, i no podem considerar que hagi resolt el problema
isoperimétric d’una manera satisfactoria, perd troba la solucié encertada.

Els problemes de trobar les formes que maximitzen o minimitzen quelcom,
propis del cilcul de variacions, no tornen a ser tractats de forma explicita fins
molts anys després. De fet és el cilcul infinitesimal qui déna ’eina que s’escau,
i per tant hem d’esperar al naixement d’aquest en mans de Leibniz i Newton
per a entrar definitivament en materia. Hi ha, perd, antecedents interessants a
I’obra de Galileo i Fermat, que van inspirar els que seguiren.

En els seus Discorsi de ’any 1638 [Gal. 1], Galileo diu que el moviment més
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rapid per la caiguda d’un cos seguint una rampa corba entre dos punts donats no
té lloc seguint la trajectoria més curta, que seria la recta, siné al llarg d’un arc
de cercle. Aixd ho obté comparant els temps esmergats pels dos punts. Aquesta
és una solucié errdonia del problema de la braquistocrona, que va ser enunciat i
resolt més tard pels germans Bernoulli. En descarrec de Galileo constatem que
d’aixd en parla en dos fragments dels seus Discorsi (pgs. 139 1 263) on només
considera linies poligonals inscrites en el cercle i no totes les corbes possibles,
i en tal cas és cert que comparat amb aquestes linies el cercle déna la caiguda
més rapida. A més té la precaucié de dir que “sembla que es pot inferir que el
moviment més rapid...”.

Un - altre problema considerat a la mateixa obra és el de la forma que pren
una cadena pesant penjada pels seus extrems. Aqui Galileo comet 1’error (pag.
186), de dir que la cadena adopta la forma parabolica. Aquest error es troba,
perd, corregit a la pigina 310 on diu que una cadena estirada es corba segons una
corba que s’aproxima molt a la parabola i que la coincidencia és tant més precisa
com més estirada estigui. No déna arguments explicits que justifiquin aquestes
conclusions, perd algi podria veure una analogia entre el seu tir parabdlic i
la corda estirada. Una altra vegada, sén els Bernoulli els qui donen solucié a
aquest problema de la catenaria.

Fermat, resolent un problema de maxims i minims, obté la llei de refraccid
de la llum que és utilitzada per Johann Bernoulli quan tracta el problema de la
braquistdcrona. En el seu treball sobre ’analisi 1 sintesi de refraccions adjuntat
a una carta del 1662 [Fer. 1, pgs. 132-179], esmenta el resultat galiled segons el
qual caient seguint un arc de cercle es triga menys que seguint una trajectoria
recta, i enuncia una mena de principi sobre que “la natura opera per mitjans 1
maneres que sén els més facils i rapids i no per la trajectoria més curta”. D’acord
amb aquesta principi i inspirat per les observacions, accepta que la llum es mou a
través dels medis transparents de manera d’esmergar el temps més petit possible
per viatjar entre dos punts. Aixd constitueix, potser, el primer dels anomenats
principis variacionals. D’acord amb ell calcula la trajectoria d’un raig de llam
que uneix dos punts situats cada un a un medi transparent, on la velocitat de
la llum, constant a cada un dels medis, és diferent als dos. Els dos medis estan
en contacte al llarg d’un pla, que, intersectat amb el pla que conté el raig de
Ilum, apareix com una recta horizontal a la figura.

A
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Es tracta de minimitzar el temps que esmerga la llum entre els dos punts
seguint una trajectoria angular, amb vértex a la divisdria entre els dos medis,
quan es permet variar la posicié d’aquest vértex. Aquest problema de minims és
tractat pel meétode descrit pel mateix Fermat al seu Methodus at disquirendam
mazimam et minimam [Fer. 1, pgs 132-136], i que consisteix essencialment a
trobar la posicié del vértex que en ser canviat lleugerament produeix un canvi
d’ordre superior de petitesa en el temps. Avui dirfem que troba el punt que fa
zero la derivada del temps com a funcié de la posicié del vértex sobre la linia de
separacié. Obté aixi que els sinus dels angles del raig amb les normals als dos
medis sén proporcionals a les velocitats als medis corresponents.

Els problemes que fins ara hem considerat, o bé no sén ben bé tipics del calcul
de variacions, com en el cas d’Arquimedes i Fermat, puix que les configuracions
depenen només d’un o dos nombres i es redueixen al tipus de problemes coneguts
com “de maxims i minims”, o bé, essent propis del cilcul de variacions, ja que
s’ha de trobar una “forma” per a maximitzar o minimitzar quelcom, no sén
resolts correctament o amb prou justificacié com és el cas de Dido, Pappos i
Galileo.

Es Newton qui primer es proposa 1 resol un problema genui del cilcul de
variacions. El problema consisteix a trobar la forma d’un cos de revolucié
movent-se dins d’un medi resistent en la direccié del seu eix, per tal de fer
minima la resisténcia. Les hipotesis sén que el medi, format de particules
iguals, homogéniament repartides i en repods abans de xocar amb el cos, pre-
senta resisténcia a causa del rebot elistic d’aquestes particules amb la part de
la superficie del cos que té una normal exterior amb component positiva en la
direccié del moviment. Aix{ li resulta una resisténcia a ’aveng per unitat d’area
proporcional al quadrat del cosinus de ’angle que forma aquesta normal amb
la velocitat, i que en integrar-la ens déna la resisténcia total. No considera cap
resisténcia a la part de la superficie que té la normal exterior mirant enrera.
Suposa a més que estan fixats els valors del didmetre de la seccié maxima D i
la longitud L entre aquesta seccié i la part del davant, i que la normal exterior
mira endavant pel davant de la seccié mixima i endarrera pel darrera.
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Aquests problemes sén considerats 1 resolts en uns escrits del 1685 1 apareixen
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publicats per primera vegada als Principia [New. 1] el 1687, encara que sense
demostracions. També existeix un altre escrit del 1694 on torna a explicar el seu
tractament per al benefici de David Gregory, que ho explicd a Oxford (Vegeu
[Gol. 1}).

Primer considera Newton el problema [Gol. 1] d’un con truncat de base gran
de diametre D i de distincia L entre bases, movent-se al llarg de I’eix en la
direccié de la base més petita. Per a minimitzar la resisténcia ha de resoldre un
problema de minims, com Fermat només ha de trobar quina és la resisténcia en
funci6 del didmetre de la base petita i minimitzar-la. Ho fa i obté aixf que la
distancia CQ ha de ser igual a la QS si Q és el punt de I’eix que dista el mateix
de les dues bases.

A continuacié d’aquest problema considera una figura oval i el cos de re-
volucié generat, i diu que si, respectant la longitud, se substitueix la part del
davant per un con truncat amb angle de 45° de manera que quedi tangent al
cos a la base gran, llavors la resisténcia a l’aveng és més petita que la del cos
original.

Esmenta que aixd pot ser 1til per als constructors de naus perd no déna
la prova de la propietat. Whiteside en fa una reconstruccié hipotética [Gol.
1] utilitzant que quan la longitud tendeix a zero per al con truncat, Pangle A
tendeix a 45°. Fem notar, perd, que tot i essent la resisténcia més petita que en
el cos original, no és la minima.
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Ara Newton aborda el problema genui del cilcul de variacions: trobar la
forma de la corba DNFG, de manera que en girar al voltant de CB generi el cos
al qual s’oposi la minima resisténcia a ’aveng. Observem que pressuposa que
el front del cos és pla: el disc generat en girar GB. Aixo és degut al fet que ja
ha deixat clar que si fos arrodonit podria disminuir la resisténcia substituint-lo
amb un con truncat a 45% (Newton utilitza la mateixa figura amb el con, encara
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que ara no suposa que FG sigui recte).
La solucié és donada per la corba que compleix que

MN  GP®
GP ~ 4BP x GB?’

on M N és Pordenada genérica 1 GP és parallela a la tangent a la corba a N.
Amb notacié més moderna, aixd equival a I’equacié diferencial

ve_ _ W
(1+4¢%)?% 4’
si GB = yg, MN = y, i q és el pendent de la normal exterior a N, és a dir
q=-1/y"
Observem també que aquesta solucié compleix que per a y = 39, ¢ =1,és a

dir, inclinacié de 45° a Pextrem del davant. A partir de la relacié Newton obté
Pexpressié paramétrica de la corba en funcié de g¢:

vo(1+ ¢%)? Yo 3
y=—-~( ” ), z=—, |\ @+ 0" —Ing) +3,

essent z I’abscissa.

Resulta que, donats D y L com abans, només hi ha una y que vagi bé, i

resulta ser la minimitzadora.
La derivacié de la relacié fonamental no és totalment clara. A D’escrit del

1685 considera la figura

B
5
E

on B és un punt genéric de la corba i D li és proper. Prenent BA = a, AD = z,
CD = o, on se suposa que o és petit respecte de z, Newton diu que la diferéncia
de resisténcies en substituir BD per BC, és proporcional a

1 1
_ BE,
( a2+xz+a2+(x—o)2>x
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la qual cosa se segueix de la llei del quadrat del cosinus. Operant resulta que

aquesta expressié val

2z0 — 02

a* + 2a%z2 + z*

Newton fa ara el pas definitiu i diu que aquesta expressié és proporcional a

o, independentment de quin punt B a la corba hem pres. De fet la fa igual a
20/p? amb p constant, i d’aqui obté immediatament

(a2 + .’52)2
z

X BE.

= p%y,

que és equivalent a la relacié buscada si tenim en compte que —z/a = g.

El perqué pren p constant és justificat per Whiteside (vegeu [Gol.1], p. 24)
dient que Newton deu haver considerat que en la corba minimitzadora, el moure
un punt de la grafica, tot mantenint la continuitat, fa canviar la resisténcia en
una quantitat d’ordre superior. Aquesta mena d’argument és el que utilitzaran
més endavant els germans Bernoulli i Euler per a resoldre llurs problemes del
calcul de variacions.

Aquests problemes es posen de moda d’una manera ben assenyalada, amb
un repte que llenca Johann Bernoulli a la comunitat matematica, el juny de
1696. A I’Acta Eruditorum de Leipzig [Sta. 1] publica el problema segiient : Si
donem dos punts A 1 B en un pla vertical, trobeu la trajectdoria AM B que un
punt mobil M ha de seguir per a anar de A a B en virtut del seu pes, en el
temps més curt possible.

A continuacié Pautor fa notar que la corba seguida no és una recta siné
una de ben coneguda dels gedmetres, i que mostrara quina és aquesta corba en
acabar ’any, si ningi més no ho fa abans.

El gener de 1697, publica a Groningen, on treballava a ’¢época, una prorroga
per a resoldre el problema, fixant la nova data per a la Pasqua del mateix any.
Aquest ajornament obeeix a un suggeriment de Leibniz, per tal de permetre als
matematics francesos i italians, que rebrien les publicacions amb un cert retard,
de participar-hi.

Pel maig de 1697 apareix a I’Acta Eruditorum la solucié de Johann Bernoulli
on bateja la corba com a “brachystochrona” i també una solucié del seu germa
Jakob i una nota de Leibniz anunciant que havia resolt el problema, perd que
essent la seva solucié semblant a la dels Bernoulli, no la publicaria.

La solucié de Leibniz es troba en una carta datada el 16 de juny de 1696,
([Gol.1], p. 35), una setmana després d’haver-li estat proposat el problema
per Johann Bernoulli. Per resoldre’l es basa en el temps de caiguda d’un cos
al llarg d’una trajectdria poligonal, aprofitant els resultats de Galileo sobre el
temps esmergat en caure per un pla inclinat. En minimitzar aquest temps
obté P’equacié diferencial de la corba cercada que ell anomena “tachystoptote”
(caiguda rapida). No esmenta, perd que la corba sigui una cicloide.

Es diu que Newton va resoldre el problema el mateix dia que va llegir el repte
de Johann Bernoulli ([And. 1], p. 100) Al Phil. Trans. Vol XIX (1695-97), pgs.
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384-389, amb data 30 de gener de 1697 apareix el seu article andnimament, on
diu que la cicloide déna la solucié i descriu com adaptar per homotécia una
cicloide a les dades del problema. No diu res, perd, sobre com ha arribat a la
seva conclusié.

La solucié presentada per Johann Bernoulli [Joh. 1] considera la trajectoria
com la d’un raig de llum travessant un medi transparent en qué la velocitat
del raig va variant segons I’altura i qué segons el principi de Fermat, segueix la
trajectoria en qué s’esmer¢a un temps minim per a anar d’un punt a un altre.
Aquesta velocitat sera proporcional a ’arrel quadrada de I’altura perduda, com
és el cas, segons la llei de Galileo, d’un cos pesant que cau sense friccié seguint
qualsevol corba. D’acord amb el treball de Fermat, que ja hem esmentat, el raig
de llum es refracta en canviar de medi per tal de minimitzar el temps. El que
fa Bernoulli és dividir el pla on s’ha d’efectuar el moviment en llesques horit-
zontals 1 adjudicar a cadascuna un index de refracci6 inversament proporcional
a la velocitat de la particula a 1’altura corresponent (suposada constant en tota
la llesca). Obté d’aquesta manera com es refracta el raig en passar d’una llesca
a D’altra: de manera que els sinus dels angles del raig amb la vertical sén pro-
porcionals a les velocitats en els medis respectius . Prenent una llesca de gruix
infinitesimal obté I'equacié diferencial

tdz
VaZ — 2’

on t és la velocitat, que depén de altura perduda z. La distancia horitzontal
és y, 1 a és un factor de proporcionalitat.
En considerar el cas especial de la llei de Galileo en que ¢ = \/az, obté

I’equacié
dy = dz i ,
Va—z

que fa veure que té cicloides per solucions.

La solucié del seu germa Jakob, apareguda al mateix volum de 1’ Acta Erudi-
torum [Jak.1] utilitza per primera vegada d’una manera explicita el principi fon-
amental del cilcul de variacions: diu que, variant lleugerament la corba solucid,
la quantitat que es tracta de minimitzar canvia en un ordre de magnitud menor
que com ho fa en variar una corba no minimitzadora. Ja hem esmentat que
Newton deu haver seguit aquest criteri en cercar la forma que minimitza la
resisténcia a ’aveng perd no ho fa explicit. Aquest principi s’utilitza, des de
Newton fins a Euler, junt amb la suposicié que, si una corba és minimitzadora
(o maximitzadora), llavors tota porcié d’ella també ho és. D’aquesta manera
s’aplica el principi de la no variacié de la quantitat que s’ha de minimitzar al
variar la corba, restringint-se a un tros d’aquesta. Moltes vegades es fa variar
només un tros infinitesimal, i al expressar la constincia del que es vol minim-
itzar, s’obtenen les equacions diferencials que ens resolen el problema. Notem
que, el que vol dir que una porcié és minimitzadora, és que si no varia el que

dy =
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es vol minimitzar al canviar aquest tros de corba, tampoc variari sobre el total
de la corba. Aquesta propietat és certa en molts cassos, en particular en els
tractats per Newton, Johann i Jakob, perd no en els primers problemes consid-
erats per Euler, com el de la braquistocrona en medi resistent, on va invocar el
principi per porcions de la corba, arribant a resultats falsos.

Tornem ara a la solucié donada per Jakob que, segons éll mateix diu a un
al- tre treball, no va trigar més de tres setmanes en obtenir.

Per a comencar fa notar que, si tenim un arc unint els punts A i B que
minimitza el temps de caiguda, llavors el temps esmergat pel cos que cau a
qualsevol subarc, diguem al C'D de la figura, és també minim, en el sentit que
si substituim la corba AB per una altra en qué hem canviat arc CD (de M a
N, diguem), llavors el cos esmergard menys temps al tros C' D passant per M
que per N. D’altra manera ’arc AM B no seria minimitzador.

A H
i\
N\ M
E Q&
LN
F SN\ D

B

Suposa ara Jakob que CD és petit i pren &1 F ala vertical de C, F aPaltura
de D i E a la mitjana de les altures de C' i D. Pren ’arc minimitzador per M
i1 una alternativa propera per N. G i L sén els punts a Paltura de E a cada
arc. A Parc per M minimitzador la variacié del temps en canviar-lo a IV es pot
considerar zero (nosaltres dirfem “en primera aproximacié”). Diu ara Bernoulli
que els temps esmergats per a recérrer els arcs CG 1 CL sén proporcionals a
llurs seves longituds, ja que suposa que la velocitat és constant i proporcional a
P’arrel quadrada de la pérdua d’altura del cos, segons la llei de Galileo. Resulta
aixi que les longituds i els temps estan relacionats per

CE tCE
CG-CL tCG-tCL’
on t avantposat a un arc indica el temps esmergat a recérrer-lo. St LM és normal
a CG, tenim que CL = CM, aproximadament (avui dirfem que la diferéncia
és d’un ordre superior de petitesa). Comparant triangles té que MG/GL =
EG/CG i amb aixd s’obté que

CE __ EG tCE
GL CG-(tCG—tCL)"
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Fent les mateixes consideracions entre les altures de E i de F, obté que

EF  GJ-tEF
GL ~ GD (tLD—tDG)’

Com que hem pres F' de manera que CE = EF| tenim, considerant que els temps
per a M i N sén aproximadament els mateixos (la propietat fonamental), i per
tant igualant les dues expressions, que

EG-tCE CG  EG GJ

GL-tEF ~ GD +/HE +HE

on hem utilitzat la llei de caiguda de Galileo.

Jakob Bernoulli es queda amb aquesta notacié i mostra que aixd és ’equacid
d’una cicloide mitjangant una construccié geométrica. En la nostra notacid, si
prenem CG = ds, HC = z, EG = y, on ds? = dz? + dy?, ens queda

ds = —d
s= LW
o bé
dy _ [z
dz Va2-2’

que reconeixem com una equacié diferencial que té cicloides per solucions. Cu-
riosament, doncs, la braquistdcrona és la mateixa corba que va trobar Huygens
per a la tautdcrona, és a dir aquella sobre la qual un cos pesant oscil-la amb
periode independent de ’amplitud.

A continuacié, al mateix article, és ara Jakob qui llenca un repte al seu
germi i li proposa uns quants problemes del que ell anomena teoria de maxims i
minims. Arriba fins i tot a oferir-li alguns diners, provinents d’una font anénima,
per la seva solucid en el curs de I’any.

El primer problema demana de trobar la corba per la qual un cos pesant
ha de baixar sota I’accié de la gravetat i esmergant un temps minim per a anar
d’un punt A a una recta vertical que no passa per A.

Declara a continuacié que de la mateixa manera que ha resolt el problema
de Doligdcrona (braquistdcrona), es pot resoldre el mateix problema quan la
caiguda al llarg de la corba es fa en un medi de resisténcia variable.

Planteja llavors uns problemes isoperimétrics, esmenta els resultats de Ze-
nodor i Pappos a qué ja ens hem referit, i observa que no se’n té cap demostracid.

Es tracta de trobar d’entre totes las figures isoperimétriques sobre la base
comuna BN, aquella donada per la corba BF N que no es demana que contingui
P’area maxima, sind que ho faci la corba BZN, l'ordenada PZ de la qual és
proporcional a una poténcia o arrel del segment PF o de ’arc BF.

Amb aquest nou repte s’obre tot un periode de bescanvi de problemes i
solucions, que va conformant tot un métode i un cataleg d’exemples que d’alguna
manera culminen amb el Methodus Inveniend: d’Euler.
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El mes segiient Johann respon que no li ha costat res de resoldre els pro-
blemes i d’anar més enlla 1 proposa una solucié més general del problema isope-
rimétric del seu germa en qué PZ és una funcié arbitraria de PF. També diu
que pot trobar la corba de caiguda més rapida per a arribar no tan sols a una
vertical donada, sino a qualsevol corba. Envia les seves proves a Leibniz perqué

jutgi.
VA
| B < il N

F

Al Journal des Savants i publiquen un treball en qué déna la solucid, sense
proves, del problema isoperimétric del seu germd [Joh. 2| quan PZ és una
poténcia n de PF| perd no quan PZ depén de la longitud de I’arc BF. El prob-
lema d’arribar d’un punt a una vertical donada, el resol utilitzant un resultat
del seu article anterior, en qué veu que les corbes sincrones, és a dir aquelles
formades pels punts que es poden atényer en el mateix temps, seguint cicloides
des del punt A és normal a les cicloides.

/

La solucié és la cicloide que va al punt de tangéncia d’una sincrona amb
la vertical donada (o d’una altra corba, si aquest és el cas), i que per tant
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és, de totes les cicloides que comencen a A, aquella que arriba normalment
(perpendicularment) a la corba final, la que és solucié.

Després d’una abundosa correspondéncia, Jakob publica el 1700 a I’Acta
Eruditorum [Jak. 2| i amb més extensié el 1701 [Jak. 3] una analisi del problema
isoperimétric que ell mateix ha proposat.

En aquest darrer article, Jakob ataca els problemes permetent que variin
de posicié dos punts mentre la longitud de D’arc infinitesimal és constant, a
diferéncia del que s’havia fet fins a la data, que era tractar d’obtenir les condi-
cions diferencials en canviar només un punt.

Pel primer problema, on les ordenades de la corba sota la qual es maximitza
I’drea sén una funcié donada de les ordenades de la corba de longitud fixada, el
que Jakob fa és el segient:

|4
s S —T
R |
P =
/
B |F |G |C
A H| K| L| I T
y
xfg .
N Blilx
/ M X mlY
N, nZ
SO —alr

D~

Considera que ’arc BFGC es manté de longitud constant, quan £ i G varien
amunt o avall al llarg d’una vertical. D’aquestes condicions obté que

df  rst —qsu
dg - gsu — ptu

(vegeu [Gol. 1], p. 51-58 per a detalls).
Per posar aquesta condicié en termes de diferencials escriu

l=m=n=4dy, ,
s = dz, t=dz+d%z, u=dz+2d% +d°z
p=dxz, q=dz+d?*z, r=dz+2d% + d°z.

Aquestes expressions s’obtenen considerant els mateixos increments de y, dy,
entre els puntos considerats, i fent servir la semblanga de triangles quan els in-
crements sén molt petits. La figura segilient, que s’ha de complicar amb un altre
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punt per a obtenir la diferencial de tercer ordre, déna la clau de les expressions,
quan es desprecien els termes petits d’ordre superior.

dy

dz
dzv dy

dz
dz i
dzz d2$

Aqui d?z i d?2z sén els increments de dz i dz en passar d’un punt al segiient.
En termes de diferencials, resulta que I’expressié queda, despreciant els termes
d’ordre superior,

_df _ dz2?d’z + d2?d%z — du(d?s)?
dg dz?2d?z + 2dz(d%z)?

Aqui es veu clar per a qué es necessiten dos punts variables, F' i G, mentre es
mantenen fixes B i C, car només variant un punt no hi ha manera de mantenir
constant la longitud de ’arc BEC.

Considera ara la corba APV que té les ordenades determinades per la corba
“arbitraria” AN a partir de les ordenades de la corba ABC D, de manera que
MN sigui igual a HP. Es tracta de trobar d’entre totes les corbes ABCD que
tenen una longitud determinada i A i D fixats, aquella que fa que Parea sota
APV sigui la més gran possible.

En aquest punt utilitza el principi que tot subarc de APV ha de ser extrem,
és a dir, que si APV és la corba cercada, llavors en canviar infinitesimalment
un petit arc, no s’alternard Parea sota la corba. Si deixa fix el punt P, li
resulta doncs, en canviar R 1 S al llarg de la vertical, que [B + {F + IG s’ha de
mantenir constant (noteu que B, F'i G, ara representen les ordenades de P, R
i S, respectivament), que equival a dir que dF 4+ dG = 0. Com que F i G sén
donades per la mateixa funcié de grafica AN, resulta que

.

G(g) = F(f) + F'(f) df,ong = f + df.
Per tant la condicié queda F'(f)df + G'(g)dg =0, i d’aqui
PP
dg F'(f) '
Fent servir ara I’expressié per a df /dg obtinguda a partir de la condici6 isope-

rimétrica, queda

_df _ d2?d%z +d2?d%s — daz(d®’s)®  h+dh
dg dz2d?z + 2dz(d2z)? T R
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on s’ha pres h = aF'(F), que s’iguala a af'(z), el canviar f per z, essent a
arbitraria.

El tractament d’aquesta equacié és complicat, i el que fa Jakob és uti-
litzar anilisi dimensional (la llei d’homogeneitat) i comparar amb equacions
amb parametres, per a obtenir ’equacié

dz [, (dz\? _ 1
dy? dy) = a2’

dz  *£1
dy b—p
on p és la funcié de =z donada per la corba AN, i b és una constant d’integracid.

Pel segon problema, on les ordenades de la funcié sota la grafica de la qual
P’area es maximitza sén funcié de la longitud de I’arc sobre la corba fixada, Jakob
troba d’una manera semblant I’equacié diferencial de la corba maximitzadora.

Finalment, Jakob Bernoulliresol en aquest article el problema de la catenaria,
que també havia estat esmentat juntament amb els altres al repte al seu germa.
Es tracta de trobar la forma d’una corba de longitud donada (cadena pesant),
que tingui el centre de gravetat el més baix possible quan el seus extrems es-
tan fixats. Per resoldre’l torna a considerar la mateixa figura, perd ara, per
comptes de moure F' i G al llarg d’una vertical, els mou de manera de mantenir
les distancies BF, FG i1 GZ constants. Obté d’aquesta manera una condicié
isoperimétrica semblant a la que ha fet servir als problemes anteriors. Ara con-
sidera el pes de la corba proporcional a la longitud. Pren el moment de la massa
respecte a l'eix AT i fa que la variacié (és a dir la diferencial) d’aquesta quan-
titat sigui zero quan altera localment isoperimétricament la corba. A partir
d’aixd arriba, utilitzant técniques semblants a les que ha fet servir en els casos
anteriors, a ’equacié diferencial de la catenaria.

L’article de Jakob és dificil de llegir i representa un salt en la complicacié dels
problemes de matematiques. Manca en ell la claredat que ara exigiriem en la
utilitzacié del calcul infinitesimali en el tractament de les equacions diferencials.
Obre, perd, les portes a la resolucié dels problemes isoperimétrics. El seu germa
Johann adopta el seu métode, i el 1718 publica un article, [Joh. 3], on torna
a considerar els problemes de ’article del seu germa que acabem de repassar.
Ho fa d’una manera bastant més simplificada, encara que no tant com el titol
suggereix. Troba les relacions diferencials degudes a la conservacié de la longitud
movent dos punts de la corba, d’'una manera més rapida que Johann, pero ve a
obtenir el mateix. Té en compte les condicions de fer la corba extremal com ja
de costum: fent zero la variacié de I’area en variar la corba, en despreciar termes
d’ordre superior de petitesa. Obté aixi, de nou, les equacions diferencials, tant
per als problemes en qué la corba que tanca ’drea maxima té les ordenades com
en funcié de la longitud de ’drea d’aquesta. De la mateixa manera, 1 com son
germa, resol el problema de la cateniria.

d’on troba que
a? — (b - p)z)
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Aquest article conté també, al final, el que Johann anomena el seu meétode
directe per a la resolucié del problema de la braquistdocrona. Segons Johann,
Ja el tenia quan va publicar el métode que ell anomena indirecte el 1697, fent
servir el principi de Fermat. A més resulta que aquest metode déna la primera
demostracié d’una condicid suficient a ’incipient calcul de variacions. Amb les
propies paraules de Johann:

“.. aquest métode també em dona una demostracid sintética que
amb facilitat extraordindria © agradable mostra que aquesta cicloide
és efectivament la corba desitjada de descens més rapid”.

El que fa Johann és considerar la figura segiient:

B

Considera AB la linia de caiguda de la particula i pren un punt M sobre
ella. Pren llavors M K, el radi de curvatura en aquest punt. Cerca ara en quina
raé es troben els segments M N i NK quan el temps esmergat en la caiguda al
llarg dels arcs concéntrics M m, Cc del mateix angle (petit) és minim, sempre
considerant que la caiguda ha comengat al punt A. Si r és la raé de MD a
MN,islade Mm a MK (aquesta infinitesimal), resulta que MR = s(a + z),
ona = NK iz = MN. Considerant ara que la velocitat al punt inicial de
Parc és proporcional a 1’arrel quadrada del desnivell respecte de A i que I’arc
és recorregut amb aquesta velocitat, obté que ha d’escollir z de manera de
minimitzar el temps que la particula triga a recérrer 1’arc, que és proporcional

: n(z + a)

vm-/z
Si derivem respecte de z i igualem a zero, obtenim que la condicid és z = a.

Ara bé, la corba que té la propietat que el radi de curvatura és bisectat per la
horitzontal AL és precisament la cicloide que passa per A i B, generada per un
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punt d’un cercle que rodola sense lliscar sobre AL, com ja era conegut a partir
de Pestudi de la cicloide que fa Huygens el 1673 al Horologium Oscillatorium.
Fins ara només ha provat que, de tots els arcs concéntrics subtendint el mateix
angle petit, aquell que té el radi de curvatura com el de la cicloide és el que
minimitza el temps de caiguda al llarg d’ell, perd d’aqui no sembla clar que,
globalment, la cicloide minimitzi. Passa ara a comparar el temps de caiguda al
llarg de la cicloide AMB i d’altres corbes ACB unint A i B (en dibuixa dos
exemples, I'un per dins i altre per fora).

Considera una altra vegada ’angle amb centre K que subtendeix I’arc Mm, i
que talla ’arc Cc de la corba ACB. (c no és necessiriament e, que dista de K el
mateix que C). Traga ara CG vertical, amb G a AL, i pren paral-leles GI a DK.
Troba la interseccié H de DK amb aquestes rectes (o llurs prolongacions). Pren
ara F' de manera que MD/CH = CH/CF. Com que MN = NK, tenim que
CN = NI. D’altrabanda CN?+NK? > 2CN-NK,iper tant CK? > CI-MK.
També MK/CK = CH/C, CK/CI = CH/CG. Per tant CH/CF < CH/CG
id’aqui CG < CF.

Ara veu que el temps de caiguda al llarg de Mm és més curt que al llarg
de Cc d’una manera explicita (encara que ja ho ha demostrat abans en calcular
la z que minimitzava, perd ara ho fa sense arguments d’infinitesimals). Per a
fer-ho veu que la relacié dels temps Mm/vMD i Ce/v/CG val VCG/VCF,
que val menys que 1. Explica ara Johann que el temps és encara més gran al
llarg de Ce¢, perqué és la hipotenusa del triangle Cec. Per tant el temps al llarg
de la cicloide és el minim.

Després d’aquests treballs hi ha un periode en que no es fan grans avengos
en el calcul de variacions. Els problemes que es plantegen sén massa dificils,
1 necessiten un cert periode de gestacié. Trobem en treball de Brook Taylor
[Tay. 1] on tracta els mateixos problemes isoperimétrics tractats pels Bernoulli,
perd amb una notacié diferent, que després seria adoptada parcialment per
Euler. Per altra banda, Jakob Hermann, que havia estat un deixeble de Jakob
Bernoulli a Basel, va el 1727 a Petersburg, on hi ha Leonhard Euler, i creu
resoldre un problema que aquest darrer havia considerat ’any anterios: el de
la braquistocrona en un medi resistent. Resulta, perd, que la solucié no és
correcta, com li escriu el mateix Euler el 1731 al tornar Hermann a Basel. El
mateix Euler es pren llavors un gran interés en el problema i de fet, en tota una
série de problemes en el que afegeix condicions col-laterals a 1’expressié que la
corba ha de minimitzar.

Aquest interés d’Euler culmina, al cap d’un treball que va del 1932 fins
al 1943, en el seu famés Methodus Inveniendi Lineas Curvas ... [Eul. 1]. En
aquest tractat el calcul de variacions esdevé metddic i es ddna una gran quantitat
d’exemples d’aplicacié d’aquests métodes.

El procés de gestacié del Methodus no és senzill. Abans de tenir-lo en-
llestit, Euler escriu dos treballs, 'un el 1932 [Eul. 2] i Paltre el 1941 [Eul. 3],
que sén publicats pocs anys més tard. En aquests treballs Euler es proposa
molts problemes nous on apareixen, a més de les condicions isoperimétriques,
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les condicions col-laterals esmentades abans, és a dir, que I’expressié integral
que s’ha de minimitzar conté variables que sén al seu torn expressions integrals
(com la longitud a partir d’un extrem), o inclus solucions implicites d’equacions
diferencials. Resulta, perd, que la majoria dels resultats d’aquests treballs no
sén verdaders, perqué no s’havia tingut compte de controlar les variacions de
les corbes de manera de conservar la seva longitud total. Al final del segon
treball s’adona del seu error i, sense ni tan sols eliminar els errors del que ja
estava escrit, torna a considerar un dels problemes anteriors, perd ara correcta-
ment. Per més detalls sobre aquestes questions recomenem llegir la introduccié
de Carathéodory a I’Opera Omnia d’Euler [Car. 1].

El Methodus té sis capitols i dos additaments. En els primers dos capitols
tracta de trobar corbes y(z) de manera que minimitzin expressions de la forma
J = f: Z(z,y,y',y", - - -)dz. Substituint la corba per una poligonal, és a dir,
considerant els valors de y,y’, etc. en un nombre discret de punts, fent variar
P'ordenada d’un dels punts i igualant els increments petits amb les diferencials
en primera aproximacid, arriba a la seva ben coneguda condicié necessaria:
I’equacié d’Euler

si considerem que Z depén de z,y,p = y',q = p' i r = ¢', per exemple, de
manera de tenir

dZ = Mdz + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr.

En el Capitol III és on considera el cas de condicions col-laterals, en qué
Z depén també d’una expressié integral de I’estil f: 9(z, v, v, y", - -)dz. Amb
aix6 pot tractar el cas en que Z depén de la longitud de la corba, que correspon
a Pexpressié s(z) = f: V1+y2dz. A aquest capitol resdl el problema de la
braquistdcrona en medi de resisténcia variable.

Al Capitol IV considera el paper que juguen les coordenades escollides i
en particular considera problemes en coordenades polars i estudia condicions
d’invaridncia de les equacions.

El Capitol V és dedicat als problemes isoperimétrics, on, seguint el métode de
Jakob Bernouilli, ha de variar les coordenades de dos punts, per tal de respectar
la invariancia de la longitud. Al Capitol VI segueix estudiant els problemes
isoperimétrics, perd ara amb més condicions donades per integrals que han de
romandre constants. Es troba, perd, amb dificultats, i les demostracions no sén
correctes.

El Methodus és acompanyat de dos additaments, el primer tracta sobre la
forma que pren una barra elastica sota la accié de les forces que actuen sobre
ella. Es un magnific exemple de aplicacié dels seus métodes: seguint una
suggeréncia de Daniel Bernoulli troba la corba que minimitza ’energia potencial,
que és donada per una integral on entra el radi de curvatura de la corba. Per
més detalls sobre aquest additament es pot veure [Per. 1].
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Per tltim I’Additamentum II conté la primera versié del principi de minima
accid, atribuit a Maupertui’s, perd que segons Carathéodory és atribuible a
Euler.

No podem entrar en detalls sobre els aspectes técnics de ’obra d’Euler.
Referim el lector interessat a les diferentes versions del Methodus, el qual, perd,
només es troba complet en la versié llatina original. Un resum es troba a [Gol. 1].
En aquests moments la Universitat Autonoma de Barcelona, n’estd preparant
ara una traduccié comentada, a carrec del prof. Albert Dou.

Els métodes d’Euler sén essencialment els mateixos métodes “geométrics”
de Newton i els Bernoulli: encara es divideixen les abscises en trossos petits, i,
basant-se en els dibuixos es troben les diferents relacions entre les diferencials
que ens forniran ’equacié que la corba ha de complir.

L’any 1755 Ludovico de La Grange Tournier va conseguir despullar el cilcul
de variacions del seu embalum geométric i va obtenir una teoria analitica. Per
aixd va introduir el concepte de “variacié ” d’una funcié, que és una mena de
diferencial, perd actuant directament en les funcions. Es tracta del principi de
I’analisi funcional: una funcié és un punt d’un espai, que es pot variar sumant-li
quantitats petites, que en aquest cas sén funcions.

No podem entrar en els detalls del treball de Lagrange, que ja s’assembla
forga a la presentacid del cilcul de variacions que trobem en els textos universi-
taris d’avui. Diguem perd que Euler, impresionat, bateja amb el nom de “calcul
de variacions” la ciéncia naixent.
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