Invitacio a les equacions funcionals®

CLAUDI ALSINA I CATALA **

La Matematica viu avui un moment de plenitud. Les nombroses branques en
qué la disciplina s’ha subdividit i ’enorme impuls donat a la recerca en les darreres
décades, fa que avui nombroses teories matematiques hagin anat adquirint llur per-
sonalitat propia quant a metodologies, resultats i modelitzacions. La Teoria
d’Equacions Funcionals es troba en aquest cas.

Si mirem la classificacio que I’American Mathematical Society fa dels diver-
sos camps matematics trobarem un apartat especific (39B) dedicat a Equacions
Funcionals, el qual es troba subdividit en 9 subapartats. Malgrat que el qualifica-
tiu Equacié Funcional podria semblar englobar tot tipus d’equacions on les incog-
nites fossin funcions, avui sols es consideren dintre de la teoria certs tipus d’equa-
cions on, per dir-ho breument, no intervenen, entre d’altres coses, derivades de les
funcions incognites o operadors o integrals... Aixi per exemple les Teories d’Equa-
cions Diferencials Ordinaries i Parcials tenen llur personalitat propia i es conside-
ren al marge. B

Aquestes pagines les voldriem dedicar, fent honor al titol, a una invitacio a la
Teoria d’Equacions Funcionals, és a dir, a donar una idea d’alguns trets historics i

actuals.

1. QUE ES UNA EQUACIO FUNCIONAL?

Considerem d’entrada ’equacio més classica, dita de Cauchy:
fx +y) =fx) + Ap).

* Conferéncia pronunciada el 12 de febrer del 1987 ala Societat Catalana de Matematiques.
**Departament de Matematiques i Estadistica. E.T.S.A.B. Universitat Politénica de Cata-

lunya.
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Hi ha dues variables lliures x, y.que poden variar en un cert domini, una operacio +
coneguda i una funcio incognita f que cal trobar.

Precisant més, prendrem com atermes: les variables independents x,, ..., x, i les
expressions deltipus F(T, ..., T,,} on F és una funcio de m variablesiT,, ..., T, sén
termes. Aquests seran els unics termes de la teoria. Aleshores una equacio funcio-
nal sera una igualtat entre dos termes, del tipus 4, = B, on hi poden apareixer unes
variables independents x,, ..., x,, unes funcions conegudes g,, ..., g, i unes funcions
incognites f, ..., f,, ambm = 1. Trobar la solucio general sera determinar fotes les
funcions incognites que satisfan I’equacio i els requeriments addicionals que s’ha-
gin explicitat, i resoldre ’equacié vol dir, per descomptat, determinar la solucid

general.

2. UNA BREU SINTESI HISTORICA

Les equacions funcionals estan lligades al desenvolupament del concepte mo-
dern de funcié i als processos de resolucio que caracteritzen determinades families
de funcions solucio. Hom no pot considerar pas dintre la teoria I’analisi de propie-
tats especifiques d’unes funcions donades, pero si les construccions de funcions a
partir d’una equacio.

Si bé trobem uns primers exemples de descriure certes funcions via una equa-
cio en Oresme (1347)1ien Galileu (1638), el primer cas més remarcable és la cons-
truccio efectiva de la funcio logaritme (Biirgi, Briggs, Napier, cap al 1620) a partir
de la propietat fix - y) =Ax) + Ay). En 1647 Saint-Vincent va reconéixer que la
integral de 1/x satisfa, de fet, una propietat equivalent i aixo va permetre a de Sa-
rasa (1649) deduir que la dita integral debia ser igual al logaritme, a menys d’'una
constant multiplicativa.

El segiient pas fonamental fou la formulacio del calcul feta per Newton i Leib-
niz. Aixo va permetre considerar equacions, en especial diferencials, pero també
. descriure en termes d’equacions sense derivades certs tipus de funcions com les tri-
gonomeétriques (Euler, 1748) o les hiperboliques (Lambert, 1770).

. Aixi Euler va reduir g{x + g(x)g'(x))? = g(x)*(1 + g'(x)*) a fix + fAAx)) =
= f{x) mitjangant el canvif{x) = g'(x)g(x) i també varesoldre (1755) ’equacio que
avui porta el seu nom:

ﬂxyh -xy29 Lad] xyn) = x"ﬂ)’u ey yn)'

D’altres equacions importants (resoltes quasi sempre per métodes diferencials)
vingueren motivades per problemes fisics, on era especialment rellevant determi-
nar totes les solucions possibles. El problema de compondre forces fou estimulant.
Aixi D’Alembert (1769) resolgué diversos casos de ’equacio que avui porta el

seu nom
glx +y) +glx — y) = 2g(x)g(v),
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i Monge, Lagrange, Laplace també feren diverses aportacions al problema de «su-
mar forces» i el mateix D’Alembert també considera ’equacio

Sx +y) —Ax — y) = g(x)h(y)
lligada al problema de la corda vibrant.

La idea d’emprar equacions funcionals que tan bé havia anat en Fisica aviat es
veié important per a la propia Metamatica. El desenvolupament

Atxp=1+a+2&loy jelezDefazntl, .,

fou un punt crucial en I’Analisi dels segles X VIIIi XIX i mena a moltes giiestions que
avui ens semblen Obvies perd que en ’época resultaven complicades. Aixi Euler
(1774) demostra la validesa de la igualtat anterior per a exponents racionals & via
trobar la solucio de I’equacié

Aa + B) =Aa) - AP),
Lacroix, en el seu celebrat text de 1797, resolt, entre d’altres, ’equacio
Sx - y) =Ax) + )

en relacio a les séries de potéencies de a*. Després d’uns resultats de Legendre el
1791, el 1821 Cauchy fa unes contribucions rigoroses, originals i basiques a la téc-
nica de resoldre equacions funcionals. Cauchy resol equacions a partir dels con-
ceptes més simples que ell mateix ha rigoritzat (continuitat, limits, convergen-
cia...) sense necessitat d’entrar en diferenciabilitat. Amb les equacions, no sols
posa a proba el poder i la facil utilitzacio de les seves definicions, sin6 que a la
vegada rigoritza d’altres qilestions matematiques. Les, avui classiques, equacions

de Cauchy son:
fx +y)=fx) tAy), Ax+y)=[Np),

fxy) =fx) + ), Axy) = AxY).

Aviat fou evident que aquestes equacions eren un utillatge essencial en la reso-
lucié d’altres equacions, que amb canvis apropiats podien reduir-se a aquelles
(aixo ja ho nota Gauss el 1809 abans que el propi Cauchy publiqués el seu llibre).

La resolucio de la primera equacié de Cauchy sota hipotesis més febles que la
continuitat ha estat d’enca el 1821 un camp d’enorme interés donat el paper que
I’equacio juga en tants problemes diferents. Per exemple, Darboux la varesoldre en
1875 suposant continuitat en un punt o monotonia o afitacio en uninterval; Fréchet
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(1913), Sierpinski (1920) i Banach (1920) usaren hipotesis de mesurabilitat;
Steinhaus (1920), amb afitacio en un conjunt de mesura positiva, etc.

En 1905, Hamel va construir via I’axioma de I’eleccié una base per als nom-
bres reals sobre els racionals. Ho feu expressament per aresoldre en general ’equa-
cio de Cauchy, incloent també totes les possibles solucions discontinues, i de fet
deixa una base que ha servit en molts d’altres problemes de la Matematica.

També ’equacio de Cauchy ha motivat I’estudi en dominis restringits (equa-
cions condicionals). Un bon exemple seria I'estudi de ’equacié Amn) = fim) +
+ f{n) per a funcions /:N — R, suposant m in naturals primers entre si o el cas de

Sx +y) - fx +yp) —Ax) —fy) = 0.

Capal 1832 Bolyaiiel 1837 Lobachevskii empraren equacions funcionals enrela-
cio a problemes en geometria no euclidiana i en 1815 Babbage formula I’equacio
del tipus f° f= g ong és coneguda ifés incognita, i entre 18231 1827 el genial Abel
publica tres articles fonamentals. En el primer va descriure un métode general per a
resolucions via diferenciacio, en el segon va donar la solucio diferenciable de
I’equacio funcional de I’associativitat, i en el tercer resolgué una equacioé amb tres
funcions incognites.

Weierstrass empra equacions per a fonamentar la teoria de funcions el-lipti-
ques i, en 1900, al presentar els seus famosos problemes, Hilbert feu dues referén-
cies explicites a les equacions funcionals en els seus 5.¢ 1 13.¢ problemes. Enel 5.¢
remarca la conveniéncia de resoldre equacions sense hipotesis de diferenciabilitat
per ser aquesta suposicioé teécnica artificial a alguns problemes modelitzats per
I'equacio. En el 13.¢, Hilbert conjectura que no tota funcid continua de variables
reals podria ser obtinguda per «superposicié» de funcions d’'una variable (conjectu-
ra que resulta ser falsa pero no fou resolta fins el 1963 per Arnold i Kolmogorov).

A principis de segle, Schweitzer publica un gran nombre de resultats entre 1911
11920 id’enga aquella época la teoria comenga a perfilar-se com atal, és a dir, una
teoria matematica amb métodes propis de resolucio, amb una forma peculiar de
classificar llurs equacions i d’oferir models funcionals tils. S’han publicat milers
d’articles i alguns llibres, Es deuen a J. Aczél no sols alguns dels resultats més bri-
llants d’aquest segle sind també la capacitat d’haver fet un lideratge capag d’agluti-
nar entorn seu els especialistes del camp i haver publicat els tractats basics sistema-

titzadors (vegeu bibliografia).

3. TIPUS D’EQUACIONS, METODES I ESTUDIS
Les equacions funcionals (i per tant la propia teoria) admeten diverses classifi-

cacions. En general hom distingeix entre equacions on hi ha una sola variable (per
exemple x?) = af{x) + b) o diverses variables (f (x + y) = fix) + Ay)). A l'en-
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sens hom fila més prim i especifica en cada un dels dos casos anteriors els tipus de
funcions incognites segons llurs dominis: funcions reals, funcions complexes, fun-
cions vectorials o matricials, etc., i, si és precis (quan el domini i imatge no coinci-
deixen), cal distingir el tipus de conjunt imatge de la funcié. Hom classifica a part
les equacions de diferencies, les d’iteracio i les definides per funcions implicites,
pero s’exclouen les d’operadors, les diferencials, les integrals, les integrodiferen-
cials, les d’optimizacio en programacio dinamica, etc.

Enlestaules 1 y 2 donem a tall d’exemple algunes equacions de reconegut pres-
tigi i llurs solucions sota hipotesis de forta regularitat. En la taula 1 veurem equa-
cions per a funcions d’una variable i en la taula 2 veurem casos de funcions de va-
ries variables, perd en ambdos casos intervenen diverses variables en les equacions.

EQUACIO FUNCIONAL SoLucio
fx + y) = fx) + ) Ax)=a - x
Sfix +y)y=fx) - ) Ax) =
Axy) = flx) + Ap) fAxy=alnx
Sxp) = fix) - fy) fx) =
f(x;:y) =f(x);'ﬂy) Ax)=ax + b
fix + ) = L2 fo) = tan ax
fix + y) =L)j‘(x){(l—yf)(y_) 1 Ax) = cot ax
N :
Sx +y)=%)f—(y% flx) = ¢ tanh ax
_Sx) ) _c
) = e F 1) i
_Sx) + Ay) + 2/x)Ay) __ &
AR By 757 79 =1 =
Taula 1.
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EQUACIO FUNCIONAL SoLucio

S+ 9) A = p) = 20) + 1) Ax) ax?
fx +y) + Ax — y) = 2fx) Ax)=cx+a
fx +3) + fix = ) = AN) o Z ot o
SfIx) = ax
Ax ) fx —y) =Axy — foy Ax) = a sen bx
[(x) = g senh bx
e = 3) =Fef) + gx)g () T
fe+ )=o) - @ ) = ae
fx + 3) = ) + A9) + M) fy=e—1
a - AVTFF) = fS) f=a- e
fox 4y + axy) = ) - ) Ax)=(1 + axy
SIEFT) = ) + 1) fx) =

Taula 1 (continuacio).

Els métodes de resolucio més basics i caracteristics son els d’aillament directe
de la funcio incognita, el de canvi de variables i reduccié a un altre tipus, el d’exten-
si0 a dominis més amplis, el d’iteracié de la propia equacio o de llurs solucions, el
de determinacio de solucions en subconjunts densos i extensio per continuitat, i el
d’induccio per dimensions dels dominis, etc. Sols en casos extrems s’afegeixen hi-
potesis addicionals i hom recorre a d’altres teories com la d’equacions diferencials
ordinaries o parcials. En la tria del métode més convenient a usar hi ha un cert art i
sovint cal idear nous meétodes, el que possibilita el creixement de la teoria (i ’'emo-
cio dels investigadors implicats).

Genéricament, els tipus d’estudis que es fan sobre una equacio podriem dir que
son: llur resolucio total trobant les solucions més generals possibles, veure com les
solucions varien en canviar les hipotesis de regularitat, estudi de les dues inequa-
cions inherents a tota equacio, estudi de I’estabilitat de les equacions, etc.
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Tipus D’EQUACIO

TiPUS DE SOLUCIO

Cauchy: F(x +y,z + 1) =F(x, z) + F(», 1)

F(x, ) =ax + by

Sincov: F(x, y) + F(y, z) = F(x, z)

F(x. y) = fiy) — Ax)

Euler: F(xz, yz) = zZ*F(x, y), k # 0

Ve, x=0#y,

x*f(%),x;éo,
F(x,y)={
0 ,x=ypy=0.

Trasllacié: F(x +z,y +tz)=F (x, y) +z

Flx, y)=x +fly — x)

Mitjanaponderada: F(x + ¢,y + ) = F(x, y) + ¢

F(xu, yu)y = F(x, y)Ju, u # 0

+b
Fo ) =gy

Composicio: F(F(x, u), v) = F(x, u + v)

F(x, y) = fif'(x) + )

Associativitat: F(F(x, y), z) = F(x, f{y, £))

Fx, y) = ') + /)

Transitivitat:  F(F(x, z), F(y, z)) = F(x, y)

Fx, y) 1) = 0)

F(x, y) = F(y, x)

Bisimetria: F(F(x, y), F(u, v)) = F(F(x, u), F(y, v))}
F(x, x)=x ~

Fex, y) =7 (221 A0))

Autodistributiva: F (x, F(y, z)) = F(F(x, y), F(x, t))}
F(F(x, ), z) = F(F(x, z), F(, z))

Flxy) =,1((1 —gfx) +
+qfly), 0< g <1

Interes: F(x +p, 1) = F()-c, 1)+ F(y, t)}
F(x, t + u)=F(F(x, 1), u)

Flx, p)=x ' ¢q

Taula 2.
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4. APLICACIONS DE LES EQUACIONS FUNCIONALS

La teoria d’equacions funcionals ha fet aportacions notables a totes les altres
branques de la matematica. Es freqiient que I’estudi d’un determinat concepte meni
a la resolucio d’una equacio funcional i per aixo hom troba avui dintre I’extensa bi-
bliografia de la teoria, molts articles on I’autor resol una equacio, o diverses, a ni-
vell d’artilleria per a poder avancgar en ’estudi del seu problema concret. Vet aci
que aixo tambeé ha fet possible I’aparicio de conceptes matematics nous, d’amplia
aplicabilitat, que en el seu origen foren exclusivament motivats per la resolucié
d’una equacio funcional concreta. Cal dir també que en determinades ocasions la
teoria d’equacions funcionals ha aportat tal quantitat de resultats a una disciplina
matematica, que ha generat, per si sola, una subdisciplina amb caracteristiques
propies. Aquest és el cas, per exemple, de les equacions relacionades amb normes
derivables de productes escalars: I’estudi d’espais de Banach que son de Hilbert o
les caracteritzacions-de relacions d’ortogonalitat en espais normats o d’aplica-
cions ortogonalment additives... son subdisciplines amb un allau increible de resul-
tats i entorn de les quals hi ha especialistes, congressos i tractats.

Fem referéncia ara a les aplicacions de la teoria fora de I’ambit estrictament
matematic. Les contribucions més notables han tingut lloc en la Fisica, I'Eco-
nomia, la teoria de mesures de la Informacio, les Ciéncies Socials i del Comporta-
ment, la teoria de la Decisi6 i el Consens, etc. Com a tret fonamental destacariem el
fet que la teoria permet caracteritzar quines funcions satisfan unes determinades
condicions que venen delimitades pel propi model aplicat. Per aixo s’han donat
aportacions substancials en I’elaboracio de «parametres» indicadors o «mesures»
de determinats conceptes. I és que, sovint, el propi concepte aplicat no queda niti-
dament establert fins que s’han formulat Ilurs possibles mesures o parametres.
L’exemple més frapant podria ser el d’informacio (vegi’s [3]) o el d’indexs de
preus (vegi’s [8]).

5. ELS GRUPS DE RECERCA, AVUI

Els matematics dedicats amb certa exclusivitat a la teoria d’equacions funcio-
nals s6n avui un centenar. Els grups més grans de recerca es troben actualment a les
Universitats de Waterloo (Canada), de Debrecen (Hongria) i de Katowice (Polo-
nia) isota el lideratge del Professor Janos Aczél s’han celebrat, anyalment, els «In-
ternational Symposium on Functional Equations» que enguany arriven a la seva
25.2 edici6. Aquests congressos han estat fonamentals per al progrés i sistematit-
zacio de la teoria i han fet possible que la comunitat mundial d’experts sobre el
tema tingui un canal privilegiat de bescanvi d’idees i resultats. Cal remarcar que el
26.& simposi tindra lloc per primera vegada a Catalunya el proper abril de 1988 a
Sant Feliu de Guixols.
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A nivell de publicacions, i deixant de banda els tractats basics que es citen enla
bibliografia, cal dir que existeixen algunes revistes especialitzades sobre el tema,
essent les cabdals «Aequationes Mathematicae» de Canada i «Publicationes Ma-
thematicae» de Debrecen d’Hongria. Si bé la publicacié d’articles entorn d’equa-
cions funcionals també es troba en la quasi totalitat de revistes matematiques
d’arreu, tan generals com especialitzades.

Entre les aportacions dels darrers anys cal citar les de: J. Aczél, J. A. Baker,
B. Forte, M. A. Mckiernan, Pl. Kannappan, C. T. Ng, T. Davisoni M. A. Taylor
de Canada; B. Schweizer, A. Sklar, M. J. Frank, R. Bellman i J. H. B. Kemper-
man d’Estats Units; Z. Daroczy, 1. Fenyo, Gy Maksa, L. Losonczi, E. Viricze i
M. Hosszii d’Hongria; M. Kuczma, B. Choczewski, R. Ger, S. Golap, K. Baron,
i J. Tabor de Polonia; A. Climescu, M. Ghermanescu i F. Rado de Romania;
V. 1. Arnol’d i G. N. Sakovic en I’Unié6 Soviética; S. Kurepa i D. S. Mitrinovic de
Tugoslavia; F. Neuman de Txecoslovaquia; W. Benz, W. Eichhorn, H. M. Kai-
ries, Gy. Targonski, W. Walter d’Alemanya; A. Ostrowski i J. Ritz de Suissa;
L. Paganoni i G. Forti d’Italia; J. Kampé de Fériet i J. Dhombres de Franga;
L. Reich i J. Schwaiger d’Austria i, modestament, C. Alsina a Catalunya.
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