La conjectura de Bieberbach®

JULIA CUFI **

Es ben coneguda la importancia que té tant a les matematiques pures com a les
aplicades, el teorema de Riemann sobre la representacid conforme d’un domini
simplement connex sobre el disc. Aquest teorema no solament redueix molts pro-
blemes sobre un domini pla al cas del disc sino que és una eina molt potent a I’hora
de construir funcions analitiques amb propietats geomeétriques més o menys prefi-
xades. Per utilitzar aquest instrument és convenient tenir informacié sobre larepre-
sentacio conforme d’un domini en el disc. Alguns resultats donen informacioé sobre
el comportament de la funcio a la frontera; d’altres relacionen la representacié con-
forme amb certs problemes extremals com és el cas de la conjectura de Bieberbach.

Per tal de formular-la considerem la classe S (slicht) de les funcions fholomor-
fes i univalents en el disc unitat ) amb la condicio de normalitzacio f{0) = 0,

f(0) = 1. Es tracta doncs, gairebé, de la forma general d’una representacio

conforme del disc en un altre domini pla i d’acord amb el teorema de Riemann la
majoria de resultats sobre teoremes geometrics de la classe S es traslladen a resul-
tats sobre funcions univalents a un domini simplement connex la frontera del quals
tingui més d’un punt.

Cada funcio f de la classe S té un desenvolupament de Taylor

fAz)y=z+az*+ ... +az + .. Izl < 1

i una funcio tipica de .S és’la funcio de Koebe:

k(z) :(T—_‘-ZZ—) =z 422+ 3+ oz

que aplica el disc D a tot el pla menys (—, —1/4].

* Conferencia feta a la Societat Catalana de Ciéencies, Seccio de Matematiques, el 13 de marg

del 1986.
*#* Departament de Matematiques de la Universitat Autonoma de Barcelona.
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La classe S és invariant en front de certes transformacions. Per exemple si
feS8, gz) = /flz*) és una funcié senar de la classe S.

Enefecte, siposemflz) =z +a,z>+.., flz})=z'taz* + . =22(1 +a,z* +
+ a.z* + ...) i el paréntesi és una funcié sense zeros perqué f només s‘anul-la al 0 i

/ 2
ﬂzz ) té una arrel quadradag(z) = _f;z_) que sera parella[g(z)* =g(—z) =g(z)=

=g(—z)og(z)= —g(—z) ¥ z,perog(0)=1]. Aixilafuncio h(z) =/ f(z}) =z - g(z)
és senariinjectiva [A(z,) = h(z,)=> Az}) =fz}) =z} =2} =z =t z, perosiz, =
==z,¢é h(z,) = h(z,) = —h(z,) > h(z,)=0iz, =0iz, =2z,].

La teoria de les funcions de la classe S comenga el 1904 quan Koebe prova que
S és una familia normal. Aixo dona sup bJ = ¢, per als coeficients de qualsevol fun-
cid de S. El mateix Koebe prova el primer teorema de distorsio i també el fet que la
imatge de D per qualsevol funcio de S conté un disc de radi fix £ > 0. E11916 Bie-
berbach va establir el valor 1/4 per ala constant de Koebe i fent servir el teorema de
I'area, degut a Gronwall, prova que b2| < 2 junt amb versions fines dels teoremes de
distorsid, i de recobriment de Koebe. De fet es veu facilment que ameés bzf < 2 tret

del cas que f'sigui una rotacio de la funcio de Koebe flz) = (1 e,f, ) Bieberbach

utilitzava la notacio k, = supl|a,|: classe S} i havent provat que k, = 2 suggereix
com una tentacié a peu de pagina del seu article «Das k, = n zeigt das Beispiel
Znzr. Vielleichtist iberhauptk, = n» («Quek, > n ho mostra ’exemple Znz". Pot-
ser és de totes formes k, = n»).

Aquest és 'origen de la famosa conjectura:

VAz) =3, az, delaclasse S ésia. |< n,iia. 1< n tret quefsigui una rotacio

n=1
de la funcio de Koebe.
La resposta afirmativa I’ha donada Louis de Branges el mes de maig del 1984.

Els intents de solucid de la conjectura de Bieberbach han empés el desenvolupa-
ment de diferents meétodes i resultats de la teoria de funcions univalents al llarg de
quasi 70 anys. Encara poc abans de la solucio, P. Duren publica un llibre de 440 pa-
gines el proleg del qual confessa que té com a objectiu les diverses solucions par-
cials de la conjectura de Bieberbach. De fet, de Branges prova una forma més forta
de la conjectura que fou formulada per Rogosinski el 1943.

Sig(z) = 2 bz il g| <| f | on f és una funcio subordinada a una funcié de la
n=1

classe S, llavors lb,, < n.

Repassant una mica la historia trobem que:

E11920, Nevanlinna demostra la conjectura per a les funcions f de la classe S*
S* = {f S : fAD) és estrellat respecte un punt}.

E11923 Léwner demostrala,| < 3 ité interes sobre tot el seu métode el qual in-
trodueix un sistema uniparameétric de representacions conformes que compleixen
una certa equacio diferencial:
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SiJ ésun arc de Jordan Z(7),0 <t < = iperat > 0¢ésJ 'arct < v < <, si-
gui f la representacio conforme de D a C — J,.

En primer Iloc és interessant ¢l fet (facil de demostrar) que tota funcio de la
classe S es pot aproximar uniformement sobre compactes per representacions
conformes de DD sobre el pla amb talls de Jordan i és suficient demostrar Bieber-
bach per a aquestes representacions.

Amb una parametritzacié adequada es compleix

1+
2 = X T @ onx 10, %)~ Cox = 1.

i el problema es converteix en un problema de control optim.

El 1925 Littlewood prova que ¢, < e - n.

El 1931 Rogosinski, Dieudonné i Szasz proven la desigualtat a,., —a, <2
que implica la conjectura de Bieberbach per a les funcions tipicament reals. (ftip.
real si a, € R que vol dir que flz) € R<> z € R).

Hem observat abans que sif« S, la funcié k(z) =\ Az’) és una funci6 senar de
laclasse S. El1 1936 Robertson conjecturaquesihi(z)=z +c¢,z° +¢z° + ... ésuna
funcio senar de classe S, llavors

m
S ocu =<m, m=12..
k=1

La conjectura de Bieberbach és una consequéncia d’aquesta doncs (f{z) = 2 a,z")
fey=z2+ a8 +az+ . =h(z) =(z +tczP ez’ + ) déna !

a, = CiCyy F iy T ooy
; < 2\12 < 172
| : - 2
a, = (2 Copy ! ) (2 Cot ) =n
k=1 k=1

Després Schiffer, Schaeffer i Spencer van desenvolupar el métode racional a la
vista que ¢l de Lowner no servia per a n > 3. Considerant la funcién f que
maximitza Re a, resulta que Jf{/1)) esta limitat per les trajectories de diferencials
quadratiques i llavors es pot aplicar la idea de longitud extremal. El métode no és
perd suficient per a provar que a, < 3 pero Garabedian i Schiffer aconseguiren
provar la .| < 4, mitjangant nombroses acotacions numeriques.

Pederson i Ozawa (1967-68) provaren | as < 6 i una modificacio molt engi-
nyosa de la seva demostracio (desigualtat de Grunsky) va permetre a Garabedian,
Pederson i Schiffer provar el 1972 que a, < 5.

Altres métodes havien estat utilitzats per demostrar la conjectura de Bie-
berbach per a valors grans de n. Per exemple, Hayman havia vist que ‘a"’ <
<n, Yn=ny(f) i FitzGerald prova a, < 1.081n vniHorowitz a, < 1.0657 n.
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La Conjectura de Bieberbach asimptotica, més feble que la de Bieberbach diu

que
k

Iim—2=1
n—w R

(Hayman havia provat que lim % existeix.)
n— o

El 1965 Milin havia provatla, < 1.243 n (pitjor que les anteriors) pero el que
ens interessa és la seva idea sobre la utilitzacio de la exponenciacié:
Sif e S, definim els seus coeficients logaritmics aixi

logﬂz) = i cz" <1
n=1
iMilin (1967) investiga com es poden acotar els coeficients de f a partir dels coefi-

cients ¢,. Prova la 2.2 desigualtat de Lebedev-Milin:

Za,,z'l

Si i Bz =e ,llavors
n=0
n 1 n m 2 1
kgolﬂkll <(n+ 1exp [—n T lmgl kg;(k!akx —E)]

Aquesta desigualtat els porta a conjecturar la segiient desigualtat per als coefi-
cients logaritmics d’una funcio de la classe S:
Conjectura de Lebedev-Milin:

res: 3 i(/dcgl—%)so n=1,2..
m=1 k=1

que implica la de Bieberbach.
En primer lloc aquesta desigualtat es pot escriure:

le]> + (e + 2e)y + ... + ()" + .. +rc)) <
<41+ (1 +1/2)+... + A+ 1/2 + ... + 1/n)) que equival a:
del” +2m— Ve + .. +de) <an+ @ — D124+ ... + 1/n) o bé:

kg‘lk(n—f—l—k)lck < §”+1_k

Aquesta desigualtat implica la conjectura de Robertson (i per tant la de Bie-
berbach). En efecte:
Sigui #(z) = z + y,2° + y5z° + ... una funcio senar de la classe S.
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Existeix una funcio f € S tal que h(z) = /flz?) car
h(z)? = z* + 2v.z* + 2y + v3)z¢ + ...

iaraposemflz) =2z + 2v,2* + (2y; + y})z3 + ... que és injectiva (€ S). La funcio

ﬂ 2) ¢ és univalent i no s’anul'la, per tant existeix una determinacio del log i

L fly | . ‘s Z
e;“’ﬂ? és una determinacio de,\/M
z

Aquesta funcio és 1 + y,z + yz? + v,z3 ... puix que el seu quadrat és

1+ 2y,z + (2y; + y3)z2 + ...

Aixi doncs:

2 Y2n+lz

I ara tenim:

(22

=1k

2 [Y2k+l <(n+1 exp[

M:
M=
=
0
I
| &
=
A
3
+

1
=(n+1)exp [Zn+

que és la desigualtat de Robertson.
Una modificacio senzilla de les idees de Milin permeten demostrar el segiient

resultat de Aharanov: ‘

Sifes i\azi < 0.867, llavors i@, < n,n=23,4..

De Branges demostra la desigualtat de Lededev-Milin, la qual, segons havia
provat Robertson, implica, de fet, la conjectura de Bieberbach generalitzada. Més

precisament tenim el
Teorema (de Branges). Sife Siflz) # (1——Ze"7’z—)5 llavors:

Sk(n+1—kye <ayttlok
k=1 k=1 k

on ¢, son els coeficients logaritmics de f.
El paper de la desigualtat de Milin és fonamental car es pot veure que el mé-
tode de de Branges no permet provar directament la conjectura de Bieberbach.
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Ingredients i idea de la demostracio de de Branges:

/) El sistema especial de funcions:
Fixemn. Perak =1, 2, ..., n sigui

ok (—1y @k v R ), Rk F 2w+ 2),
alt) =k Z—}, (k + vi(n — k — v)!

e—(v+k){

on(a),=al@a+1)..(a+v—1ir,>()=0.
Un calcul senzill prova que

") a0 — 50 =~ — Fall)

Considerem ara els polinomis de Jacobi P, (a, §). Es el sistema ortonormalit-
zatde I,x, x*, ..., x", ... a£*[—1, 1] amb lamesura (1 —x)* (1 +x¥ dx (a,f > —1).
Es conegut que:

Rap)+D = ("1 %) iP(ap)) = (—1y B(Ba)—x)
i, per tant,
Piap)—D = =1y (*TF) = P01 = -1y

Ara el miracle és que, calculant, surt:

T(t) = —ke ik P(2k,0)(1 — 2 &)
/=0

J

Per tant 7j(0) = —k sin — k = 2, ¢(0) = O sin — k 5 2. Ara la relacio (*) dona:
7,(0) — 7,.,(0) = 1 i, d’aqui:

7.(0) = n + 1 — k, per induccié.

En aquest moment entra en joc un resultat de Askey i Gasper (1976) els quals ha-
vien provat que:

Sia = —2 llavors 3, P(a, 0)(x) > 0si —1 <x <1
=0

Com que —1 < 1 — 2e¢™ < 1 resulta que

2 <0 si 0<t< 4
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i r,(¢) és una funcié decreixent. Recentment Gasper ha donat una demostracié
directa de la desigualtat utilitzada per de Branges.
if) Un cop establert aquest resultat auxiliar basic, 7,(¢) decreixent, la idea de

de Branges és la segiient:
Considerem ’'anomenada parametritzacio standard de la familia de representa-

cions conformes de Lowner; fit,z) =f(z)=¢' -z + ... éslarepresentacio conforme
de D sobre C|J,,J corba de Jordan ambf(O) =0,/(0) = e, de manera que f,(z) =

= flz)f:D — C\) if(z) = ez + 2 b, (H)z"] 0 > 1 <=, complint-se I’equa-
cio diferencial de Lowner.

%t(z,t) = }';i((—g){g z éa—t-j(z,t); Ix(t)] = 1 continua a [0, = ).

i hem fet notar que només cal provar la conjectura per a aquest tipus de f'especial.
Siguin ¢,(2) els coeficients logaritmics de f{(z), és a dir

tog12) — 2 () 0<t< ®  (c(0)=c)
=1

k
i definim b,(t) = ch(t)x(t)‘f k=1,2..

Derivant I’ equacm dc logﬂ 2) | i utilitzant ’equacio de Lowner s’arriba a:

*) ) = x4 b(t) + b (1) + 2], k =1, 2

Ara, fixant n posem:

o) =3 (Kle=4) @, 0=i< .

k=1

Un calcul senzill dona, mitjancant (¥)
0= = R1b, (1) + (o) + 2B
k=1
de manera que, d’acord amb el resultat de 7):
e)=0 i e@)Tald=r< =,

Ara fent servir que e”fiz,¢) € S i un raonament de compacitat es veu que (= ) =
= !llrr} o(t) = 0 iresulta: (0) < @() = 0. Pero aixo vol dir que:
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nog o, 4
0) = kle '—= +1-k<0
00) =2 (tle.”= %) @ )

que és la desigualtat de Lebedev-Milin.

De Branges incloia la seva primera versio de la demostracié de la conjectura de
Bieberbach en el capitol final del manuscrit de la 2.2 edicio del seu libre sobre
séries de quadrat sumable. Va anar a passar el mesos d’abril, maig i juny del 1984
a Leningrad i va discutir la seva demostracié amb diversos matematics com
Kuz’mina i Milin. La primera versio contenia un error que va poder ser resolt fa-
vorablement, versio que va aparéixer a Russia. Tot seguit FitzGerald i Pommeren-
ke van trobar una simplificacié técnica de la demostracié i van fer circular amplia-
ment una versio de la demostracio que va contribuir a la possibilitat de confirma-
cio de la conjectura. Aixo va ser als voltants de juliol i agost del 1984. El mateix de
Branges, independentment, va trobar una simplificacié semblant.

En tot cas, la confirmacié de la prova va ser una sorpresa car moita gent creia
que la conjectura de Bieberbach seria certa perd no la de Milin. En aquesta petita
historia no es pot oblidar el paper de Walter Gauschi que a més de comprovar a
P'ordinador de Purdue les desigualtats finals fins al coeficient 30, cosa que donava
suport moral a de Branges, va comunicar a de Branges el resultat de Askey i Gas-
per que va ser decisiu per acabar la demostracio. Aixo ho va fer el febrer del 1984 i
la confirmacié a Leningrad va tenir lloc el mes de maig.

-Com a observacions finals pel que fa al métode de de Branges val la pena fer no-
tar, en primer lloc, que és relativament curta en relacié amb les provesde ay < 51i
i azé.1 =< 6. Ensegon lloc la utilizatcio d’un sistema sofisticat de funcions auxiliars que
trasllada el problema a una suma de quadrats, per tant > 0.

Les teories delicades de les variacions, les diferencials quadratiques i la longi-
tud extremal que havien nascut motivades per la conjectura de Bieberbach no son
utilitzades en la demostracio.

En tot cas de Branges afegeix al treball de Léwner, Milin i altres una idea nova
que és combinada amb el fet afortunat que les funcions de pes r, que introdueix si-
guin decreixents.

Tot i que el resultat de de Branges tanca un problema que havia donat impuls a
la teoria de les funcions univalents durant molts d’anys és d’esperar que la confir-
macio de la conjectura no freni 'activitat en aquest camp de la teoria de funcions.

REFERENCIES

Louis DE BRANGES, «A proof of the Bieberbach conjecture». Acta Math., 154 (1985).

PeTER L. DUREN, «Univalent functions». Springer Verlag. New York, Inc. 1983.

C. H. FrrzGeraLp i CH. POMMERENKE, «The de Branges theorem on univalent functions».
Trans. Amer. Math. Col, Vol. 290, 1985.

Cu. POMMERENKE, «The Bieberbach Conjecture». The Math. Intelligencer, Vol. 7. N.c 2, 1985,

21



