El reticle de les associativitats

PERE RUBIO 1 DIAZ *

Quan tenim lleis de composicio definides pertot diem que aquestes son associa-
tives si es compleix entre tota terna d’elements (@, b, c)quea - (b - ¢)=(a - b) - c;
pero si aquestes lleis de composici6 no sén definides pertot, ens trobem amb dife-
rents definicions d’associativitat que, en tant a la seva forga, constitueixen un sub-
reticle del de les proposicions.

Considerem les diferents possibilitats atenent a lleis de composicio entre con-
junts: f: BXC—-A',g:AXA -D,h:AXB—-C,k:CXC - D.Lla-
vors, en esséncia, una terna (a, b, ¢) de 4 X B X C sera associativa si com-
pleix a- (b-c) = (a-b)-c, pero, per a tal fi, es poden fer hipotesis de condicions
diferents com son, p. ex., 'existénciade a-(b-¢) i (a- b)- ¢, o simplement la d’un
d’ells.

Les hipotesis en consideracio seran les internes als productes entre els ele-
mentsa,bic,osiasobrea-b,a:(b-c),b-ci(a-b)-c. Segons aixo hi ha les possibi-
litats seglients:

a) Sia-(b-c)i(a-b) c existeixen, llavors (a-b)-¢c = a-(b-c).

Com l'existéncia d’un producte entre els tres a, b, ¢ ja implica ’existéncia del
producte del parell que intervé en el producte triple, es superflu combinar la condi-
cio «a-(b-c) i(a-b)-c existeixen» amb una condicio entre a-b o0 b-c.

Condicions amb I’existéncia d’un sol producte ternari:

b) Sia-(b-c) existeix, llavors existeix (a-b)-ci(a-b)-c =a-(b-c).

Aquest a-(b*c) només pot ser combinat amb a-b, doncs I’existéncia de
b- c estaimplicada pel producte triple. A més exigim que entre les condicions sem-
pre intervinguin essencialment els tres elements a, b, ¢, doncs si, p. ex., posem una
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condicid del tipus «a-(b-c) o a*b existeixen» tindrem que de I’existéncia de
a* b es deduiria la de tot producte (a-b)-cia-(b-c) per atotc, d’on b es podria
compondre amb tot ¢ i seria, en el fons, una condicié sotmesa a I’existéncia d’untal
element. Tenim doncs les possibilitats:

¢) Sia-(b:c)ia-b existeixen, llavors existeix (a*b):c i es compleix (a*b)- ¢
=a-(b-c).

d) Si a-(b-c) existeix o existeixen a*b i b-c, llavors existeixen i son iguals
(a-b)-cia-(b-c).

Dualment tenim:

e) Si (a-b)-c existeix, llavors existeix a-(b-c) i es compleix que (a-b):-¢c =
=aqa-(b-c).

fH Si(a-b)-cib-c existeixen, llavors existeix a-(b-c) complint-se (a-b) ¢ =
=a-(b-c).

g) Si (a*b):c existeix, o existeixen a-b i b'c, llavors existeixen i son iguals
(a'b)-cia-(b-c).
Condicions amb la disjuncio del productes (a“b)-cia-(b-c):

h) Siundelsdosa-(b-c)o(a-b) c existeix, llavors existeix I’altre i son iguals.

i) Si existeix un dels a-(b-c) o (a*b)-c i existeix b-c, llavors existeixen i son
igualsa-(b-c)i(a-b)-c.

J) Si existeix un dels a-(b-c) o (a-b)-c i existeix a- b, llavors existeixen i sén
igualsa“(b-c)i(a‘b)-c.

k) Siexisteix undelsa-(b:c)o(a-b)-cielsa-bib-c,llavors existeixen i son
igualsa-(b-c)i(ab)-c.

) Si existeix un dels @a*(b-c) o (a*b)-c o, en altre cas, existeixena b ib-c,
llavors existeixen i son iguals a- (b c) i(a-b)-c.

Condicié sense cap producte ternari:

m) Sia-b ib-c existeixen, llavors existeixen i son iguals a-(b-c) i (a*b)-c.
Totes aquestes condicions son del tipus p — g, on la condici6 g és «existeixen

(a-b)-cia-(b-c)isoniguals». Aquesta condicio implica I’existéncia dels quatre

(@a*b)-c,a*(b-c),a-b, b-ci, pels coneixements de logica, sabem que p — g és

més forta que p’ — g siisolamentsip’ — p, d’on, vistes les premises de les condi-

cions, obtenim el reticle:
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D’aquestes, les @), k), m), k) i I) sén condicions simétriques en el sentit
que fan les mateixes hipotesis sobre (a*b)-c que sobre a-(b-c) i, sobre a-b,
que sobre b-c. La a) és 'anomenada a vegades associativitat feble, la b) és
anomenada associativitat forta i la /) es I’associativitat exigida en estructures com

son les categories.
La c) és utilitzada en els grafos d’operadors mentre que la g) ho és en les neo-

categories d’operadors.
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