Analisi complexa: de la teoria de Cauchy
a la teoria del potencial®

JOAQUIM BRUNA #**

INTRODUCCIO

La teoria de funcions de variable complexa va ser una de les principals crea-
cions matematiques del segle XIX. La seva aparicio va repercutir en practicament
totes les arees de les matematiques. Per algunes, lanova teoria va proporcionar una
eina técnica i de calcul molt valuosa, com a la teoria de nombres. Per a altres arees,
la nova teoria va portar un nou context moltes vegades més adequat, com amb la
teoria d’integrals el liptiques. Tot aix0, i la seva intrinseca bellesa, li fan ocupar un
lloc central a la historia del pensament matematic, i del segle XIX en particular.

El proposit d’aquesta conferéncia és descriure’n els origens i I’evolucié durant
els seus primers cinquanta anys d’existéncia (entre el 18101iel 1860). Lanovateo-
ria va ser creada principalment per A. Cauchy (1789-1857), qui li dona una enti-
tat propia, i de la seva obra en parlarem a la primera part. Després d’una breu refe-
réncia a K. Weierstrass (1815-1897) parlarem també de B. Riemann (1826-1866)
i de la relacio amb la teoria del potencial.

LA CONTRIBUCIO DE CAUCHY

Comengarem doncs parlant de A. Cauchy, a qui podem considerar el fundador
de la teoria, que inicia i desenvolupa entre els anys 18141 1851. El conjunt de tre-
balls de Cauchy es coneix avui com «la teoria de Cauchy», i comenga amb la no-
cio d’integral d’una funcio d’una variable complexa. De fet, d’ Alembert, Euler, La-
place, Gauss, Poisson i d’altres ja havien considerat abans que Cauchy integrals
entre limits d’integracio complexes, pero Cauchy és el primer que en fa un estudi
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diriem sistematic, principalment a dos memories amb practicament el mateix titol:
«Memoria sobre les integrals definides entre limits imaginaris».

Donat que parlarem de funcions de variable complexa, cal fer abans de tot dues
observacions en relacio a I’estat d’aquestes dues nocions —funcio i variable com-
plexa— al moment que estem considerant. En primer lloc, la representacio geomeé-
trica del nombres complexes i de les operacions algebraiques amb aquests nom-
bres no apareix fins al final del segle XVIII i principis del XIX, deguda fonamental-
ment a Argand i a Gauss (és per aixo que en llibres ja un xic antics s’anomena el pla
complex com el «pla d’Argand-Gauss»). El nombres complexes, introduits per
Cardano el segle XVI per a expressar totes les solucions de I’equacio de segon grau
no havien tingut ni molt menys una «acceptacié» facil als ambients matematics. El
fet que Euler els utilitzés per tancar la controvérsia sobre els logaritmes dels nom-
bres negatius va impulsar el reconeixement de la seva necessitat i encara no gene-
ralment. Podriem dir que si I’us dels nombres complexes a I’algebra era quelcom
sedimentat a finals del segle X V111, la representacio geometrica va fer-ne més intui-
tivala comprensio i deixava les coses preparades a fi que el calcul diferencial i inte-
gral —grans protagonistes dels segles anteriors— s’ocupessin ara de les funcions de
variable complexa.

La segona observacio fa referéncia a la nocioé mateixa de funcié. La nocio mo-
derna de funcio va formar-se precisament durant tot el segle XIX, de forma que en
aquell temps, funcié no volia dir el que ara vol dir. A principis del segle XIX, el con-
cepte de funcio era sinonim d’expressié analitica, és a dir quelcom com

sin x e

[+x° x+x+3> °©

Ditd’una altra forma, quelcom expressable mitjangant una formula. D’aqui a con-
siderar una «extensié complexa» de la funcio, substituint senzillament la variable
real x per la variable complexa z, hi va solament un pas. Una observacio semblant
s’aplica a les nocions de continuitat i derivabilitat, no explicitades en aquell temps.
Aquestes «expressions analitiques» tenen unes «discontinuitats», on no estan ni
tan sols definides, pero fora d’aquestes les funcions son derivables indefinidament i
llurs derivades s’obtenen per les regles formals habituals.

Originalment, la motivacio principal de Cauchy és evaluar integrals reals

f ® Ax)dx, i els primers treballs mostren com utilitzar la «versio complexaf{z)» de
a

la funcio per fer-ho. Primer doncs cal definir la integral entre uns limits d’integra-
cio A, B arbitraris, eventualment no reals. Triat un dels possibles camins " que
uneixen A amb B, sense passar per cap discontinuitat de f, Cauchy defineix

n—1
j{f Az)dz com el limit de sumes ; fz)zen — z.), on els punts z,, ..., z,

sonpuntsde lacorbal’,z,=A,,z, = B, amesura que hom va incrementant el nom-
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re d’aquests punts. Aquesta, no cal dir-ho, és la mateixa nocié d’integral per a
funcions de variable real: Al llarg d’aquesta conferéncia interessara tenir una for-
ma moderna d’expressar aquesta integral. Si hom parametritza T" per z = ¥(¢),
0<t<1;v(0)=4A4,y(1)=B,isiz, = y(t), llavors z,,, — z, és aproximadament
igual a y(¢)(t,,, — t,), de forma que

Sz = L) y(nar

(en particular, aquesta darrera integral és independent de la parametritzacio
escollida). .

El resultat fonamental que Cauchy demostra és que el valor d’aquesta inte-
gral és independent del cami escollit que uneix els punts A i B, sempre que la fun-
ci6 no tingui «discontinuitats» entre les dues corbes escollides. Dit d’una altra for-
ma —i donat que és clar que la integral canvia de signe si es recorre el cami en sen-
tit oposat— la integral és zero sobre tot circuit tancat que no envolti singularitats de
la funcio. Aquest resultat, que havia estat enunciat anteriorment per Gauss, pot ser
intuit mitjangant el teorema fonamental del calcul, doncs en els cassos en qué una
primitiva F(x) de f{x) pot ser exhibida, F'(x) = flx), també hom té F'(z) = flz)
(doncs les mateixes regles formals aplicades a ’expressio analitica F(x) s’apli-
caran quan hi tenim la variable z), de forma que

[ﬂz)dz = F(B) — F(A)

En el cas general Cauchy va fer una demostracioé d’aquest resultat fonamental uti-
litzant técniques del calcul de variacions, area bastant popular a I’época. Jo crec
que aquesta és la forma més raonable d’encarar el problema —si es prescindeix,
com aqui estem fent, de tecnicismes— donat que al cap i a la fi, és tracta de veure
que un funcional, funcio de la corba, és constant. Amb notacions modernes la de-
mostracio aniria aixi: el funcional en qiiestio €s

Ir) = [ fz)dz = [ Ayt

La condicié que expressa que un cert funcional és constant és que la seva prime-
ra variacié sigui 0 (equacio d’Euler). De la mateixa forma que una funcio
g(x, y, u) de tres variables reals x, y, u és constant quan totes les derivades direccio-
nals son 0,

d
D.g(A) =g¢| &A+ev)=0

el funcional I(I") és constant quan les seves «derivades direccionals» sén 0
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DoI(r) = 4| Ir +e®)=0

Aqui els increments es prenen en una direccio @, donada per una funcié ¢(?),
0<¢t=<1, amb ¢(0) = ¢(1) = 0, donat que volem que I" + ¢® uneixi4 amb B,
qualsevol que sigui € > 0. Ara bé,

1T+ e®) = [y() + ep(O)H0) + eg(0)ds,
e+ ew)= [1Uf'(y + eo)oli + ) + Ay + ep)glar
iquane =0
D) = [ (Y n)o(t) + AY@)$(Nidt =
= [ & ryoewnd = o

puix que ¢(0) = ¢(1) = 0. Observi’s que aquesta demostracio utilitza les regles ha-
bituals de diferenciacio, i laregla de la cadena en particular, la qual cosa esta justifi-
cada si recordem el tipus de funcions —expressions analitiques— que estem consi-
derant, i el caracter formal del calcul de derivades. L’anomenada forma homologi-
ca del teorema se’ndedueix tot seguit: sil", iT", son dues corbes tancades i es pot de-
formar una en I’altre sense passar per cap discontinuitat de la funcié, llavors la inte-
gral és la mateixa al llarg de les dues corbes.

Com a il-lustracio de com s’utilitza aquest resultat en el calcul d’integrals ava-

luarem la integral

— = 2
I jo‘cost dt

Aquesta és la part real de -/o‘ “e"dt; el teorema de Cauchy aplicat a la corba tanca-

da formada pel segment [0, R], 'arc C : Re?, 0 < ¢t < n/4 i el segment que uneix
0 amb Re™* déna

R . g R ) R
f ell'dt + f e dZ = f elflf‘”/“)’ em/4dt = em/‘l/e*r dt'
0 c 0 0

Araes faR — + o per obtenir que I = Re ¢™* jome"’dt. Lavariablef,0 <¢ < =

s’ha canviat per la variable z = te™*, sense canviar el valor de la integral. Ara no-
més cal recordar I'afirmacio de Lord Kelvin segons el qual és evident que

‘/0‘ “e~rdt = \/m/2 per a concloure que I = \/7/2\/2.
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Enel cas que la funcio tingui alguna discontinuitat entre els camins ", iT", les in-
tegrals ja no son iguals en general. Gauss havia indicat que si I"; i ", son dos ca-
mins que uneixen dos punts 4 i B i de forma que el punt 0 quedi a dins, les integrals
de 1/z sobre una i altra corba difereixen en 2mi. Si una funcid f'té una singularitat a
un punt z, i C és un petit cercle centrat a z,,, la forma homologica del teorema de
Cauchy diu que j; Az)dz no depen pas de C. Cauchy defineix el residu de fen el
punt z, com

Res (f, z,) = 5.717_1 ﬁﬂz)dz.

Aixi, siuna corba tancadaI” envolta una unica singularitat de f, per la forma homo-
logica del teorema de Cauchy

fﬂz)dz = 2mi Res (f, z,)
I
mentre que si n’envolta més d’una, z,, z,, ..., z,, llavors

S fzydz = 2mi 3, Res (£, 2,)
r k

Aquest és el teorema dels residus. Ara bé, no tindria gaire utilitat pratica si no hi
hagués una forma rapida i senzilla de calcular els residus. Per Cauchy, totes les dis-
continuitats eren del tipus avui anomenat «pol», com, per exemple

__P@
===y

on P és un polinomi. Si s’escriu el polinomi en termes de potencies de (z — z,)
veiem que

ak ak~l

fzy= @ =z + @ =z + ...+

a
(—Z—%Zo—) +a0 +b1(z —‘ZO) + ...

i quan s’integra f{z) a un cerclet centrat az,, és adir,z =z, + re", 0 <t < 2m, es
veu tot seguit que a,, el coeficient de (z — z,)7*, és el residu de fenz,. Més enda-
vant, veu Laurent que un desenvolupament semblant val al voltant de qualsevol
singularitat z,, de forma que aquesta expressio del residu és general.

Com a il-lustracio de com s’utilitza el teorema dels residus per a calcular inte-

grals considerem I’exemple
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. 2 dl9
I—\/o‘ 2+ cos 8

La primera cosa a fer és interpretar / com la integral d’una certa funcié de z. Per
aix0, s’introdueix una variable z = ¢? del cercle unitat, de forma que cos 6§ =
=Rez=1+2z*2z,i

. daz
= —2j L ¥ 41 4 2 Res(—, —).
Les singularitats de (z2 + 4z + 1)~ son els zeros del polinomi, és a dir, els punts
z,=—2—+/3,z,= —2 + /3. D’aquests dos, tan sols z, esta a dins del cercle, i
comquez’ + 4z + 1= (z — z,)(z — z,), el residu és 1/(z, — z,) = 1/2/3 i
I=2u/\/3.

Elteorema dels residus té evidentment una vessant practica, pero és també con-
ceptualment important. Es un d’aquells resultats que és senzill de demostrar i que
relaciona nocions de natura diversa.

Tot I’anterior va ser fet per Cauchy entre els anys 1814 i1 1825. Durant aquesta
primera etapa de desenvolupament, les funcions de variable complexa sén doncs
una eina de calcul; no es pot pas parlar encara d’una teoria nova. Tampoc aparei-
xen aillades les propietats d’aquestes funcions —la holomorfia, amb la nomencla-
tura actual— que estan a la base de tot. Es pot dir que no calia cap nocio de funcié
holomorfa, perqué en certa forma totes ho son, durant aquesta primera etapa.

Tot aquest procés té lloc simultaniament amb el de formacio de la nocio moder-
na de funcio, i de coordinacio de les nocions basiques de 1’analisi real, com la conti-
nuitat, etc. Cauchy no era ni molt menys alié a aquest altre procés; ben al contrari,
ell, Bolzano i Weierstrass en son també protagonistes. Aixi s’explica com Cauchy
va anar adoptant de mica en mica un nou punt de vista i va comencar a donar les
bases de la teoria de funcions de variable complexa en si mateixa. Es pot distingir,
doncs, una segona etapa en el desenvolupament de la teoria, caracterizada per un
valor més aviat conceptual, que no practic, dels resultats obtmguts Aixi, va trobar
la férmula de representacio integral

flz) = 27 f {ﬂo g

avui coneguda com a formula de representacio integral de Cauchy (observi’s que és
una conseqiiencia del teorema dels residus). Utilitzant aquesta i mitjangant el
desenvolupament en série geométrica de ’integrand com a funcié dez, va obtenirel
fet que la funcio és desenvolupable en serie de potencies

) =3 az — z,)
k=0
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aundisclz — zJ =< r, sempré que en aquest disc no hi hagi singularitats. No parava
atencio, pero, ala qiiesti¢ de la convergencia (uniforme) d‘aquesta série. La neces-
sitat d’aquesta nocio per justificar, per exemple, la integracio terme a terme sem-
bla que va escapar a Cauchy. Més endavant, I’any 1843, Laurent va generalitzar el
resultat de Cauchy al cas que el punt z,, fos una singularitat de f, admetent valors
negatius de k a la série anterior.

L’any 1828, Green havia publicat a Anglaterra un treball relacionant integrals
de linea amb integrals de superficie. Probablement aquest era conegut per Cau-
chy, qui Iutilitza per donar una altra demostracié del teorema basic d’independén-
cia del cami, de la forma segiient: si f= u + iv,

SRoydz= [(u+iv)dx +idy) = f(udx = vdy) + i f (udx + vdz) =
=— f [, + vdxdy + i f f (u, — v,)dxdy.

El fet que la partreal # i la imaginaria v d’una expressio analitica f{z) complei-
xen les equacions u, = v, u, = —v, ja era un fet conegut per Euler. Aixo és una
forma equivalent d’expressar ’existéncia d’una unica derivada complexa

independent de la direccio en la qual es pren 'increment Az. La demostracio
d’Euler era en eséncia la segiient: de

Az) = ulxy) + v(xy),
s’obté, derivant respecte a x, és a dir, prenent els increments en x
f'(z)=wu, + iv,
i derivant respecte de y
if'(@)=u, + i,

(puix que z, = i), d’on s’obtenen les equacions u, = v,, u, = —v,. Observem nova-
ment que, tal com ho veia Euler, la demostracié anterior és bona quan pensem en
flz) com una expressio analitica.

No vaser fins 'any 1851, als darrers treballs, que Cauchy va introduir formal-
ment la definicié de funcié «monogena», com aquelles que tenien una sola deriva-
da, independent del cami (en altres paraules, C-diferenciables). Pero mai va ser
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clar en relacio a la qiiestio de si ’existéncia i continuitat de la derivada es deduei-
xen de la «continuitat» de la funcio, doncs alguns cops ho imposava com a hipotesi
ala funcio. Enrelacio amb aquesta qiiestio, cal fer observar que no va ser fins I’any
1900 que Goursat va demostrar el teorema de Cauchy d’independéncia del cami
sense la hipotesi de continuitat de la derivada f’, de forma que n’és una conseqiién-
cia. I encara una demostracio simplificada va ser donada recentment per Dixon.

La definicio de Cauchy de funcio analitica és la que adoptaria també Riemann,
és a dir, la d’una funcid continuament diferenciable que compleixi les equacions
u, = v,, u, = —v,, avui anomenades equacions de Cauchy-Riemann.

Acabarem aquesta primera part amb una breu referencia a K. Weierstrass. En
certa forma, el paper de Weierstrass en la construccio de la teoria va ser el mateix
que en general a tot I’analisi, és a dir, el de rigoritzacio, de solida fonamentacié. No
oblidem que a Weierstrass es deu fonamentalment la presentacio de les nocions ba-
siques de limit, continuitat, propietats de funcions continues, etc., que es poden tro-
bar a tots els llibres de text actuals. L’anomenat procés de fonamentacid de I’Ana-
lisi té el seu maxim exponent en Weierstrass. A paritr del 1840, Weierstrass es de-
dica adesenvolupar la teoria de funcions analitiques, pero des d’un punt de vista di-
ferent del de Cauchy. Si el punt de vista de Cauchy és geomeétric, el de Weierstrass
és més analitic; aixo respon a una caracteristica general de Weierstrass, ja que te-
nia un cervell més analitic que no geométric i utilitzara més la deduccio que la in-
tuicio. Per desenvolupar la teoria, el punt de vista de Weierstrass va ser el de pren-
dre la nocio de série de poténcies com a base. Aixi, va demostrar els fets basics
sobre convergéncia, derivacio i integracio terme a terme, etc., juntament amb 1’us
sistematic de la nocio de convergéncia uniforme, la necessitat de la qual havia esca-
pat a Cauchy. També és de Weierstrass la idea de prolongacio analitica a partir
dels «elements». L’obra de Weierstrass, en part contemporania a lade Cauchyiels
seus alumnes, va donar a la teoria el rigor i la fonamentacié que Cauchy no havia
donat. A la major part de llibres de text de variable complexa, els fonaments de la
teoria hi son, essencialment, tal qual Cauchy i Weierstrass ho van deixar.

LA TEORIA DEL POTENCIAL I EL TEOREMA DE REPRESENTACIO
COMFORME DE RIEMANN

Riemann va llegir la seva tesi, titulada «Fonaments per a una teoria general de
les funcions d’una variable complexa», ’any 1851. Per posar-la en el seu context
cal fer primer una observacio. De forma parallela al procés que hem descrit fins
ara, durant la primera meitat del segle XIX n’hi havia un altre que ben aviat va en-
troncar-s’hi. Em refereixo a la teoria de les integrals elliptiques

f \/I;% dx, P iR polinomis,
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(originada pel problema de la rectificacio de I’el lipse). Durant el segle XVIII, Euler
i Lagrange havien treballat en aquesta linia amb técniques purament de variable
real. Durant el segle XIX, Abel i Jacobi van tenir la idea d’invertir 1a integral, pas-
sant al que es diu la funcio elliptica i van introduir-hi variable complexa. Es en
aquesta linia que cal situar la tesi de Riemann. Riemann va introduir a la tesi la no-
ci6 de superficie de Riemann i va mostrar la seva utilitat per estudiar funcions mul-
tivaluades i sobretot funcions abelianes. Aquest és un tema que per si sol podria ser
Pobjecte de més d’una conferéncia i no ens hi referirem aqui. En lloc d’aixo, parla-
rem aqui del darrer teorema de la tesi de Riemann, el famos teorema de represen-
tacio conforme, i a la seva relacio amb la teoria del potencial.

Com hem dit abans, la definicié de Riemann de funcié holomorfa (o analitica)
és la d’'una funcié amb derivades continues que compleix les equacions de Cau-
chy-Riemann a una certa regio R,

o=y, u,=~v.f=u+iv

que, també com hem fet veure abans, imposen I’existéncia del limit del quocient
incremental Af/Az, independent de la forma com Az es fa petit. Riemann era princi-
palment gedmetra i per tant tenia un punt de vista més geometric del que era una
funcio analitica. La mirava més aviat com a «transformacio» w = f{z). Si el limit
d’aquest quocient incremental al llarg d’'una determinada corba és L, el modul
'Ll dona el factor de dilatacié i Arg L el de gir entre aquesta corba i la seva imatge.
El requeriment que aquest limit sigui el mateix independentment de la corba diu
doncs que totes giren el mateix, o dit d’una altra forma, es respecten els angles.
D’aquestes transformacions, anomenades comformes, que ell també considerava
entre superficies de Riemann, I'interessen les que son biunivoques. Si entre dues re-
gions R iR ' hi hauna transformacio comforme, la teoria de funcions ésla mateixaa
R que aR’'. Trobem doncs en Riemann una nocié ja moderna, la de grup de trans-
formacions d’una estructura, en aquest cas I’estructura complexa.

Podem veure la connexio amb la teoria del potencial a través de dos fets. En pri-
mer lloc, de les equacions de Cauchy-Riemann es dedueix que les parts reals u,v
d’una funcio holomorfa compleixen I’equacio del potencial

QJ

_dw

o0x? +

Aw = =0,

Q)

}’

les solucions de la qual s’anomenen funcions harmoniques. Reciprocament, siu és
harmonica, llavors —u, dx + u,dy té diferencial O amb la qual cosa

v = f (—udx + udy)
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defineix univocament v de forma que /= u + iv és holomorfa, sempre que el domi-
ni R sigui simplement connex (és a dir, sense forats), i modul constants. La funcio v
és diu la funcio harmonica conjugada de u. Aixi, en dominis simplement connexes,
tota funcio holomorfa queda determinada per la seva part real, i és equivalent cons-
truir funcions holomorfes que funcions harmoniques.

En segon lloc, si T' és una transformacio, w = 7(z),z = x + iy, w= £ + in,
U(&,n) és una funcié i V(x,y) = U(7(z)) = U(£,n), un senzill calcul dona

+ UAZ + U,A7.

D’aqui hom veu que si 7" és conforme, & = 1,, & = —n,, llavors
En.+En=0,AL=An=0,8+ &=n+n 1AV = (& + n)AU.

En particular, T transforma funcions harmoniques en funcions harmoniques. Re-
ciprocament, si 7" té aquesta propietat, no es dificil veure que T és conforme o bé
conjugada d’una conforme. Aixi la teoria del potencial és invariant per transforma-
cions conformes.
. . . 0*V 0’V a9V
L’origen de I’equacié del potencial AV = ——: = 0 esta
& q P ox? oy* 0z? ¢

evidentment lligada a la teoria de la gravitacio. Si tenim un cos amb funcié de densi-
tat p(x, y, z), la forga d’atraccio sobre una particula de massa unitat a un punt si-
tuat a (x, y, z) té components

Fo=+e [ff pXldends,r= Ve = ¥ =y ¥ & = 0,

i analogament F,, F,. Hom observa que F = AV, el gradient de

V= [ Sacinas

la funci6 potencial. La funcio V compleix '’equacié AV = 0 fora del cos i AV =
= —4mp adins el cos (Poisson). L’equacio del potencial també va apareixer quan
Fourier va demostrar que la distribucié de temperatures 7(x, y, z, t) a un solid
compleix

AT = kT, (equacio de difusio del calor)
Quan 7, = 0, 'equacio de difusio del calor es redueix a la del potencial.

L’aparicio de I'equacio a I’electrostatica va centrar encara més l'interés de
I’equacio. Com a equacio de 2.on ordre, es pensava que la soluci6 general (funcio

42



harmonica general) a una regio R quedaria determinada per la funcio i la seva deri-
vada normal a la frontera. Pero, en canvi, quan una distribucio de temperatures és
estacionaria, se sabia que la temperatura T'quedaba determinada només pels seus
valors a la frontera. Quedava aixi plantejat el problema de Dirichlet, consistent en
trobar una funcio harmonica U a una regié R, que prengui uns valors predetermi-
nats a la frontera.

L’any 1828 (pero publicat I’any 1850), Green va fer una important contribu-
cio. Al mateix temps que el matematic rus Ostrogradsky, va demostrar la que avui
anomenem formula de Green

foAdedy+fU——ds=ffVAdedy+fv—ds

on 66 designa derivada segons la normal. Donat un punt P de la regio R, Green

obté una férmula que déna el valor d’una funcié harmonica al punt P en termes dels
valors a la frontera i d’una altra funcio amb les segiients propietats: (a) U=0ala

frontera, (b) U té una singularitat a P del tipus log }, onrésladistanciaa P, (c)AU=

= 0. Aplicant la férmula de Green a R desprovist d’un petit disquet centrata Pifent
tendir a O el radi d’aquest disquet s’obté

1,3
V()= - 5- be—gd

Aixi, si aquesta funcio U existeix, el problema de Dirichlet té solucio unica. La
funcio U va ser anomenada per Riemann la funcié de Green amb pol al punt P. La
seva existéncia quedava pero per demostrar. De fet, el demostrar I’existéncia de la
funcié de Green és un cas particular del problema de Dirichlet doncs si:

U=log 1+ U,

llavors AU, = 0 a tot arreu i el requeriment U = 0 a dR és la condicio que U, =
=logradR,ésadir, éslasolucid del Problema de Dirichlet amb dada a la frontera

log r. En el cas de regions R a ’espai, cal sustituir la singularitat log 1 per=, 1 el po-

tencial corresponent a una carrega en P. Green mateix va fer una demostra01o de
Pexisténcia de U, utilitzant un argument de tipus fisic: si hom veu R com una cavi-
tat en un material carregat connectat a terra i es posa una carrega unitat a un punt P
de R, hi haura un moviment de carrega. Produit I’equilibri, el potencial resultant,

suma de dos potencials, U = }1-+ U,, on U, és el potencial degut a la distribucié de
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carrega que apareix a R, compleix U= 0 a dR, donat que no hi ha moviment de
carrega.

Una forma matematica de tractar el problema de Dirichlet va ser formulada per
Lord Kelvin ’any 1847. Riemann n’hi deia el principi de Dirichlet i consistia en el
segiient: considerem la classe de les funcions V que tenen derivades de segon ordre
continues a una regio R i que prenen els valors f'a 0R. Suposem que entre totes les
funcions de la classe n’hi hagi una que minimitzi la integral de Dirichlet

V)= [ff [V + V2] dxdy.

La cosa esta en que si aquesta V existeix, llavors hom pot veure que AV=10aR.
Aixo es fa d’una forma semblant a com abans hem demostrat el teorema de Cauchy,
imposant que les «derivades direccionals» de I a V siguin totes cero. En aquest cas
cal prendre els increments en la direccio d’una funcié H que s’anul-la adR, a fi que
V + eH sigui a la classe per a tot ¢ > 0.

IV + eH) = [f{(V. + K} + (V, + eH )} dxdy

D, I(V) = %Lz({(v +eH)= [ £ AV - AH dxdy

= —ffRHAV dxdy.

La condicié D, I(V) = 0 per a tota H diu que AV = 0.

El principi de Dirichlet, com a métode de resoldre el problema de Dirichlet, és
el que Riemann utilitza per a construir funcions harmoniques i per tant, també fun-
cions holomorfes. Com a il-lustracio, exposarem la demostracio original de Rie-
mann del seu teorema de representacio conforme. Recordem que el teorema afir-
ma que per a tota regio simplement connexa del pla complex R hi ha una represen-
tacio conforme f de R sobre el disc unitat {z 1zl < 1} = U. En particular, dues re-
gions simplement connexes son conformement equivalents.

Per motivar la demostracié de Riemann suposem primer el problema resolt i
sigui f una representacio conforme de R sobre U, amb flz,) = 0. Llavors f{z) =
=(z —z,)g(z) ambg sense zeros, doncs qualsevol zero de g seria un altre punt dife-
rentdez, que va al O perf, cosa que no pot ser. Llavors laformadg/g = g'(z)/g(z )dz
té una primitiva F, puix que R és simplement connex, dF = dg/g. Si G = eF,
dG = GdF = Gdg/g, és adir, 0 = gdG — Gdg, cosaque demostraquee " =G =g
(afegint-hi a F' una constant, si cal). Aixi F és un logaritme de g, i si F = u + iy,
u= logfg‘ = log ‘ﬂZ)MZ —z/;peraz €0R, Ifiz) =1, perque fiz) € 0U, i lla-
vors u(z) = log 1/z — zol‘ En resum, u és una funcio harmonica a R que val
log 1/z — z, a R, la qual cosa vol dir que log (lﬁz - zo\ )—u= —log|ﬂz)| ésla
funcié de Green de R amb pol al punt z,.
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Laideade Riemann és procedir al revés. Ell donava el principi de Dirichlet com
a bo, de forma que el problema de Dirichlet té solucio. Per tant, fixatz, € R, hi ha
una funcio harmonica u a R que val —loglz —z,/ adR. Siguiv la funcié harmonica
conjugada, F =u + iviflz) = (z — z,) . Segons la motivacio anterior, hauria
d’esperar-se que f fos la representacio conforme cercada.

No farem pas els detalls de la fi de la demostracid, basada en I’existéncia d’un
grup d’automorfismes transitiu al disc. Queda clar per la reversibilitat de la demos-
tracio que el teorema de Riemann és equivalent a la possibilitat de resoldre el pro-
blema de Dirichlet als dominis simplement connexes. Aixi quan Green posava una
carrega puntual a z,, i esperava que es produis ’equilibri, s’estava demostrant ja el
teorema de Riemann.

El principi de Dirichlet, utilitzat com hem vist per Riemann, va ser fortament
criticat per Weiestrass I’any 1870, doncs al seu enunciat hi ha implicita la confu-
sio0 d’un infim amb un minim, és a dir, I'infim de la integral de Dirichlet no és clar
que sigui accessible. Conceptualment és el mateix que quan diem que a un hiper-
pla de I’espai hi ha un punt a minima distancia de I’origen. Solament que aqui ’es-
pai seria un espai de funcions de dimensio infinita, I’hiperpla seria sustituit pel
subespai de les funcions que prenen els valors a la vora i la distancia per la integral
de Dirichlet.

La critica de Weierstrass erajustificada i més quan es van trobar exemples d’al-
tres funcionals amb infims no accesibles. Aquest és un dels molts problemes que
van impulsar el procés de rigoritzacio de I’analisi. Una demostracio del teorema de
Riemann independent del principi de Dirichlet va ser donada per Schwarz i Neu-
mann ’any 1870, en un cas particular. A dominis simplement connexes, la prime-
ra demostracio correcta del problema de Dirichlet va ser feta per Osgood I’any
1900, i a dominis generals regulars, per Fredholm, via equacions integrals. Més en-
davant, ’any 1905, Hilbert va revaloritzar el principi de Dirichlet.
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