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Progressions aritmétiques de nombres primers ™!

Martin Klazar

Resum L’any 2004 Ben Green i Terence Tao van anunciar la demostracié d’un resultat
fonamental conjecturat per Lagrange fa prop de dos-cents anys: els nombres primers
contenen progressions aritmétiques arbitrariament llargues. Aquest article conté el
context historic d’aquest resultat en les investigacions sobre els nombres primers i
pretén descriure de manera entenedora les idees generals d’aquesta demostracio.
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1 Introduccio

Els nombres primers contenen progressions aritmetiques arbitrariament llargues.
Aquest és el titol del preprint [23] publicat el 8 d’abril de 2004 al servidor ArXiv
[56], que descriu exactament el resultat principal:

1 Teorema (Green-Tao [23]) Els nombres primers contenen una seqiiéncia arit-
meética de longitud k per a cada nombre natural k.

Dit d’'una altra manera, per a cada nombre natural k existeix una quantitat k de
nombres primers p1<p2<---<pk de maneraque, p; —pP1=pP3—pP2=---=
Pk — Pk-1. Per exemple, les progressions aritmetiques

5,11,17,23,29

L Ahuesta és la traduccio de Kepa Uharte i Oriol Serra de I'article «Prvogéisla obsahuji libovolni
dlouhé aritmetické posloupnosti » [25], que va apareixer a la revista de la Societat Matematica
Txeca, Pokroky Matematiky, Fyziky a Astronomie. Els editors del Butlleti agraeixen a I'autor i
a la revista el permis per publicar-ne aquesta traducci6.
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199, 409,619,829,1.039, 1.249, 1.459, 1.669, 1.879, 2.089

s6n formades per nombres primers.

Els autors, Ben Green? i Terence Tao,2 van obrir una gran escletxa a la teoria
dels nombres primers i a tota la teoria de nombres. El resultat de Green i Tao
va despertar immediatament una gran atencid i un gran interes. Amb aquest
resultat els dos autors s’han incorporat sens dubte a la sala de la gloria de la
teoria de nombres al costat de matematics com Dirichlet, Riemann, Vinogradov,
Erd@s i d’altres.

L’objectiu d’aquest article és integrar el seu resultat en un context historic
(seccio 3) i apropar especialment al lector els metodes que van fer servir Green
i Tao per demostrar el seu teorema sobre els nombres primers (secci6 2). Com
que l'article original [23] té gairebé cinquanta pagines, en aquest article podem
donar només una panorama general que es pot prendre com una guia per a
I'article original. Tanmateix, donarem les formulacions exactes dels resultats
tal com apareixen a [23].

La prova del teorema 1 és efectiva en el sentit que déna una funcio explici-
ta F: N - N, de manera que, per a cada k, el conjunt {1,2,...,f(k)} dels
primers (k) nombres naturals conté una progressio aritmética de longitud k
composta de nombres primers. Tao [51] indica que es pot prendre la funci6

(k) S

Amb una modificacié de la prova del teorema 1, Green i Tao van aconseguir
una versié més forta del resultat.

2 Teorema Sigui A un subconjunt del conjunt de nombres primers amb densitat
relativa superior positiva, és a dir,
limsupt(N) A n ([1,N]|=c >0,
N - oo
on 1t(N) denota el nombre de primers a [1, N]. Aleshores A conté progressions
aritmetiques de llargada k per a cada enter positiu k.

Se sap que per al conjunt Q1 = {p [PL p =4n+ 1} de nombres primers el
valor de la constant c al teorema 2 és ¢ = % D’altra banda, cada p Q) és una
suma de dos quadrats (p = a? + b? per a dos nombres naturals a, b; vegeu la
seccid 3). El teorema 2 prova de manera ben curiosa el fet, fins ara desconegut,
que existeixen progressions aritmétiques arbitrariament llargues creades per
sumes de dos quadrats. Per exemple, 37 = 12 + 62, 61 = 52 + 62, 85 = 92 + 22,
109 = 102 + 32 és una progressio d’aquestes de llargaria 4.

1 Ben Green va obtenir el seu doctorat a la Universitat de Cambridge sota la direccié de Tim
Gowers i als seus vint-i-set anys és professor en aquesta Universitat.

2 Terence Tao va obtenir el seu doctorat a Princeton als vint-i-un anys i tres anys més tard
va ser nomenat full professor a la Universitat de California a Los Angeles; va obtenir la Medalla
Fields en la darrera edici6 de I'ICM que es va fer a Madrid I’agost de 2006.
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2 La prova del teorema dels nombres primers de Green i Tao

Denotem els nombres naturals {1,2,3,...} amb N, i el conjunt {1,2,...,N},
per N [CN] amb [N]. Els simbols Z,Q, R i C denoten els conjunts de nombres
enters, racionals, reals i complexos respectivament. Si A és un conjunt finit,
denotem per |A] el nombre d’elements de A (altrament | - | denota el valor
absolut). Per progressié aritmética de longitud k a N s’entén el conjunt dels k
nombres {X,X+r,x+2r,..., X+ (k—21)r} per alguns naturals x i r. Denotem
amb Zy I'anell dels enters modul N i representem els seus elements amb els
nombres {0,1,...,N —1}

Donada una funcio real f: A - R on A és un conjunt finit, denotem per
E(F) el valor mitja de f en A,

PR
E(H) =EQFC:x LAY = 1o F(@).
alAl

La funci6é no negativav: Zy - R és una mesura si
E(v) =1+0(1).

El simbol o(1) (respectivament O (1)) indicara sempre una funcio real e(N) de
la variable N, de manera que, per a N - oo, tenim e(N) - O (respectivament,
la funcio |e(N)]| esta fitada). Quan aquesta funcié depén d’altres parametres,
generalment sén indicats com a subindex, per exemple ox(1). El simbol O(F),
on F és una funcié de N, és I'abreviacié de O(1)F, i de manera analoga per a
o(F). El parametre k = 3 denotara sempre (llevat quan parlem de k-pseudoale-
atorietat) la longitud de la progressié aritmeética. Una de les caracteristiques
del punt de vista de Green i Tao consisteix a treballar sempre en un context
finit i, per raons de simplicitat, considerar Zy en lloc d’intervals de naturals
[0, N]. Més encara, suposen sempre que N és un nombre primer prou gran, de
manera que els elements de Zy siguin invertibles.
L’eina clau de la prova del teorema 1 és el teorema de Szemerédi® [47]:

3 Teorema (Szemerédi) Per a cada d > O real i cada k = 3 natural existeix un
nombre natural Ngo = Ng(d, k), de manera que per a N = Ng qualsevol conjunt
X [CIN] que verifiqui | X]| = dN conté una progressio aritmeética de longitud k.

El teorema de Szemerédi es pot reformular de manera equivalent de la
manera seguent:

4 Teorema (Szemerédi) Siguin 0 < & < 1 un nombre real i k = 3 un enter.
Sigui F: Zny - R, que satisfa 0 < f(X) < 1 per acada x [Z\ i E(F) = d.

3 Endre Szemerédi és un dels més celebres matematics hongaresos actuals, membre de I’Aca-
démia Hongaresa de Ciéncies. Una de les eines que va fer servir per provar el seu teorema sobre
progressions aritmeétiques, 'anomenat «lema de regularitat», és avui un resultat citat en arees
tan diverses com I'analisi harmonica, la teoria ergodica, la teoria de nombres o la combinatoria.
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Aleshores, per a cada N prou gran, es satisfa
1
E f(x+ir) | x,r CZ} =c—osk(1), Q)
i=0
on ¢ = c(k, d) > 0 és una constant positiva que depen només de o i de k.

En aquest teorema I’equacio (1) dona una mesura del valor de f sobre
progressions aritmétiques que proporciona immediatament el resultat del
teorema 3. Es aquesta versio la que van fer servir Green i Tao per provar el seu
teorema. La prova esta organitzada en dues etapes.

1. El teorema relatiu de Szemerédi. Del teorema 4 Green i Tao en deriva el
que anomenen teorema relatiu de Szemerédi, que diu el que segueix (la
formulaci6 exacta i la definicié de conjunt pseudoaleatori les donarem
més endavant): per a cada & > 0 i k = 3 existeix N7 = N;3(J, k) tal
que, per a N = N; i cada conjunt k-pseudoaleatori X—1—7}, , qualsevol
subconjunt X [>8due compleix |X| = &]XJ-tonté una progressié aritmética
de longitud k. Dit d’'una altra manera, subconjunts densos d’una certa
classe de conjunts (no necessariament de tots els nombres naturals) tenen
també la propietat de contenir progressions aritmeétiques arbitrariament
llargues.

2. Realitzacié dels nombres primers com un conjunt dens d'un conjunt
pseudoaleatori. Denotem P = Py [Z) el conjunt de tots els nombres
primers menors que N. Green i Tao van trobar la manera d’utilitzar el
pas 1 per als nombres primers. Van demostrar que peracada k=3 i N
prou gran existeixen un conjunt k-pseudoaleatori -7}, i una constant
& = 8(k) > 0, de manera que LI P1i |P| = 5|

Les dues etapes juntes permeten concloure que el conjunt de nombres
primers conté progressions aritmétiques arbitrariament llargues. Vegem-ho
més detalladament.

2.1 El teorema relatiu de Szemerédi

Ara formulem la generalitzacid del teorema de Szemerédi, que és el nucli
de tota la prova. Es distingeix només del teorema 4 per la incorporacié de
la mesura k-pseudoaleatoria v, la definicié de la qual donarem després de
I’enunciat del teorema.

5 Teorema (teorema relatiu de Szemerédi) Siguin 0 < & < 1 un nombre
real i k = 3 un enter. Siguin v: Zy - R* una mesura k-pseudoaleatoria i
f:Zn - Runa funcié tal que 0 < F(X) = v(x) per acada x [ZJ i E(F) =d.
Aleshores, per a cada N prou gran es satisfa
1
E f(x+ir) | x,r CZ4 =c—osk(1), 2)
i=0

on ¢ = c(k, d) > 0 és una constant positiva que depen només de & i de k.
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La constant c és la mateixa en ambdoés teoremes i la conclusié del teorema
principal es deriva una altra vegada de I'’equaci6 (2).

Que s’entén per k-pseudoaleatorietat? Aquesta noci6 és essencial en tota la
demostracié. Intuitivament, un conjunt pseudoaleatori comparteix les propie-
tats probabilistiques d’un conjunt purament aleatori. La definicié necessaria,
pero, es descriu en termes técnicament molt més precisos.

6 Definicio (k-pseudoaleatorietat) La mesurav: Zy - R* és k-pseudoale-
atoria si compleix les dues condicions seguents:

1. Condicio de formes lineals. Siguin Y;(x) = ELU— Xj + bj, 1 Cin], m
formes lineals amb t variables, on b; CZ4, m = k251 t =3k —4i Lij
son nombres racionals, els numeradors i els denominadors dels quals estan
fitats en valor absolut per k; interpretem L;j; de manera natural com a
elements de Zy (ja que N és un nombre primer prou gran en relacié amb
k). Suposem que la matriu (L;j) no té files nules i que cap fila no és multiple
racional d’'una altra fila. Llavors (per a cada eleccié de funcions ;) es

satisfa:
1

Lg—
E  vWi()) | x CZ§ =1+0k(1).
i=1
2. Condici6 de correlacié. Per a cada nombre natural m, m < 2K1, existeix
una funcié pes T = Tm: Zn —» R, tots els moments de la qual estan fitats
(és a dir, E(TY) = Okq(1) per a cada q [CN) i, per a cada m-ples de

nombres (no necessariament diferents) hy, ..., hyy, [CZ), es satisfa:
e — e ===
E viXx+h)|x Z = T(hi —hjp).
i=1 l<i<jsm

Adonem-nos que la definicié de mesura és un cas especial de la condici6 de
funcions lineals quan m = 1. A més, en la condicié de correlacié, tenim
m funcions lineals x + hj, de manera que a la matriu corresponent hi ha una
solafilaamblLi; =Lo1=---=Lm1=1.

2.1.1 Estructura de la prova del teorema relatiu de Szemerédi. La prova
del teorema 5 fa servir tres resultats: el teorema 4 i les proposicions 7 i 8 que hi
ha enunciades més endavant. Green i Tao parteixen del teorema 4, del qual no
donen demostracio; hi ha diverses proves d’aquest teorema: la prova original
d’E. Szemerédi [47] és de naturalesa combinatoria; Furstenberg [14], [15] en
va donar una fent servir teoria ergodica i T. Gowers en va donar encara una
altra recentment que involucra analisi de Fourier [20]; també se’n poden trobar
proves a [49] i [50]. No fa gaire, i de manera independent, V. RodI* i els seus
estudiants (B. Nagle, M. Schacht, J. Skokan), d’una banda, i T. Gowers,> de l'altra,

4 Vojtech R6dl (1949) és un matematic txec que treballa a la Universitat Emory d’Atlanta, (EUA).
5 Timothy Gowers (1963) és professor a la Universitat de Cambridge; I'any 1998 li va ser
lliurada la medalla Fields.
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van trobar una nova prova combinatoria d’'una generalitzaci6 del teorema de
Szemerédi.
Vegem els altres dos resultats que condueixen a la prova del teorema 5.
Donats w [Qy ={0,1}% i h Z3, denotem per w-h = wih;+- - - +wqghg.
Fixat d [CN] per a cada funcié f: Zy - R definim I'anomenada norma uniforme
U9 de Gowers (denominaci6 implantada per Green i Tao) com a

= Larbe
(Fllgd =E f(x+w-h)|x Zhh CZ8
® [Q}

No és dificil veure que aquest valor mitja és sempre positiu, de manera
que es pot aixecar a 1/29 i la definicié és correcta. Per exemple, [Fllgd =
(E(F)?)Y2 = |E(F)|; aixi, doncs, [=1[g1 només és una seminorma (pot ser
anullada per una funcié no nulla f). Es pot provar en canvi que [-1[gd és una
norma per a totd = 2.

7 Proposicio (teorema de Von Neumann generalitzat) Sigui v: Zy - R*
una mesura k-pseudoaleatoria. Siguin o, f1,...,fk—1: Zn - R funcions que
satisfan |fi(X)| =1+ v(Xx) peracada x [ Z} icadai=0,...,k—1. Aleshores,

Lgr— -
E filx+ir) | x,r [Z4 <O( min [Hgi:)+o(1). ©)

i=0 k=1

En aquesta proposicio, I'’equacio (3) relaciona I’'expressio a la dreta de (2)
amb les normes uniformes de Gowers.

Una familia B de subconjunts de Zy és una o-algebra si és tancada respecte
de les operacions d’interseccié, unié i complementacio i conté el conjunt buit i
Zy. Per atom de B entenem un conjunt minim no buit a B. Els atoms constitu-
eixen una particio de Zy. El valor mitja de la funcié f: Zy - R condicionat a la
o -algebra B és la funcié E(f | B): Zy - R definida com a

L1

E(F1B)CO = (200, ),
y [AlX)

on A(X) és I'atom que conté x. Observem que aquesta funcié és constant a
cada atom.

8 Proposicio (generalitzacio del teorema de Koopman - Von Neumann)

Siguin 0 < € < 1, v: Zy - R* una mesura k-pseudoaleatoria i f: Zy - R
una funcié que satisfa 0 < f(x) = v(x) per a cada x [Z},. Per a N prou gran
existeix una o-algebra B a Zy i un conjunt Q [Bltals que

—1
1 xraV(X) = 0:(N);
2. E(v — 1| B)(X) = 0¢(1) uniformement en X a ZN\Q;
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3. [G-E(g | B) [gi-» = €2 ong ésiguala F en Zy\Q i és 0 a Q.

L’objectiu d’aquesta proposicio és obtenir una descomposicié d’'una funcié
arbitraria en una part uniforme i una altra d’antiuniforme (llevat d’'un petit
error).

La prova de la proposicié 7 ocupa unes quatre pagines i fa servir la desigual-
tat de Cauchy-Schwarz i la k-pseudoaleatoritat de v. La prova de la proposicié 8
ocupa unes dotze pagines i hi apareix per exemple el teorema classic de
Weierstrass sobre I'aproximacio de funcions per polinomis.

2.1.2 Laprova del teorema 5. Amb I'ajuda dels tres resultats esmentats, la
prova ja és facil (mitja pagina) i la indiquem breument. Siguin &, k, v i ¥ com
en el teorema 5, i € > O arbitrari pero fixat. La proposicié 8 ens proporciona
aleshores una c-algebra B i el conjunt Q [CH. Posem f = g+ h,ong =
f —E(f | B) i h = E(F | B). El valor mitja
1
S=E fT(x+ir) | x,r CZj
i=0

del teorema 5 I'expressem, gracies a la linealitat de E, com a:

5 -

S=E h(x+ir)|x,r CZ, + E (goh)(x+ir)|x,r Zj
i=0 i=0
=M +E,

on la suma E conté tots els 2K — 1 sumands en els quals, en el producte, apareix
la funcié g almenys en un factor. Podem prescindir del conjunt excepcional Q,
d’acord amb la proposicié 8. A banda d’aquest, d’acord amb la proposicio 8 el
valor mitja condicionat E(v | B) es comporta més o menys com la constant 1 i,
per tant, la versié del teorema 4 de Szemerédi ens dona M = c(k, d) — Ok,5¢(1).
Cadascun dels 2X — 1 sumands de la suma E és petit gracies a la proposici6 8 i
la proposicié 7, aixi que
E=0EY?) +0(1).

Tot plegat, arribem a
S =c(k, 8) — Ok(e2") — O se (1) .

Com que € = 0 es pot escollir arbitrariament, la fita inferior de E(-) al teorema 4
queda provada.

2.2 Els nombres primers com a subconjunt dens d’'un conjunt
pseudoaleatori

Un cop provat el teorema relatiu de Szemerédi, el segon pas consisteix a provar
que els nombres primers es poden descriure com un subconjunt dens d’algun
conjunt pseudoaleatori.
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La funci6 de Von Mangoldt A: N - R es defineix com a

[ 1
@gp, sin=p™m

A(N) =
@; altrament.

Recordem que la funcié de Mébius p: N - {—1,0, 1} es defineix p(n) = (—1)",
si n és un producte de r nombres primers diferents, i p(n) = 0 altrament (pero
p(1) =1). val la identitat

1
A(n) = p(d)log(n/d),
din

que és la féormula d’inversio de M6bius de la identitat logn = Iﬁl/\(d), que
es dedueix de la definicié de A. La funcio d’Euler ¢: N - N donada per la
formula @(N) = Nn(1 —1/p1) - - - (1 — 1/pr), on p; s6n els nombres primers
que divideixen n, déna la quantitat de nombres m [Nl m < n, relativament
primers amb n. El simbol p denotara sempre un nombre primer.

Del teorema dels nombres primers (la quantitat de nombres primers menors
que X és asimptoticament x/logx) es dedueix que E(A(N) | n [CZ4) = 1+0(1).
Si existissin una mesura k-pseudoaleatoria v i una constant ¢ = c(k) > 0, de
manera que

v(n) = c/A(Nn) (4)

per a cada n [Z\, el teorema 5 implicaria immediatament el teorema de
Green-Tao (ja que E(cN\) =c +0(1) = & = 0 per aun N gran, i nombres de
la forma n = p" amb r = 2 es poden ometre). Una mesura v aixi, pero, no
existeix. Per a g [NJ la mesura v esta repartida més o menys equitativament
entre q classes modul g, mentre que A esta concentrada en les ¢ (q) classes
dels nombres relativament primers amb q. Com que liminf¢$(q)/q =0, per a
un N gran, la desigualtat (4) no es pot obtenir. L’estratégia senzilla de trobar la
mesura k-pseudoaleatoria v que satisfaci (4), doncs, no funciona.

2.2.1 La funcio de Von Mangoldt modificada Green i Tao van evitar aquest
problema amb I'anomenat truc-W. Sigui w = w(N) una funcié de creixement
lent (n’hi ha prou, per exemple, amb w = logloglog N) i sigui

—1

W=wWN)= p.

psw

La funcio A de Von Mangoldt modificada es defineix per la relacio:

g
logWn +1) siWn+ 1 és primer,
Agh) =

FeH

altrament.

Adonem-nos que, si N segueix una progressio aritmetica, també ho fa Wn +
1. La funcié A\ modificada aixi ja es pot fitar superiorment per una mesura
k-pseudoaleatoria.
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. . _ 1 . .
9 F’ro_posmlo Sigui g = Ky | N_ un nombre primer prou gran. Aleshores
existeix una mesura k-pseudoaleatoria v: Zy —» R*, de manera que

Ach)

1

V(n) = W

val per a cada n de lI'interval ekN = n < 2exN.

Del teorema 5 i la proposicio 9, el teorema Green-Tao ja es dedueix de
manera senzilla. Al lector potser se li acudiran dos problemes técnics:

1. La progressio aritmeética ha de ser a N i no a Zy.
Aix0 es resol si limitam n a I'interval [exN, 2exN].

2. No volem progressions aritmetiques degenerades del tipus X +ir, 0 <
i=sk—lambr =0.
En E(-) al teorema 5, pero, aquestes progressions hi contribueixen només
en O(Iogk N/N) = o(1) i no tenen cap influéncia.

Com es defineix la mesura v de la proposici6 9?

10 Definicid La funcié abreujada de Von Mangoldt Agr(n), on R > 0 és un
parametre, és definida per la relacié:

1 1
Ar(N) = u(d)log(R/d) =  p(d)log.(R/d),
d|n,d<R din

on log, x = max(0, log x).

Goldston i Yildirim® [17, 18, 19] van investigar la funcié Agr en relacié amb les
estimacions dels intervals entre nombres primers consecutius.

—1o-k-4

11 Definicié Siguin R = N
funcio v: Zy -» R* amb la formula

i €k definit com a la Proposici6 9. Definim la

1

%‘NQ : |0;R -AR(Wn +1)? peran [[8N,2eN],
v(n) =

@ altrament.

Green i Tao van provar que la funcié v definida aixi té la propietat caracte-
ristica de la proposicid 9 (lema 8.4 a [23]), que és una mesura (lema 8.7 a [23]) i
que és k-pseudoaleatoria (proposicions 8.8 i 8.10 a [23]).

Amb aixd hem acabat la visid general de la prova del teorema 1. Ara des-
criurem com Green i Tao van provar la k-pseudoaleatorietat de v.

Com ells mateixos exposen, els procediments habituals basats en métodes
de sedas (sieve theory), que van esforcar-se a aplicar, es van mostrar insuficients.

6 Daniel Goldston (1954) és professor a la Universitat Estatal de San José de California, als
Estats Units. Yalcin Yildirim (1961) treballa a la Universitat Bogazici d’Istanbul, a Turquia.



238 Martin Klazar

Després A. Granville els va aconsellar que intentessin utilitzar un nou metode
per estimacions de la funcié Ar amb ajuda de la integracié complexa, que
D. Goldston i C. Yildirim van desenvolupar mentre investigaven la grandaria
de I’espai entre nombres primers consecutius. Green i Tao van trobar que el
meétode Goldston-Yildirim funciona amb exactitud per assolir una expressio
asimptotica pels productes de quadrats de la funcié Agr, que sén necessaris per
a la prova de la k-pseudoaleatorietat de v.

2.2.2 La prova de la k-pseudoaleatorietat de v amb el métode Goldston i
Yildirim.

oposicio (Goldston i Yildirim) Considerem m funcions lineals W;(x) =

j=1LijXj + bi, i [Jin], amb t variables, on Ljj i bj son nombres complexos
que compleixen |Lij| < %W(N)UZ, la matriu (L;;) no té files nulles i cap fila no
és un multiple d’'una altra. Sigui B = 1, x - - - x I, on |I; [CRIs6n t intervals,
cadascun d’una llargaria almenys R1°™. Llavors, per a una funcié de creixement
prou lent w(N), es satisfa
i — :' "Wiogr !
2 t _ 9
E NRWUYixX))+D | x BInZ" =A+0mt(1)) —(——
- W)

La condicio de les formes lineals per a v (com també la propietat E(v) =
1+ 0(1)) s’aconsegueix amb I'aplicacio de la proposicié 12. En la prova de la
proposicio 12 el valor mitja presentat més amunys’expressa (llevat d’un petit

error) amb I'ajuda de les integrals (des d’arai = —1)
;. = T Rzhu;
D R F(Z,U) 2 2 de de
@nim M j=1 Zyu;
1 D':':%j)u(ej) 1 iy
=" --- ———ua—— Mge(p) —— dz; duj,
EED dZiel , 22z 921 dui
1 1 deNTj=1 i ©j P i=1 “i-i

on integrem 2m vegades en el pla complex sobre el camil; = {$+i't: T R},

z=(z1,...,Zm) i U= (Uy,...,Um) s6n 2m variables complexes, les compo-
nentsded = (dy,...,dm) ie =(e1,...,em) s6n nombres naturals i
1
Mdae(P) = ot {x [Z}: OIi] pldjej CWIP;j(x)+1=0}.

En aquesta igualtat es fan servir la definicid de la funcidé NAg, I'intercanvi de
I’'ordre entre el sumatori i les integrals, i la representaci6 integral de la funcié
log.. (que surt a la definicié AR):

log, Xx=—— —dz
9+ 2mi r z2

peracadax >0realicadacamil ={a+it: T (R}, a>0.
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Per a cada real ¢ > 0 denotem per DI' = {(z,u) CCP™: — o < Re(zj),
Re(uj) < 100, j [[in]}. Donada una funcié G = G(z,u) amb 2m variables,
holomorfa a la regi6 D, denotem per V|(G, D) el suprem sup, ,, ;|0G(z, u)|
quan 0G recorre la fila I. La funcié F(z, u), que apareix en la integral multiple
de la proposici6 12, fent servir els productes d’Euler per als nombres primers,
es factoritza com a F = G1;G,G3, amb

TLklpt=s)a-pt) _ T—AA+z+uy)

1-—p 1z u j=1 (1 +2z;)C(1+uj)’

G3(z,u) =
j=1 p

onc(s) = pA- p~s)™1 = =1 n7S és la classica funcié de Riemann. Ai-
xi, Gz és holomorfa per a Re(zj),Re(uj) = 0. Les funcions G; i G, son do-
nades amb productes d’Euler més complicats, pero resulta que també sén
funcions holomorfes una mica a I’esquerra de 0, és a dir, a D = DJ)g,,,, i com-
pleixen G1(0,0) = 1 + o (1), G2(0,0) = (W/DP(W))™, Vm(G1,D) = Om(1) i
Vm (G2, D) < w(N)°mMWMN) (lema 9.3 a [23]). Green i Tao van calcular la inte-
gral multiple de la proposicié 12, que dona E(-), amb ajuda del lema seglent,
que també atribueixen a Goldstone i Yildrim [19].

13 Lema Sigui G(z, u) una funci6 de 2m variables complexes que depenen del
parametre real N > 0, holomorfa en D = DJ' per algun o > 0 i que satisfa

I'estimacio Vim (G, D) = exp(Om.o (log”’3 R)).7 Llavors
1 1

1 X1 +z; +u;) R%*Y
. G Arzivug) RE™ g
(2T[|)m M M1 j=1 Z(1+ZJ)Z(1+UJ) Zj uj

= G(0,0) |09m R + Om,c (Vj (G,D) |Ogm_J R) + Om.o (e—6 log R)
i=1

per algun & = 3(m) > 0.

Després I'expressid asimptotica buscada es dedueix de I'aplicacio del le-
ma13aG =G1G, i o = 1/6m: com que R = NK 277" j w(N) és de creixement
prou lent, la hipotesis del lema 13 sobre Vim (G, D) es satisfa, i G(0,0) log™ R
és d’'un ordre més gran que la resta d’elements. La prova del lema 13 es fa per
induccio sobre m i ocupa en I'apendix del preprint [23] unes quatre pagines.
Fa servir residus, la deformacio del cami d’integracio i I'abséncia de zeros de la
funcié Z(s) que apareix al denominador de I'integrand.®

3 Breu historia de la investigacio dels nombres primers

La gent es dedica als nombres primers ja des de I'antiguitat i el descobriment
de les seves propietats és una de les branques més boniques i importants de la

7 R =R(N) és funcié de N. El lema es fa servir amb R com a la definici6 11.
8 El setembre de 2004 Tao a [52] va donar una prova simplificada de la proposicio 12, que ja
no necessita les propietats de la funcié Z(s).
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matematica. La importancia practica dels nombres primers per a la criptografia
i la transmissi6 d’informacio, pero, va ser descoberta no fa gaire, a la década
dels setanta del segle xx. Introduim algunes de les fites més rellevants en
la historia de les investigacions sobre els nombres primers. El teorema de
Green-Tao sens dubte n’és una.

= Euclides al segle iv a. C. va incloure als seus Elements la prova que el
conjunt de nombres primers no és finit ([2]).

« El 1640 Pierre de Fermat (1601-1665) va enunciar: si p és un nombre
primer, llavors p divideix NP — n per a cada nombre natural n. Aquest
teorema, conegut com el petit teorema de Fermat, el va demostrar Euler
I'any 1736 ([10, 37]).

e Leonhardt Euler (1707-1783) també va demostrar una altra afirmacio de
Fermat que tot nombre primer de la forma Ap+ és una su% dos
quadrats ([10]). A més, va establir la identitat (1 — pS)l= =1ns,
qﬂs valida per as > 1, fins i tot per a Re(s) > 1, i va provar que la série

preP* és divergent.

e L’any 1794 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va demostrar que, per a
cada nombre primer p de la forma 22" + 1, es pot construir un poligon
regular de p costats amb regle i compas ([26, 27, 46]). L’any 1796 va trobar
la prova de la llei de reciprocitat quadratica i, potser encara abans, va
deduir empiricament el teorema dels [_Hyf)mbres primers: Tt (x) ¥ logX,
0 bé mes exactament 1t (x) CIi{x) = , (dt/logt) ([16]). (El simbol 1t(x)
tradicionalment es fa servir per denotar la quantitat de nombres primers
més petits o iguals que X).

= Peter Dirichlet (1805-1859) va demostrar I'any 1837 que, per a cada
dos nombres relativament primers a, m [N, la progressi6é aritmeética
{a+im:1=0,1,2,...} conté infinits nombres primers ([8, 34, 43, 53]).

* Pafnuty Lvovich Txebixev (1824-1894) va assolir I'any 1852 una forma
feble del teorema dels nombres primers: per a X = 2 i dues constants
positives cq, ¢, es satisfa c1x/logx < 11(X) < cyx/logx ([16, 34, 53)).

= Bernhard Riemann (1826-1866) va publicar I'any 1859 el treball revolucio-
nari Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse [40], en
el qual va esbossar el métode de prova del teorema dels nombres primers
basat en I'analisi complexa i on es formula la famosa hipotesi de Riemann,
un dels problemes matematics oberts més intrigants de l'actualitat: si
Z(s) =0iRe(s) >0, llavors Re(s) = 1/2 ([40, 9]).

* Jacques Hadamard (1865-1963) i Charles de la Vallée Poussin (1866—
1962) I'any 1896 van donar independentment, fent servir métodes d’ana-
lisi complexa, la primera prova del teorema del nombre primer ([9, 16, 53,
55]).

« Viggo Brun (1882-1978), poc després de la | Guerra Mundial, va crear amb
treballs innovadors una nova disciplina de la teoria de nombres basada en
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metodes de sedas. Va aconseguir demostrar, per exemple, que existeixen
infinites parelles de nombres de la forma n, n + 2 tals que tots dos tenen,
pel cap alt 9 factors primers (comptats amb multiplicitat) i que la suma
dels inversos dels primers bessons convergeix ([3, 22]).

Lev Genrikhovich Snirelman (1905-1938) va publicar I'any 1930 el teorema
segons el qual hi ha una constant absoluta c tal que cada nombre natural
N = 2 és la suma, a tot estirar, de ¢ nombres primers ([48, 45, 33]).

Ivan Matveevich Vinogradov (1891-1983) va demostrar I'any 1937 que tot
nombre senar prou gran és la suma de tres nombres primers ([54, 21, 33]).

Paul ErdGs (1913-1996) i Atle Selberg (1917) van trobar I'any 1949 la
prova elemental del teorema del nombre primer, és a dir, sense fer servir
I'analisi complexa ([11, 42, 29, 34, 35]).

Jin-run Chen (1933-1996) I'any 1966 va demostrar que existeix una quan-
titat infinita de nombres primers p, de manera que p + 2 també és o bé
un nombre primer o bé una suma de dos nombres primers ([4, 5, 33]).

Yuri Matiasevitx (1947) va resoldre I'any 1970 el desé problema de Hilbert:
va provar que la resolubilitat en els enters d’equacions polindmiques
a coeficients enters és un problema algorismicament irresoluble. De la
seva solucié se’n dedueix que existeix un polinomi a coeficients enters
P(X1,...,%Xr), de manera que el conjunt N n P(N") és precisament un
conjunt de nombres primers ([30, 31, 7], [32]).

Vaughan R. Pratt (1944) va demostrar I'any 1975 que la propietat de ser
un nombre primer pertany, en la teoria de la complexitat algorismica, a la
classe de problemes anomenada NP ([38, 6, 36]).

Michael O. Rabin (1931) va donar I’'any 1976 un algorisme probabilistic per
decidir en temps polinomial si un nombre donat és primer ([39, 6, 28, 36]).

Ron Rivest (1947), Adi Shamir (1952) i Len Adleman (1945) van publi-
car I'any 1977 un sistema criptografic amb una clau publica, anomenat
després sistema RSA segons les seves inicials, basat en la dificultat de la
factoritzacio dels nombres en nombres primers ([6, 36, 41]).

Peter Shor (1959) va donar I'any 1994 un algorisme quantic que permet
obtenir en temps polinomial la factoritzacié6 de nombres naturals en
nombres primers ([44, 6]).

John Friedlander (1941) i Henryk Iwaniec (1947) van demostrar I'any
1998 que existeix una quantitat infinita de nombres primers de la forma
x? +y% x,y [NI([12] a [13]).

Roger Heath-Brown (1952) va demostrar I'any 2001 que existeix una
guantitat infinita de nombres primers de la forma x3 + 2y 3, x,y
([24)).

Manindra Agrawal (1966), Neeraj Kayal (1979) i Nitin Saxena (1981) I'any
2002 van trobar conjuntament el primer test de primalitat determinista
que s’executa en temps polinomial ([1]).
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