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L'algebra de grup: problemes de Brauer
numeros 1i 2
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Resum En aquesta nota introduim I'algebra complexa CG d’'un grup finit G i els
celebres problemes primer i segon de Brauer. Finalment proposem els que al nostre
parer son els reptes més importants en I'estudi de CG.
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1 Grups finits

Una de les frases famoses (atribuida a E. T. Bell) sobre la teoria de grups és
«on hi ha caos, els grups ordenenx... excepte quan el caos es troba a la mateixa
teoria de grups. El concepte de grup, com avui el coneixem i que tan natural
ens pareix, ha trigat, pero, més de dos mil anys a descobrir-se. Els grups estan
per tot arreu a les matematiques i formen I'estructura fonamental i basica,
la minima que probablement té interés estudiar. On hi ha una certa simetria,
quan en una equacio pots canviar la x per lay... és segur que darrere hi ha un
grup. Aquesta estructura basica té una riquesa i una profunditat sorprenents.
Pero I'estructura és tan minima que, per on comencem a estudiar els grups?
Amb quines eines comptem?

Amb poques. Estem interessats en els conjunts G on tenim definida una
operacié... que s6n molts. Per exemple, sumar funcions, multiplicar nimeros,
compondre aplicacions, multiplicar matrius. Es a dir, per a cada dos elements
X,y [G] tenim definit un x - y [CGI Totes les possibles operacions en G no
son interessants: de fet, la immensa majoria no ho sén. Com tots sabem, G és
grup si

xX-y)-z=x-(y-2)



130 Gabriel Navarro

per a tots X, y,z [GI] si existeix un element 1 [ Gltal que

per a tot X [GJi si per a tot x [Glexisteix uny [Gltal que
X-y=y -x=1.

Aquestes son les lleis naturals que la nostra experiéncia matematica ens ha
dictat.

En aquest article, només considerem grups amb un numero finit d’ele-
ments. Els grups amb pocs elements sén massa petits per a ser interessants:
G = {1} (el grup trivial), G = {1} (el grup amb dos elements), G = {1, w, w?},
on w? = 1 (per exemple, w = %5 30y Si n > 0 és un enter, sempre hi ha un
grup amb n elements molt senzill:

2mik

Cn:{e n

|[l<k=<n}

que és el grup ciclic de les arrels n-simes de la unitat en C. Hi ha dos tipus de
grups amb quatre elements: G = C4 o H = {(x1, £1)}. Aquests dos grups no
sén isomorfs perqué no hi existeix cap aplicacio bijectiva

a:G - H

tal que
a(x-y) =a(x) - ay),

per a tots X,y [GI (En H tenim h? = 1 per a tot h [H], i acd no és veritat en
G.)
Tots aquests grups del paragraf d’abans sén abelians: sén grups on

X-y:y-x

per a tots X,y [GI Els grups abelians s6n massa particulars i no reflecteixen
I’esséncia general dels grups. El primer grup finit no abelia és el grup Sz de
simetries del triangle equilater, un grup amb sis elements. Aquest grup és
isomorf al grup d’aplicacions bijectives (permutacions) d’un conjunt de tres
elements en ell mateix. Si volem un exemple de grup en qui pensar al llarg
d’aquest article, jo recomanaria G = S, (el grup de les permutacions d’un
conjunt de n elements), o el grup GL(n, q) de les matrius invertibles n x n
sobre un cos de q elements.

2 L’algebra de grup

Com s’estudien els grups finits? Hi ha dues maneres fonamentals. L'una con-
sisteix a mirar-hi a dintre: els tipus de subgrups que té, com aquests es rela-
cionen entre ells... L’altra és estudiar les representacions del grup, que és com
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mirar els grups des de fora. Sembla que va ser Cayley el primer que va tenir
la idea meravellosa de construir I'algebra d’un grup, que és I'essencia de la te-
oria de representacions. Quan construeixes I'algebra del grup, de sobte jpots
aplicar teoria d’anells per a estudiar grups!
Qué és I'algebra d’'un grup finit G? Si ens centrem en el cas més senzill,
I’algebra complexa de G és el conjunt CG de sumes formals
1

agg,
g [G1

on ag [ClL’expressié «<sumes formals» ens indica que dos elements

agg = bgyg
g [G]1 g [G]1

son iguals si i només si ag = by per atot g [GIEs adir, CG és I'espai vectorial
sobre C amb base G. Aleshores, en CG es poden sumar elements:
1 1 1
agg + bgg = (ag +bg)g;
glLGl glLGl glLGl

es poden multiplicar elements de CG per elements de C:
—1 —1

pero sobretot, i més important, en CG es poden multiplicar elements:

1 111 1
L1 L1 1
L1 a4g T pyg L= agbn(gh) .
g [G] [eguen] g,h [G]1

Amb aquestes operacions CG és una algebra sobre C. (Una algebra és un es-
pai vectorial, que també és un anell, amb operacions compatibles. L’exemple
canonic d’'una algebra és

Matn (C),

I’algebra de matrius n x N amb entrades en C.)
En general, si A és una algebra sobre C, els ideals de A son els subespais |
de A tals que
xly [1]1

per a tots X,y [Al Els ideals | de A sén importants perqué ens permeten
definir I'algebra quocient A/I. Les algebres que no tenen ideals (excepte O i
A) es diuen simples. No és gaire dificil provar que les algebres Mat,(C) sén
simples.

El teorema de Wedderbun ens clarifica com sén totes les algebres sobre C.
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1 Teorema (Wedderburn) Siga A una algebra de dimensi6 finita sobre C. Ales-
hores A té un namero finit d’ideals minimals {B3,...,Bk}, i

A=B; - [Bd.

També
Bi [Mhtn,(C)

per a alguns enters n; univocament definits.

Es a dir, qualsevol algebra de dimensio finita sobre C, i en particular I'alge-
bra d’un grup G finit és suma directa

CG = Mat,,, (C) [=3- [Mht,, (C) (1)

per a alguns enters n; univocament determinats per G. Els nimeros n; son els
graus dels caracters de G.

Abans de continuar amb I'estudi de I'algebra de grup sobre C, fem una
petita digressié. Si canviem C per un cos no algebraicament tancat (i encara
meés si canviem C per un anell R) la férmula (1) ja no té per qué ser certa. Si
R és anell, podem construir RG de la mateixa manera que hem construit CG,
i el que obtenim és la R-algebra RG. El 1940, G. Higman proposa un problema
molt famads: és veritat que I'algebra ZG determina G? El 2001, M. Hertweck
va trobar un contraexemple en [4]. (El lector interessat a coneixer la historia
d’aquest problema pot llegir [11].)

3 El problema numero 1 de Brauer

En el seu celebrat article [1], el problema nimero 1 de Brauer proposa: Quines
C-algebres s6n algebres de grup?

En vista del teorema de Wedderburn, el problema 1 és equivalent a pre-
guntar: donada una série de nimeros ny, ..., Nk, quan existeix un grup finit G
amb

CG = Matp, (C) - [Mht,, (C) ?

Aquesta sembla una pregunta massa general per a poder ser contestada apro-
piadament, pero ens «obliga» a buscar la relacié entre els nimeros nj, la mul-
tiplicitat amb qué apareixen, i I’estructura de G.

Si calculem dimensions en I’equaci6 (1), tenim

| S|

IGl= nj. )
j=1

Com CG és una algebra commutativa si i només si G és abelia, si aplicam

(1) lavors els grups abelians s6n exactament els grups G tals que CG és una

suma directa d’algebres isomorfes a C. En particular, C [1- [CCI(n vegades)

sempre és una algebra de grup: I'algebra de qualsevol grup abelia d’ordre n.
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Utilitzant aquest argument i I’equaci6 (2) tenim que I'algebra del grup G = S3
(grup no abelia d’ordre 6) és

C CCICMht,(C).

De seguida, calcularem el nUmero r de n; que son iguals a 1. Pel teorema
de Wedderburn, tenim que r és el numero d’ideals de CG amb dimensi6 1. Per
exemple, —

] gl

gLG1
és un ideal de dimensi6 1. En general, si I’espai vectorial generat per 0 & v [1
CG és un ideal, aleshores I'equacié vg = agv determina un homomorfisme de
grups

X:G - C~™

definit per x(g) = ag. El reciproc també és veritat: cada homomorfisme
X: G - C* determina un ideal generat per un element diferent de zero, i com-
provem facilment que el nimero d’'uns en la descomposicié de Wedderburn
de CG és el numero d’homomorfismes de grups x: G — C*. Aquest és molt
facil de calcular utilitzant teoria elemental de grups: és I'ordre del grup

G/GH

on G™s el menor subgrup normal N de G tal que G/N és abelia. En particular,
deduim que r és un divisor de |G]. Es a dir,

| S—
r divideix  n?. ©)
j=1

També es pot dir alguna cosa sobre el nombre k d’ideals en el teorema de
Wedderburn. El centre d’una algebra A és la subalgebra Z(A) = {z [CAljza =
az per a tot a AR, Per exemple, si K = clg(x) = {g~'xg|g G} és la classe
de conjugacié de X, tenim

1
K=+ y [Z{CG)
y K1
perqué
g~ HKg = K]

per a tot g [CGI Com les matrius escalars sén les Uniques que commuten amb
totes les matrius, utilitzant I’equacio (1) tenim

k = dimc(Z(CG)).

Draltra banda, és molt facil comprovar que els elements {K | K [cl(G)} for-
men una base de Z(CG) (on cl(G) és el conjunt de les classes de conjugaci6
de G). Deduim que

k= [cl(G)]. “®
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L’equacio (4) ja ens dona una restriccié general important per als nimeros nj
que venen d’una algebra de grup. El teorema de Landau sobre el nombre de
classes de conjugacio k d’'un grup finit d’ordre n, afirma que hi ha una deter-
minada funcio T tal que n < (k). Es pot deduir que si n és gran, aleshores k
no pot ser petit. Molt recentment, uns resultats de A. Moretd en [8] indiquen
qgue si n és gran, aleshores ha d’existir un j tal que nj es repeteix moltes
vegades. Aquesta seria una altra restriccié important al problema de Brauer.

La seglent relacié que els niumeros n; han de satisfer és una mica més
profunda i té a veure amb propietats dels enters algebraics: els nimeros nj
divideixen I'ordre de G. Es a dir:

| S|
n; divideix  nf. 5)
j=1
Per a grups d’ordre n petit, totes aquestes rela%aﬁ son suficients per a calcu-
lar els nj. Per exemple, si G té ordre n =15 = j=1 njz, i existeix algun n; > 1,
aleshores nj hauria de ser un divisor de 15. L’Gnica possibilitat seria nj = 3,
pero tindriem r = 6, que no divideix 15. Deduim que tots els nj s6n uns i, per
tant, que G és abelia.
Ja hem dit que lI'algebra C [=1- [Clés una algebra de grup. Sembla que el
seglient cas a considerar és

A=C [1- [CI[Mhty,(C) 4. [Mhty(C), (6)

on suposem que C apareix r vegades i m apareix t vegades. Si A és algebra
de grup, aleshores m divideix r per (5) i r divideix m?t per (3). Perd aquestes
dues condicions no son suficients per a garantir que A siga una algebra de
grup. Per exemple, es pot comprovar que

C CCICCICCICCI Mhts(C)

no és una algebra de grup. Un estudi amb deteniment d’aquest cas (6) ens fa
pensar que el problema nimero 1 de Brauer no té probablement una bona
resposta.

4 El problema numero 2 de Brauer

El problema nimero 2 de Brauer pregunta: Quan dos grups no isomorfs tenen
algebres de grups isomorfes? En altres paraules, qué sap CG de G? Segons la
nostra opinid, aquest és un problema molt més interessant. Es notable que
varen passar molts anys des que Brauer va proposar el problema ndmero 2
fins que M. Isaacs va provar el segient en [6].

2 Teorema (Isaacs) Siguen G i H dos grups finits amb CG [CH. Si G és nil-
potent, aleshores H és nilpotent.
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Uns anys després nosaltres vam provar el mateix resultat per a cossos K
algebraicament tancats de caracteristica p, [9].

Recordem que un grup és nilpotent si i sols si els seus subgrups de
Sylow s6n normals. (Donat un ndmero primer p, els p-subgrups de Sylow de
G son els subgrups d’ordre la major poténcia de p que divideix |G|. Aquests
subgrups existeixen i son conjugats.) En altres paraules, G és nilpotent si

G=Pyx- xPp,

on els subgrups Pj tenen ordre poténcia de nimero primer.

Uns anys després i amb un argument molt simple, J. Cossey i T. Hawkes,
van provar en [2] que CG determina |G/OP(G)| per a cada ndmero primer p.
(El subgrup OP(G) és el menor normal N de G tal que |G/N| és una poténcia
de p.) Com és facil de comprovar, G és nilpotent si i sols si p no divideix
|G/OP(G)| per a tot nUmero primer (i com a consequéncia s’obté el teorema
d’lsaacs).

Altres classes de grups estudiats han estat els superresolubles i els p-des-
componibles. Els primers no s6n detectables per I'algebra de grup ([3]) i els
segons si ([7]), cosa que no és massa sorprenent, segons la nostra opinio.

Nosaltres considerem que hi ha dos problemes fonamentals sobre I'algebra
de grup que s’han de resoldre. Pensem que I'algebra de grup CG esta relaci-
onada amb les propietats aritmetiques de G, i que son aquestes les que val la
pena estudiar.

Problema A Siguen G i H dos grups finits amb CG [CH. Si G és resoluble,
és H resoluble?

Aquest problema va ser mencionat per primera vegada (creiem) a [5] i sem-
bla molt dificil d’atacar. Un grup G és resoluble si, per exemple, té una cadena
de subgrups

1=Gg<G1<---<Gx<Gys1 =G,

on Gj @i Gij/Gj+1 és un grup abelia. (Els grups resolubles apareixen his-
toricament lligats a Galois i a la resolubilitat d’equacions polinomiques per
radicals i s6n ben importants.) Perd, com I'existéncia d’aquests subgrups nor-
mals reflecteix i es reflexa en els nimeros n;?

El problema B sembla fonamental.

Problema B Siguen G i H dos grups finits amb CG [CCH, i siga p un niumero
primer. Si G té un p-Sylow normal, té H un p-Sylow normal?

El problema B va ser proposat en [10] i algunes consideracions i alguns
casos els tractarem alli. Nosaltres creiem que el futur de I'estudi de I'algebra
de grup CG depeén de la resolucié o no dels problemes A i B.

Per a acabar. Un problema relacionat amb el problema 2 de Brauer és estu-
diar qué determina el conjunt cd(G) dels graus de caracters d’un grup finit G.
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Com ja sabem, conéixer CG és coneixer cd(G) amb la multiplicitat en qué apa-
reix cada grau de caracter n;. Es molt facil comprovar que el conjunt cd(G) no
determina si G té un p-Sylow normal. Per exemple cd(S3) = cd(D4) = {1, 2},
on D4 és el grup de simetries del quadrat, i S3 no té un 2-Sylow normal. Pero
si que és un problema obert coneixer si cd(G) determina si G és resoluble.
Aquest problema sembla que trigara molts anys a ser provat.

Agraiments. A Pasqual Sala per la seva ajuda. Aquest article esta financat
pel Ministeri d’Educaci6 i Ciéncia, projecte MTM2004-06067-C02-01.
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