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Cristalls de spin

DAVID MARQUEZ-CARRERAS I CARLES ROVIRA

Resum

L’estudi dels cristalls de spin iniciat a partir dels anys setanta ha tingut darre-
rament grans avencos en termes matematics. En aquest article presentem, de
manera divulgativa, els conceptes basics d’aquesta area, detallem el seu marc
matematic, descrivim els models classics que considerem més importants i
expliquem algunes de les tecniques que s’utilitzen per a estudiar-los.

Paraules clau: cristalls de spin, mesura de Gibbs
Classificacio AMS: 82B44.

1 Introduccio

Els cristalls de spin van ser originariament desenvolupats per fisics amb 1’ob-
jectiu de modelitzar estats d’agregacié de la materia on es volia estudiar la re-
lacio entre ’estructura i el comportament magnetic, aplicant-se, per exemple,
a certs materials ferromagneétics o conductors. En general, aquests sistemes,
inclosos els més senzills, son forca complexos ja que el comportament de les
interaccions entre els atoms és molt complicat.

Aquests models van ser tractats inicialment per la fisica teorica dins del
que es coneix com la mecanica estadistica de sistemes desordenats (podeu
veure, per exemple, el llibre de Mezard, Parisi i Vilasoro [10] o 'article dels dos
darrers [11]). L'estudi com a objectes purament matematics és més recent i té
un gran creixement a partir de mitjan anys noranta. Apareixen aixi una serie de
problemes matematics dins del camp de les probabilitats, generalment dificils
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de resoldre. Més concretament, aquests problemes es situen en la teoria de
processos estocastics amb dimensié gran.

Algunes de les arees on s’apliquen aquests models son: les xarxes neuro-
nals, I'optimitzacio, la intelligéncia artificial o la computacio.

Comencarem amb un petit exemple classic que podeu trobar al llibre tot
just acabat d’esmentar [10]. Aquest exemple no esta lligat a problemes de
magnetisme, pero ens permet mostrar quins tipus de models apareixen i in-
troduir alhora dos conceptes importants d’aquests models fisics: la frustaci6
i el desordre.

Considerem que tenim N individus que volem classificar en dos grups se-
gons la seva afinitat. Suposem que entre cada dos individus hi ha un sentiment
de simpatia o d’antipatia i que aquest sentiment és reciproc. Dificilment po-
drem separar els individus en dos grups de manera que en cada grup tots
es caiguin simpatics. Aquesta situacio la podem formalitzar de la manera se-
glient: a cada parella d’'individus i i j, hi associem un nombre J; j que val 1 si
son amics i —1 si no ho son (vaja, si no es cauen bé). A més, a cada individu
i, li assignem una variable s; que pren els valors 1 o —1 segons en quin dels
dos grups situem aquest individu. Aleshores, donat el conjunt de relacions
J:=1{Jij,1 <i< j < N}, objectiu és minimitzar el que seria la quantitat de
desencis generat per la classificacio s := {s;,1 < i < N} en dos grups, és a dir,
minimitzar

H(J,s)=- z Ji,jSiS; -

1<i<j<N

Observem que com més gran és el valor de H(J, s), hi ha més parelles d’indivi-
dus amb sentiment d’antipatia mutu que estan en el mateix grup, i parelles que
es cauen bé en grups diferents; hi ha, per tant, un grau més gran de frustacio.
Aquesta frustracié genera inestabilitat ja que els individus voldran classificar-
se d'una altra manera. Es parla de frustracio, ja que hi haura individus que no
es sentiran comodes on els hem classificat.

El calcul dels s; que minimitzen el desencis és un problema matematic
dificil i molt complex. Una manera alternativa de plantejar aquesta situacio,
és assignar a cada classificacioé s una certa probabilitat

_ exp(-BH(,5))

GN(S) 7n

on Zy és la funci6 de particié o normalitzadora

Zy = > exp(-BH(J,s))

i B un nou parametre del model. Aleshores, el problema de determinar la clas-
sificacié optima es converteix en un problema equivalent que consisteix a es-
tudiar la mesura de probabilitat Gy. A la mecanica estadistica, H(J, s) s’'inter-
preta com l'energia associada a una configuracio, a Gy I'anomenen la mesura
de Gibbs i 8 és l'invers de la temperatura.
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Ens queda encara l'altre concepte important, el desordre. En aquest cas,
I’anomenat desordre ve del fet que el conjunt de relacions J s’escullen a ’atzar
segons una determinada llei de probabilitat. Si apliquem aquest model als
problemes de magnetisme ens trobem amb materials magnetics que poden
ser ferromagnetics (J;; > 0, tendeixen a alinear els spins) o antiferromagnetic
(Ji,j <0).

Resumint, tenim un sistema fisic que es pot trobar en un nombre finit de
configuracions diferents. Per a cada configuracio, el sistema té associada una
determinada energia, que depén de la temperatura del sistema. Llavors, ens
preguntem quina és la probabilitat de trobar-nos en una configuracié concre-
ta després de deixar el sistema a una temperatura determinada durant prou
temps. El desordre (donat pel caracter aleatori de les J) no depén de la tempe-
ratura. Per aix0, es parla de desordre congelat —frozen disorder.

Destaquem també que d’aquests sistemes de particules n’hi ha de dos ti-
pus: els models reals i els models en mitjana —mean-fields. Els primers son els
que més es donen a la naturalesa i és on el model té en compte la localitzacio
geometrica de les particules (per exemple, els atoms haurien d’interaccionar
basicament amb els que tenen al seu voltant); mentre que en els segons s’o-
blida aquesta localitzacié perquée s’accepta que tots els atoms interaccionen
d’alguna manera entre ells. El recull de models que donarem en aquest treball
pertanyen als models en mitjana, ja que els models reals s6n, avui en dia, forca
dificils de tractar.

En aquesta nota volem fer una presentacié divulgativa, pero rigurosa, de
I'estudi dels models anomenats cristalls de spin. El nostre coneixement d’a-
quests models I'hem obtingut fonamentalment a partir dels treballs de M. Ta-
lagrand. Es, per tant, aquesta aproximacio als models de cristalls de spin, la que
presentem aqui. El treball de Talagrand té, a més, una caracteristica excitant:
tot i la seva complexitat, les eines que utilitza sén senzilles, de manera que no
es requereixen coneixements més enlla de la teoria basica de la probabilitat i
algunes propietats de les lleis gaussianes.

Hi ha altres matematics i fisics importants que utilitzen altres metodes per
a tractar aquests models. Podem citar entre d’altres: Aizenman, Ben Arous,
Bovier, Comets, Ghirlanda, Guerra, Guionnet, Lebowitz, Neveu, Parisi, Pastur,
Shcherbina, Stein i Tonelli.

Finalment, 'estructura d’aquest treball és la segiient: en la secci6 2 forma-
litzem el marc matematic presentat a la introducci6. La secci6 3 esta dedicada
a presentar diferents models de cristalls de spin, mentre que en la secci6 4 es
mostren quatre dels aspectes de la mesura de Gibbs que s’estudien. Per aca-
bar, en la secci6 5, demostrem un petit resultat amb 1’'objectiu de presentar
dues de les metodologies basiques per a estudiar aquests models: el métode
de la cavitat —cavity method— i el métode del cami bo —smart path method.
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2 Marc matematic

Els cristalls de spin son sistemes de N particules on cadascuna pot prendre
dos valors: +1 i —1. El conjunt dels possibles valors de les N particules s’a-
nomena espai de configuracions i el designarem per Sy = {—1,1}V. Aixi, una
configuracié o = (01,...,0N) és un element de 3y i cada component d’aques-
ta configuracio6 és un spin (o; = +1). En general podem considerar que N sera
sempre un valor gran.

Cada configuraci6 o té associada una energia que anomenarem el hamil-
tonia del sistema i designarem per Hy (o). Es a dir, Hy és una funci6 real
definida a Xy. Sera el tipus de funci6 d’energia el que determinara el tipus
de model. Com ja hem comentat, a causa del desordre que volem modelitzar,
I’energia sera una variable aleatoria. A partir d’aquesta estructura aleatoria es
reflectira la interacci6 existent entre les diferents configuracions.

Assignarem a cada configuraci6é un pes proporcional al seu factor de Boltz-
mann exp (—BHy (o)), on B és un parametre que representa I'invers de la tem-
peratura. Aixo ens permetra definir una probabilitat sobre X5, anomenada
mesura de Gibbs,

1
Gn(0) = —— exp (-BHN(0)),
ZN
on Zy és el factor de normalitzacio

Zn = Zn(B) = Y. exp(-BHn(0)).
agely

La mesura de Gibbs és un concepte que concerneix la mecanica estadistica
i fisicament la podem interpretar com la probabilitat de trobar-nos en una
configuracié o quan s’ha arribat a ’equilibri després d'un bany térmic prou
llarg de temperatura T = % Parlarem només de models a temperatura alta,
és a dir, quan B és petit. L’estudi d’aquests models per B gran acostuma a ser
forca més complicat.

Aquesta mesura de Gibbs és dues vegades aleatoria, és a dir, tenim dos
nivells d’aleatorietat i podem parlar, per tant, de dos tipus d’esperanca o mit-
jana: respecte a 'espai de configuracions i respecte a I'aleatorietat associada
al hamiltonia. Per a una funcié f: 3y — R designarem per (-) I’esperanca
respecte a la mesura de Gibbs Gy, i. e.

1
=55 3 S0 ew -y - LNf dGy, ()
i després escriurem

v(f) =E(f),

on E denota I'esperanca respecte a l'aleatorietat de I'’energia. La férmula (1)
pot generalitzar-se de manera natural per funcions f: = — R com

(f) = % > f (0’1,...,0'”) exp (— > EHN(O'l)> :

N (o, omesn l1<l<n
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3 Diferents models

En aquest apartat presentarem breument diversos models de cristalls de spin,
comencant pels models més senzills.

3.1 El model REM

El model d’energia aleatoria de Derrida, que denotarem amb I’acronim REM, de
I’'anglés Random Energy Model, va ser introduit per Derrida el 1980 —vegeu,
per exemple, els articles [4] i [5]. En aquest cas, la familia {Hx(0)}ges, €sta
formada per variables aleatories gaussianes centrades i independents amb va-
riancia %, és a dir, Hy (o) ~ N (0, %). Aquest model no té gaire interes real, ja
que la no-correlaci6 entre les configuracions indica una situacio sense interac-
cions entre les particules. No obstan aix0, resulta molt util matematicament
perque, gracies a la seva simplicitat, permet un estudi complet del seu com-
portament. A més, ens ajuda a entendre altres models forca més complicats.

3.2 El model Sherrington-Kirkpatrick (SK)

El hamiltonia que defineix aquest model és:

1
—-Hy(0o) = — 9ij 0i0j,
m 1si<zjsN ! !
on {gij, 1 <1i < j < N} ésuna familia de variables aleatories independents
identicament distribuides amb llei N (0, 1). Podriem dir que aquest és el mo-
del original ja que fou el primer que s’estudia —vegeu l'article de Sherrington
i Kirkpatrick [12].

A diferencia del model REM —tot i que en aquest cas els hamiltonians tam-
bé son variables aleatories gaussianes centrades— si tenim dues configuraci-
ons diferents o! i 02, les seves energies no séon independents. Un petit calcul
ens dona

E(Hy(o)Hy(0?) =+ S olojotol =

J ot
1<i<j<N

2
N1
:§<N 2. Ui10i2> -

1<i<N

N | =

Ens apareix aqui un concepte fonamental, la superposicio (overlap) entre dues
configuracions o i 02 que es defineix com

1
_ = 1.2
R1,2—N > olo?.
1<i<N
Observem que com més semblants sén les dues configuracions, més propera
a 1 estara la superposici6. A més, es té
N
2

d(a',a")zcard{isN:(riqtoi’}z (1-R12),
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ond(-,-) ésla distancia de Hamming que mesura el nombre de coordenades
en les quals dues configuracions difereixen.

3.3 El model d’interaccié de p-spins amb camp extern

La generalitzacidé natural del model acabat de presentar seria un sistema on,
d’'una banda, la interacci6 tingués lloc entre p-spins i, d’altra banda, es tin-
gués en compte la influéncia d'un camp extern. Tenim d’aquesta manera un
hamiltonia del tipus seglient:

—Hn(0o) = un Z Jir,.ip Tiy =+ 04, + h Z o,

(i1,nrip) €AY 1<isN
on
pl \:
N = (2NP*1> !
AR = {(i1,...,ip) ENF;1 =iy < -+ <ip <N},
h>0i{gi,..i,({1,...,ip) € AR} és una familia de variables aleatories gaussi-

anes independents amb llei N (0, 1). La part del hamiltonia h >, ;. 0 repre-
senta el camp magneétic extern que influeix sobre els spinsi que com h > 0 esta
agafat de manera que afavoreix els spins positius per damunt dels negatius.

Quan p = 21i h = 0 (és a dir, sense camp extern) aquest model coincideix
amb el de Sherrington-Kirkpatrick i quan p — o i h = 0 molts comportaments
corresponen als del model REM. Per p = 2 i h > 0 tenim el model SK amb
camp extern que sera el que utilitzarem en la propera seccio.

El model d’interaccié de p-spins sense camp extern fou introduit a la fi-
sica per tal d’estudiar la distribucié dels atoms sotmesos a interaccions més
complexes que les del cas SK —vegeu, per exemple, el treball de Gardner [7].

3.4 El model del perceptroé

Considerem el hamiltonia segiient:

~Hym(0) = > u(\/% > ik Ui),

1<k<M 1<i<N

on M és una petita proporcié de N (és adir, M = N, x > 0), u: R — R ésuna
funcio6 prou regulari {gix, 1 <i <N, 1 <k < M} és una familia de variables
aleatories independents idénticament distribuides amb llei 2N (0, 1).

Aquest model té nombroses aplicacions a les xarxes neuronals, a la com-
putacio i a la intelligencia artificial. S’aplica especialment al que s’anomena
aprenentatge supervisat de reconeixement de formes —supervised learning
for pattern recognition—; vegeu per exemple [9]. Per a una presentacié més
general d’aquest model podeu llegir els articles [6] i [8].
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4 Que s’estudia d’aquests models?

Aquesta secci6 esta dedicada a presentar algunes de les maneres de tractar els
sistemes de cristalls de spin. Com ja hem comentat a la introduccio, la manera
de fer-ho és estudiant la mesura de Gibbs. Aquest estudi el podem fer, pero,
des de diversos punts de vista. Aqui n’explicarem quatre.

Per fer-ho tot més comprensible, ho portarem a terme en el cas particular
del model de Sherrington-Kirkpatrick amb camp extern que té per hamiltonia

B
—BHN(0) = "= > gij0i0; + h > oy, (2)
\/N 1<i<j<N 1<i<N

on h > 0 és el camp extern que actua sobre el sistema tal com s’ha explicat als
apartats 3.2 i 3.3. També adrecem el lector a aquestes seccions per a la resta
de notacié d’aquest hamiltonia.

Aquests estudis es faran tots a temperatura alta (§ petita). Alguns dels
aspectes que observarem poden tenir comportaments diferents (o encara des-
coneguts) a temperatura baixa o en altres models.

Finalment, hem d’indicar que el lector interessat pot trobar una bona mos-
tra d’aquestes propietats en les dues referencies segiients: el capitol 2 del 1li-
bre [13], dedicat al model Sherrington-Kirkpatrick, i I'’estudi del model p-spin
fet a [2].

4.1 La superposicié (overlap)

En la seccio 3.2 hem definit la superposicié entre dues configuracions o' i o2

com
1

R1‘2 = N Z O'iIO'iZ.
1<i<N
Hem vist també la relacié entre R, i la correlacio de la familia de variables
aleatories (Hy(0))gesy- Com que sOn aquestes correlacions les que ens de-
fineixen les propietats dels diferents models, una bona manera de coneéixer
un model és estudiant la llei de la superposicio. Una de les primeres maneres
d’estudiar la llei de la superposicié és amb I'estudi dels seus moments i en
concret de la seva convergeéncia en L2k k> 0.
Sigui g I'tmica soluci6é que pertany a [0, 1] de ’equacid

q = Etanh®(Bz./q + h), (3)

onz ~ N(0,1) és independent de la resta de variables. Observeu que si no hi
ha camp extern, és a dir,si h = 0,esté g = 0.
Aleshores, es compleix que per 8 prou petit

k
v ((Rl,z - q)Zk) = E<<(R1,2 - 01)2k>) = (%) ,
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on L és una constant que no depén ni de k ni de N. A partir d’aquest resultat
(teorema 2.5.1, [13]) s’obtenen també moments exponencials de R; > — g:

N
v (exp 7 (Riz - q)z) <L.

Emprant aquestes desigualtats, es demostra I'anomenat teorema del limit
central per la superposicio: s’obté que la variable aleatoria N ({R12) — q) €és
asimptoticament gaussiana. Més concretament, es demostra que

v (¢ (VN (Riz-a))) — E(b(2),

on ¢ és una funcio6 continua i afitada i z ~ 2N"(0, v2) amb variancia v? especi-
ficada.

Finalment, també es fan estudis més fins de les poténcies de la superpo-
sici6, buscant els seus desenvolupaments de Taylor. Per illustrar-ho donarem
a tall d’exemple un resultat que pot trobar-se a [1]: per a qualsevol n € N i
agafant h = 0, s’ha demostrat I'existencia de constants C(, j) tals que

(i) - $ 982 o),

4.2 L’energia lliure

Un altre aspecte important per a coneixer la mesura de Gibbs és I'estudi del
factor de normalitzacié Zy definit en la seccié 2, anomenat també funcio de
particio. Amb I'objectiu d’estudiar les fluctuacions de la funcié de particio, i
seguint la denominaci6 utilitzada pels fisics, es defineix I’energia lliure asso-
ciada al model com

1
pn(B) = NE (log Zn) .

El resultat fonamental és el segiient: per 8 prou petit i per h > 0 es compleix

2
1\1}91 pn(B) = %(1 —q)% +1log?2 + E (log cosh(Bz,/q + h)),

on z ~ N(0,1) és independent de la resta de variables i g és I'iinica solu-
ci6 pertanyent a [0,1] de I'’equacio6 (3) definida a I'apartat anterior. Aquesta
igualtat es coneix amb la terminologia anglesa de replica-symmetric formula.
A més, per h > 0 es té

.1 B?
J\IH%NlOgE(ZN) =7 +1log?2 +1logcoshh,

de manera que

.1 1
]\IIIEIOIO NE (log Zy) # ]}]13}0 NlogE(ZN).
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En canvi quan h = 0 i per 8 < 1 tenim

2
1\1{1{{)10 %E(logZN) = ]\llizr;%logE(ZN) =7 +log?2.
Obtenim aixi comportaments diferents per als casos h = 0i h > 0. Mentre
que en el primer cas, en escala logaritmica, la mitjana i la mediana de Zy sén
la mateixa (asimptoticament), en el cas h > 0 ja no coincideixen.
Darrerament, Talagrand —vegeu [15]— ha descrit el comportament asimp-
totic de I'energia lliure a qualsevol temperatura per a una amplia classe de
hamiltonians. Ha resolt aixi un dels problemes fonamentals d’aquests models.

4.3 La mesura de Gibbs com a mesura producte

Una altra manera d’estudiar la mesura de Gibbs és comparant-la amb una me-
sura producte, tant localment com global. En el model SK sense camp extern
o amb un camp extern petit (h petit), la mesura de Gibbs té un comportament
diferent en els casos local i global tal com tot seguit exposarem.

Fixat un nombre natural n < N, considerem el conjunt de spins {—1, +1}".
Sigui Gy la projeccio de la mesura de Gibbs sobre aquest conjunt. Definim
també una mesura producte uy , sobre el mateix conjunt, tal que

J Xi dpnn(X) = (xi), Vi<n.
{-1,+1}n

Es facil veure que quan no hi ha camp extern, és a dir, quan h = 0, la mesura
producte py , és la mesura uniforme sobre el conjunt {—1,+1}".
D’una banda, per al cas local s’obté

2
K
E(|GN,n—uh,n!2):=E{ > \GN,n(x>—uh,n<x)r] SRt

xe{-1,+1}n N

per una constant positiva K (7). Aixo vol dir que la mesura de Gibbs vista lo-
calment es comportara asimptoticament com una mesura producte. Més par-
ticularment, en el cas de mancanca de camp extern aquesta mesura producte
és la uniforme.

D’altra banda, quan h = 0 o h és prou petit, aquest comportament local
de la mesura de Gibbs no es compleix de manera global. En efecte, es poden
trobar dos subconjunts A,B C 3y i K > 0 que satisfan

GNA) =2, mnB)=S 0 dAB) =K,

per a tot h < hgy (ho donat) i N suficientment gran (recordem que d és la
distancia de Hamming definida a I'apartat 3.2). Es a dir, que per a N prou
gran, la mesura producte i la mesura de Gibbs s6n molt diferents.

Aquests resultats es poden trobar a [13] —vegeu el teorema 2.4.10— per al
cas local i a [3] per al cas global.
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4.4 La magnetitzacio

El comportament local de la mesura de Gibbs semblant al de la mesura pro-
ducte pp n, fa que una manera d’estudiar el comportament de la mesura de
Gibbs sigui entendre la familia de variables aleatories {(0;)}i<n -

S’obté el resultat segiient: per a 8 prou petit i per a un nombre natural n fi-
xat, podem trobar n variables aleatories gaussianes estandards independents
Z1,...,2Zn tals que

E( Z [(O'i)—tanh(ﬂzi\/a+h)]2) SM’

- N
l<i<n

on recordem que g I’'hem definit a ’apartat 4.1 com I'tinica solucié que pertany
a [0,1] de I'equacio (3).

Aquest resultat el podem interpretar de la manera segiient: la mitjana d’'un
spin respecte a l’aleatorietat a I'espai de configuracions convergeix en llei cap
a una variable aleatoria identificada, és a dir,

(o) Ni» tanh(Bzi\/g + h) .

A més a més, aquestes mitjanes (oy),..., (0y) son asimptoticament indepen-
dents.

Aquests resultats es poden trobar a [14] —vegeu el teorema 5.14. Relacio-
nades amb la magnetitzacio, hi ha també les equacions de Thouless, Anderson
i Palmer —conegudes com a equacions TAP.

5 Un exemple: el comportament asimptotic de la superposicio

En les seccions anteriors ens hem dedicat a fer una introducci6é general al moéon
dels spins; ara, en canvi, el nostre objectiu és la demostracié d’un resultat con-
cret per a mostrar al lector quines son les técniques i eines més habituals que
s’empren. Presentarem aixi dos metodes fonamentals i classics en la recerca
sobre spins: el metode de la cavitat (introduit per Talagrand) i el meétode del
cami bo.

El resultat principal que provarem és el teorema 2.4.2 de [13], que do6na la
convergéncia quadratica de la superposicié cap a I'tinica solucié de I'’equaci6
(3) en el model de SK amb camp extern. Els arguments usats en aquest apartat
es poden comprendre amb coneixements basics de probabilitats.

1 TEOREMA Existeix ¢ tal que, per a tot 3 < o, tenim

v((Rio - a)?) =E((Riz - @)?) <1, @

on q és l'inica solucio de I'equacio (3) i K > 0.
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A continuacié donarem tot un seguit de conceptes, nocions, notacions i
resultats previs que necessitem per a abordar la prova d’aquest teorema.

El métode de la cavitat consisteix en un argument per induccié sobre N
que redueix el sistema inicial de N-spins a un nou sistema amb un spin menys
(d’aqui la paraula cavitat). Per aixo, la idea clau és reagrupar en el hamiltonia
(2) els termes que depenen de oy:

—Hyg(0) := —BHN(0O) = [% Z gi,j 0i0;j + h Z O'i:| +

1<i<j<N-1 1<i<N-1

)

+O'N|:% > gi,NUiJrh].

1<i<N-1

Si designem per p = (01,...,0n-1) Un element de l'espai de configuracions

>n-1 i reemplacem B per B~ = 5«’%, podem veure el primer sumand de (5)

com un hamiltonia de (N — 1)-spins amb parametre §~:

B-
~Hyo15-(p) = —~—— > gijoicj+h > oi.
N-1 l<i<j<N-1 1<i<N-1
Si, a més, escrivim
B
gp)=—= > gin 01,
\/N 1<i<N-1

tindrem
—Hng(0) = —Hn-15-(p) + ON (g(p) + ).

Per (-)_ entendrem la mitjana respecte a la mesura de Gibbs sobre 3y_; amb
hamiltonia Hy_; g-. Aleshores, per a una funci6 f : ¥y — R, un simple calcul
algebraic ens permet escriure la identitat segiient:

(Avfexp[on (g(p) + h)])_
Z b
on Av significa la mitjana respecte a I'altim spin oy = +11i

Z = (Avexp[oy (g(p) + h)])_ = (cosh (g(p) + h)) _.

(f) = (6)

La féormula (6) té una generalitzaci6 immediata per a una funci6 f: X — R,
n=1,

<Avf exp [len o (Q(Pl) + h)]>7
(f) = an ’

on aquest Av vol dir la mitjana respecte a 013] ==+1,...,08 = =1.
Una altra eina molt utilitzada és, tal com hem dit abans, el méetode del cami
bo. Notem

gt(p) =tg(p) + Bz\1 - t|q,
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on z ~ N(0,1) és independent de tots els g; ; i el parametre g € (0,1) és
"tnica soluci6 de I'equaci6 (3). Aleshores, per una funcié f: 2 — R, n > 1,

definim: AvFE
(fre = <‘,J;7nnt>7 ,
t

amb

Ent = Ene(p',...,p") = exp [Z ol (9P + h)} :

l<n

Zy = (AVE1 ;) = (Avexp [on (g:(p) + h)])_ = (cosh (g:(p) + h)) _,

i també
vi(f) =E{(f)¢t.

Observem ara que

vilf) =v(f) =E(f) 1 vo(f) =EAvS)_.

Tota aquesta notacié que sembla complicar les coses en realitat les simplifi-
cara: d’'una banda, habitualment v (f) té una estructura molt més simple i és
meés facil de calcular que v(f); d’altra banda, aquestes dues quantitats estan
relacionades mitjancant I’expressio
1
V() =volf) + | Vit at. @)
Per tant, en lloc d’estudiar v (f), tractarem vy (f) que sera més senzill i prova-
rem de controlar o fitar la derivada v; = %vt.
Per a demostrar el teorema, necessitem tres resultats auxiliars. Els dos pri-
mers es demostren utilitzant el metode de la cavitat, mentre que el tercer és

un simple calcul algebraic a partir de la definicié de vy. Aquests resultats sén
els segiients:

1. Perat € (0,1) i per a tota funcié f definida a =} tenim

viif) =8> D vi(fokokRix—a))-

1<l<k<n
- B*n D> vi(fokof T (Rine1 —a))+ 8)
1<l<n
nn+1)
+ B2 ———Vvi(foR T o (Rps ez — ) -

2

2. Si f és una funci6 no negativa definida a X}, tenim

vi(f) < exp(4n®B?)v(f). (9)
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3. Si f~ ésuna funci6 definida a =j_; aleshores
Vo (f‘(rﬁ,(r]%) = E(tanh® Y)vg (f), (10)
onY = Bz./q + h1iz ésuna variable aleatoria gaussiana estandard.

Podem centrar-nos ja en la demostracié del teorema.

PROVA DEL TEOREMA 1 Definim una modificacié de la superposicié quan no
considerem el darrer spin

1
Rip=5 2. oot

1<i<sN-1
Sigui
Lo? Lo 1.2 2 1.2 _ N-1
f=(0hof ~ ) (Riz = @) = L(OXoF D) + (0} 0% ~ @) Ry~~~ ).
Per un argument de simetria entre els N spins s’obté facilment
v((Riz - @?) = v ((0h0k @) (Riz - ) = v(f). an

Utilitzant ara el métode del cami bo, en tenim prou afitant vo(f) i v; (f).
Estudiem en primer lloc vo(f). De la definici6 de g donada a (3) s’obté
E(tanh’Y) = q. Aleshores, a partir del tercer resultat auxiliar (10) tenim

_ N-1 _ N-1
Vo ((o]{,cr]% - ) (Ry, - Tq)) = [E(tanh2 Y) - q] Vo (Rl‘2 - Tq) =0,
Vo ((013,(7]% - q)2> =vo(1 - 204044 +q%) =1 - 2q E(tanh® Y) + g°=1 — ¢°.

Per tant .
vO<f>=ﬁ<1—q2>. (12)

Tractem ara l'altre terme v; (f). Emprant el fet que IU]{,UE,I < 1iel primer
resultat auxiliar (8) obtenim

vi(f) < B*vi (If1IR12 —ql) +
+2B% [vi(IflIR13 —al) + ve(IfIIR23 — al)] +
+3B%vi(If1IR34 — ql).

A partir de la definici6 de f, el fet que Iaﬁjoﬁ —q| < 2 i la desigualtat de
Holder s’obté
Vi(f) = 16B2v; ((Ri2 — @)?).
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Al combinar aquesta desigualtat amb el segon resultat auxiliar (9) podem es-
criure

Vi (f) = 1682 exp(168%)v ((R12 — @)°). (13)
Ara, només cal ajuntar (7), (11), (12) i (13) per a obtenir
1
v((Riz —a)?) = 5 +168% exp(168°)v ((Ri2 —a)°) .
Si escollim un f prou petit tal que
16 B2 exp(16 B?) < %,

s’acaba la demostracio. O
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