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La teoria de Ramsey infinita: una mica d’historia i
alguns resultats recents

JOAN BAGARIA

1 Introduccio

L’origen de la combinatoria es troba en 'anomenat principi de les caselles de
Dirichlet, també conegut com el principi Pigeonhole, segons el qual si en n
caselles hi coloquem més de n objectes, aleshores en alguna casella hi haura
almenys dos objectes. Per exemple, si repartim 6 coloms en 5 caselles, alesho-
res en alguna de les caselles hi haura d’haver almenys 2 coloms.
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FIGURA 1: El principi de les caselles.

Aix0 normalment es representa aixi:

I en general escrivim

per indicar que, si distribuim n objectes en 7 caselles, aleshores en alguna

6 - (2)s.

n— (2)y

casella hi haura almenys 2 objectes.
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Es clar que si tenim 7 caselles, ¥ > 0, i hi coloquem s» + 1 objectes,
aleshores hi haura una casella que contindra com a minim s+ 1 objectes. Aixi,
tenim

s¥+1—-(s+1),.

Per exemple, si repartim 11 coloms en 5 caselles, aleshores en alguna de les
caselles hi haura d’haver almenys 3 coloms. Aixi doncs,

11 - (3)s.

Fixem-nos que si
n— (s)y

in" =n,s’ <sir’ <r,aleshores també
n - (s')y.
Donats n i 7, el valor optim de s, aixo és, el major s per al qual
n— (s)y

és clarament n/7, si v és divisor de n, o la part entera de n/v més 1, en cas
contrari. Amb la mateixa facilitat podem calcular el menor #, un cop fixats els
altres dos valors, ¥ i s, o el major 7, un cop fixats n i s, per als quals val

n-— ().

Com el lector pot comprovar facilment, 6 — (2)s i 11 — (3)5 contenen els
valors optims de n,sir.

Del que acabem de veure es despren, doncs, que el principi de les caselles
és, de fet, trivial. La situacié es complica enormement, pero, quan en lloc de
colocar objectes en les caselles hi coloquem parelles d’objectes.

La teoria de Ramsey té el seu origen en la versio bidimensional del principi
de les caselles. Aix0 és, donats n objectes i 7 caselles, coHoquem en les caselles
parelles d’objectes. Suposarem sempre que n > 1ir > 0.

Continuant amb la notacié anterior, ara escriurem

n—(s)?2

per indicar que sirepartim totes les parelles que es poden formar amb n objec-
tes en ¥ caselles, aleshores hi haura un subconjunt de s objectes del conjunt
inicial tal que totes les parelles formades amb objectes d’aquest conjunt esta-
ran en la mateixa casella. El superindex 2 indica, naturalment, que ara estem
considerant parelles d’objectes.

En teoria de Ramsey, en lloc de parlar de caselles, hom parla normalment de
colors. Aixi: donat un conjunt A de n elements, si pintem els parells d’elements
de A amb # colors, hi ha un subconjunt B de A de s elements tal que tot parell
d’elements de B té el mateix color.
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El problema principal és el segiient: donats dos dels valors n, v i s, trobar
el valor optim del tercer. Per exemple, donats n i 7, trobar el maxim s per al
qual val n — (s)2. Es clar que el primer valor no trivial de s és 3 i el primer
valor no trivial de  és 2. Considerem doncs, per comencar, el problema de
trobar el valor minim de n per al qual val

n— (3)3.

Podem reformular el problema en el llenguatge de grafs de la manera se-
glient: trobeu el menor n tal que, si pintem les arestes del graf complet K,, amb
2 colors, aleshores hi hagi un triangle monocromadtic.

O també aixi: trobeu el menor n tal que tot graf de n vertexs o bé contingui
un triangle o bé contingui 3 vértexs independents, i. e., no connectats entre Ssi.

Es poden donar moltes altres reformulacions del problema més intuitives.
Per exemple: quin és el minim nombre de persones, triades a l'atzar, que cal
convidar a sopar per tal d’assegurar-nos que almenys 3 d’elles es coneixeran
mutuament o es desconeixeran miutuament? (Suposem, és clar, que la relacio
de coneixenca és simetrica.)

Es clar que n ha de ser més gran que 3, i 'exemple segiient mostra que,
de fet, n ha de ser més gran que 5. Les arestes connecten les persones que es

S
bS X

X

FIGURA 2: Amb 5 no n’hi ha prou.

No és gaire dificil de veure que el pentagon és I'inic graf de 5 vertexs que
no conté ni triangles ni conjunts de 3 veértexs independents.

D’altra banda, podem veure facilment que amb 6 n’hi ha prou. Per exemple,
considerem el graf de la figura 3, consistent en 6 persones A,B,C,D,E,F, en
el qual dues persones estan relacionades si es coneixen:
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D

FIGURA 3: Amb 6 n’hi ha prou.

Podem suposar que A coneix C o E, ja que d’altra manera el conjunt
{A,C,E} és independent. Si A coneix C, aleshores {A,B,C} és un triangle. I
si A coneix E, aleshores {A, E,F} és un triangle.

El teorema de Ramsey, en la seva versio finita, ens diu que per a cada s
existeix un » tal que

n-— (s)3.

De fet, ens diu molt més:

1 TEOREMA (Teorema de Ramsey. Versio finita) Per a tot k,v,s € N, k,v > 0,
hi ha unn € N tal que:
n— (s)k.

On n — (s)¥ vol dir, naturalment, que si tenim un conjunt A de n objectes
i pintem amb ¥ colors tots els seus subconjunts de k elements, aleshores hi
haura un subconjunt B de A format per s objectes, tal que tots els subconjunts
de B de k elements estaran pintats del mateix color.

En particular, per a cada s hi ha un minim n tal que

n— (s)3,

que en el llenguatge de grafs vol dir que, donat un graf G de n vertexs, o bé G
conté K, o bé G té s vértexs independents.

Aquest minim » es denota per R(s) i es coneix com el Nombre de Ramsey
de s. Aixi, com ja hem vist, R(3) = 6.

Se sap que R(4) = 18, encara que aixo0 és forca més dificil de demostrar. I
se sap que 43 < R(5) < 49.

Pero, aixo és tot el que se sap de R(5). No deixa de ser descoratjador, pero
alhora estimulant, que la matematica actual, amb tota la seva immensa sofis-
ticacio tecnica, no pugui encara donar resposta a un problema aparentment
tan senzill com saber quin és el minim nombre de persones, triades a l'at-
zar, que cal convidar a sopar per tal d’assegurar-nos que almenys 5 d’elles es
coneixeran mutuament o es desconeixeran mutuament.
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La teoria de Ramsey finita té un enorme interes, tant per la seva complexitat
i bellesa matematiques com per les seves nombroses aplicacions. El lector
que vulgui coneéixer els resultats fonamentals d’aquesta teoria pot consultar
I'excelent introduccio6 [13], i també I'article [24].

El nostre interés aqui és, pero, la teoria de Ramsey infinita, que és aquella
part de la teoria de Ramsey en la qual intervenen els nombres infinits. A més
de les dificultats técniques caracteristiques de la teoria de Ramsey finita, la
teoria de Ramsey infinita, com veurem tot seguit, presenta dificultats concep-
tuals que afecten la mateixa fonamentaci6 de la matematica. Des del moment
en qué entrem en el moén dels cardinals infinits ens trobem amb problemes de
consisténcia i independéncia dels axiomes de la teoria de conjunts de Zermelo-
Fraenkel amb I'axioma d’elecci6 (ZFC), que constitueix el marc estandard on
es desenvolupa l'activitat matematica de demostracié de teoremes.

2 La teoria de Ramsey infinita

2.1 Els origens. El teorema de Ramsey

Comencem introduint una mica de notacié que ens sera molt util:
Com és usual en teoria de conjunts, identifiquem el nombre n amb el con-
junt dels seus predecessors

{0,1,2,3,...,n - 1}.

Aixi, 0 = @, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, etc. Fixem-nosque0 €l e2¢e---

Escrivim w en lloc de N, el conjunt dels nombres naturals.

w, ordenat per la relaci6 de pertinenca &, és el primer nombre ordinal
infinit, i també el primer nombre cardinal infinit.

Frank Plumpton Ramsey va publicar el 1930 el seu famoés teorema en
un article que porta per titol «<On a Problem of Formal Logic». Ramsey va uti-
litzar el teorema per a resoldre un problema de decidibilitat en logica mate-
matica. El teorema diu el segiient:

2 TEOREMA (Teorema de Ramsey. Versio infinita) Per a qualssevol nombres
naturals k,v > 0:
w — (w)’;.

Aix0 és, si pintem tots els conjunts de nombres naturals de k elements
amb # colors, hi haura un conjunt infinit X de nombres naturals tal que tots
els subconjunts de X de k elements tindran el mateix color.

En particular,

w — ()3,

que reformulat en el llenguatge de grafs ens diu que donat un graf infinit
qualsevol, o bé conté un subgraf infinit complet (i. e., on tots els vértexs estan
relacionats entre si), o bé conté un conjunt infinit de vertexs independents
(i. e., on cap vertex no esta relacionat amb cap altre).
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Necessitem encara una mica més de notacio:

Recordem que un nombre ordinal és numerable si és o bé finit, o bé bi-
jectable amb w. L’ordinal w; és el conjunt de tots els ordinals numerables,
ordenat per €. w; és també el primer cardinal no numerable. En general, per a
cada ordinal &, w41 és el conjunt de tots els ordinals bijectables amb algun
ordinal menor o igual que w4, i és també el cardinal successor de w. Es pot
demostrar facilment que tot cardinal k té un successor, que representem per
k™. Aixi doncs, w} = wy+1- Tota unio de cardinals és un cardinal. Aixi, w,, és
la unié de tots els w,, n € w, i és el primer cardinal limit no numerable.

Donat un conjunt qualsevol A i un cardinal k, finit o infinit,

[A]" = {X c A:[X] =k},

on | X| denota la cardinalitat, o nombre d’elements, de X.
Per exemple:

(1) [w]? és el conjunt de tots els parells (no ordenats) de nombres naturals.
(2) [w]® és el conjunt de tots els conjunts infinits de nombres naturals.

Una coloracio de [A]¥ amb 7 colors és una funcio
filA]* - 7.

Diem que X < A és f-homogeni si f restringida a [X]¥ és constant, i. e., si
la coloraci6 és monocromatica en [ X]*.
Per tant,
w — (w)k

siinomés si per a tota coloracio
filwlk—7r

hi haun X € [w]® que és f-homogeni.
Fixem-nos que el principi de les caselles ens diu que

w — (w)!

per a tot nombre natural » > 0.

Vegem una demostracio del teorema de Ramsey en la seva versi6 infinita
i per al cas k = v = 2. El cas general, per a qualssevol v i s, es demostra
senzillament per inducci6 aritmeética a partir d’aquest primer cas.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA DE RAMSEY:
Sigui f: [w]? — 2.
Construim una successié de nombres naturals

O=Xxp0<XxX1<X2<---
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i una successio de conjunts
w=XpoD2X1D>2X>D:---

inductivament: donats xo,...,x; i Xo,...,X;, sigui fi : [X; — {x;}]' — 2 la
funcié donada per

Si(A) = fAU {x}).

Aplicant el principi de les caselles, sigui X;; infinit i f;-homogeni.
Sigui x;.1 el menor element de X;,; més gran que x;. Ara sigui

X ={x;j:i< w}.
Si B,C € [X]?1iBiC tenen el mateix menor element Xx;, aleshores
B —{xi}, C - {xi} = Xin1

i aixi

Sf(B) = fi(B - {xi}) = fi(C - {xi}) = f(C).
Observem que f; és constant en [{x; : j > i}]!. Sigui g : [X]' — 2 la funcio
donada per g({x;}) = fi({xi+1}). Pel principi de les caselles, hi ha un subcon-
Jjunt infinit H de X que és g-homogeni. Pero si x;,xj € H, on i < j, tenim que
JSUxi,x1) = filixj}) = g({x;}). Aixi doncs, H és f-homogeni. ]

No és dificil veure que el mateix tipus d’argument permet demostrar el
teorema de Ramsey en la seva versio finita.

2.2 Cardinals no numerables i grans cardinals

Generalitzant la notacié anterior, donats cardinals k, A, u, v qualssevol, finits
o infinits, la notaci6
K — (D)

vol dir que, per a tot conjunt A de cardinalitat k i per a tota coloraci6 de [A]¥
amb v colors, hi ha un X € [A]? tal que [X]# és monocromatic.

Com que cada cardinal k s’identifica amb el conjunt de tots els ordinals
menors que kK, un conjunt A té cardinalitat k si i només si és bijectable amb «.
Tenim, doncs, que

K — ()Y

si i només si per a tota coloraci6 de [k]# amb v colors, hi ha un X € [«]? tal
que [X]# és monocromatic.
Es clar que si val
K — (A)Y

aleshores també val per a valors de k més grans o per a valors de A, u i v més
petits.

Com que normalment considerarem només el cas de dos colors, quan v = 2
no l'escriurem.
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Recordem que el teorema de Ramsey ens diu en particular que
w — (w)?.

Es natural preguntar-nos, doncs, qué podem dir sobre cardinals no numera-
bles, aixo és, més grans que w.

Els primers resultats en teoria de Ramsey sobre cardinals no numerables
son negatius. Recordem que w; és el primer cardinal no numerable. Donat
un cardinal «, 2¥ és el cardinal del conjunt de tots els subconjunts de k. Ben
aviat es va veure que el teorema de Ramsey no es podia generalitzar al cas no
numerable:

3 TEOREMA (Sierpinski, 1933; Kurepa, 1941)
2K L (k)2

En particular, prenent k = w, tenim
29 4 (w1)?

i com que w; < 2%,
w1 # (w1)?.

Hi ha, doncs, una coloracio6 de tots els parells d’ordinals numerables en dos
colors per a la qual no hi ha cap conjunt no numerable que sigui monocroma-
tic.

Una pregunta natural és, doncs, si hi ha algun cardinal « tal que

2
K — (w1)°.
La resposta és afirmativa:

4 TEOREMA (Erdos, 1942) Per a qualsevol cardinal A hi ha un cardinal k tal
que
K — (A)?.

De fet, per a A = w; es pot fins i tot donar una cota superior per al valor
de k:

5 TEOREMA (Erdos-Rado, 1956)
(29" = (w1)3.

El problema, pero, continua sent si es pot generalitzar el teorema de Ram-
sey al cas no numerable, és a dir, si hi ha algun cardinal k no numerable tal
que

K — (K)?.

Un cardinal k amb aquesta propietat s’anomena débilment compacte.
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Recordem que un cardinal infinit k és regular si no és el limit de menys
de k ordinals menors que k. Per exemple, w és regular. I també ho és w,
ja que una uni6é numerable de conjunts numerables és numerable. En canvi,
W No és regular ja que és el limit dels cardinals wy, n < w. De fet, w, és el
primer cardinal infinit no regular. Un cardinal k és inaccessible si és regular, no
numerable, i per a tot A < k tenim que 2% < k. Observem que w és regular i que
per a tot n < w, 2" < w. Per tant, un cardinal inaccessible és aquell que té les
mateixes propietats que w, pero que és no numerable. No podem demostrar
en ZFC que existeixi un cardinal inaccessible, ja que I'existéncia d’'un d’aquests
cardinals implica la consisténcia de ZFC, pero pel teorema d’incompletesa de
Godel la consisténcia de ZFC no es pot demostrar en ZFC .

P. Erdos i A. Tarski van demostrar el 1943 que tot cardinal débilment com-
pacte és inaccessible. Per tant, ’existéncia de cardinals com els inaccessibles,
o els débilment compactes, s’ha de postular com a axiomes addicionals de la
teoria de conjunts. Aquests axiomes formen part dels anomenats axiomes de
grans cardinals. La teoria de grans cardinals és una de les arees principals de
la teoria de conjunts. El lector interessat en aquest tema pot consultar el llibre
[16].

En el llibre de R. L. Graham, B. L. Rothschild i J. H. Spencer, Ramsey Theory
([13]), hi podem llegir a I'dltim paragraf:

We have strayed into the arcane world of «large cardinal axioms», where
questions may be answered by yes, no, and various shades of maybe. This is a
finite book on finite mathematics. We choose to stop here.

Nosaltres, pero, no ens deturarem aqui, sin6é que esperem convencer el
lector del fet que és precisament a partir d’aquest punt on la teoria de Ramsey
esdevé encara més interessant i sorprenent.

2.3 Cardinals de Ramsey

Farem servir la notaci6 segiient: donat un conjunt A, sigui [A]<% el conjunt
Utarm.
n

Identificant, com és usual, un cardinal qualsevol k amb el conjunt dels or-
dinals menors que k, escriurem k — (A);“ per indicar que per a tota coloracio
de [k]<® amb 2 colors hi ha un X € [k]* tal que [X]" és monocromatic, per
a cada n. Fixem-nos que no podem pas demanar que hi hagi un X € [«]? tal
que [X]<® sigui monocromatic, ja que, per exemple, podriem pintar tots els
elements de [X ]2 d’un color i tots els elements de [X]3 d’un altre color.

Ramsey va demostrar que per a cada A finit hi ha sempre un » tal que per
atotk =n, kK — (A)<®,

La pregunta natural és, doncs, si hi ha algun cardinal A infinit per al qual
existeixi un k tal que k — (A)<®,

El menor « tal, si existeix, s’anomena el cardinal A-Erdds i es denota per
K(A).
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Si k — (k)<%, aleshores es diu que k és un cardinal Ramsey.
Els cardinals A-Erdos i els cardinals Ramsey s6n molt més grans que els

debilment compactes. En efecte,

6 TEOREMA (Reinhardt-Silver, 1965) Si k(w) existeix, llavors hi ha un cardinal
menor que k(w) que és debilment compacte.

Si k és Ramsey, aleshores és debilment compacte i hi ha k cardinals de-

bilment compactes menors que aquest. L’existéncia de cardinals A-Erdos, o de
cardinals Ramsey, no es pot demostrar, doncs, en ZFC i s’han de considerar,
per tant, com a axiomes de grans cardinals.

(1)

2)

(3)

L’existencia de k(w) té importants conseqiiéncies. Vegem-ne algunes:

Recordem que L, l'univers constructible de Godel, és el menor model de
la teoria de conjunts de ZFC que conté tots els ordinals i és, per tant, un
model natural per a la matematica.

7 TEOREMA (Rowbottom-Silver, 1971) Si k(w1) existeix, aleshores només hi
ha una quantitat numerable de nombres reals a L. En particular, I'univers
matematic no pot ser L.

Recordem que un conjunt de nombres reals és analitic si és la imatge con-
tinua d’'un conjunt Borel. Els conjunts analitics, i per tant els seus comple-
ments, els conjunts coanalitics, son mesurables en el sentit de Lebesgue.
No es pot demostrar, pero, a partir dels axiomes usuals de la teoria de
conjunts de ZFC que les imatges continues dels conjunts coanalitics siguin
mesurables en el sentit de Lebesgue. En canvi,

8 TEOREMA (Solovay, 1969) Si k(w1) existeix, aleshores tota imatge conti-
nua d’un conjunt coanalitic de nombres reals és mesurable en el sentit de
Lebesgue.

Donat A < [0, 1], el joc associat a A, que denotem per o4, és el segiient:
Tenim dos jugadors, 111, que juguen alternativament n; € {0, 1}: I tira ny,
a continuacio II tira n1, després I tira n», i aixi successivament. En general,
a la tirada 2k, el jugador I tira ny i a la tirada 2k + 1, el jugador II tira
MN2k+1, de manera que el joc té aquest aspecte:

IH Mo N2 Ny s Mok

|| n n3 R e Noki1

El joc s’allarga indefinidament. Després d'un nombre infinit de tirades, els
jugadors han produit una successio infinita ng, n,ny, - - - de zeros i uns.
El jugador I guanya el joc si

o0 n;

> L EA.
21+1

i=0
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En cas contrari, guanya el jugador II.

Es diu que el joc 04 esta determinat si hi ha una estratégia guanyadora
per a un dels dos jugadors. Aixo és, si existeix una funcié del conjunt
de totes les successions finites de zeros i uns en {0, 1} tal que, si un dels
dos jugadors juga d’acord amb aquesta funcio, aleshores sempre guanyara
el joc. Per exemple, f és una estrategia guanyadora per a II si sempre
que II jugui f(nog,...,nex) en la tirada 2k + 1, aleshores II guanya el joc,
independentment del que jugui L.

Diem que un conjunt A c [0, 1] esta determinat si ho esta el joc 0 4.

El fet que un conjunt estigui determinat implica que té totes les propie-
tats de regularitat que tenen els conjunts Borel. Per exemple, és Lebesgue
mesurable, té la propietat de Baire, té la propietat del conjunt perfecte, etc.

Tot i que es pot demostrar facilment, fent servir 'axioma d’elecci6, que
hi ha conjunts que no estan determinats, D. Martin [20] va demostrar que
tot conjunt Borel si que esta determinat. Pel que fa a les imatges conti-
nues de conjunts Borel, els conjunts analitics, no es pot demostrar en ZFC
que estiguin determinats. La rad és que aixo0 implicaria la consisténcia de
I'existencia de grans cardinals. D’altra banda,

9 TEOREMA (Martin, 1970) Si k(w) existeix, aleshores tot conjunt analitic
estd determinat.

Amb aquests exemples només hem volgut ilustrar breument el fet sorpre-
nent que la generalitzacio natural del teorema de Ramsey al cas no numerable
ens porta més enlla del marc estandard on es desenvolupa la major part de la
matematica, donat per la teoria de conjunts de ZFC, i que té conseqiiéncies im-
portants tant en arees concretes de la matematica, com la teoria de la mesura
i la topologia, com globalment pel que fa a 'estructura general de I'univers de
tots els conjunts.

3 Teoria de Ramsey dels nombres reals

Veurem a continuacio una altra generalitzacié important del teorema de Ram-
sey al cas infinit. Considerarem ara l'exponent infinit w, aixo és, en lloc de
pintar parelles pintem subconjunts infinits de «:

K= (A)?,

on K, A son infinits, naturalment.

CONTRAEXEMPLE: Per a x € [w]® i n € w, sigui x(n) 'n-ésim element de
x,lLe,x(n)exilx(n)ynx| =n.Six,yel[w]? sigui x = y siinomés
si {n : x(n) # y(n)} és finit. Clarament, = és una relacié d’equivaléncia.
Escollim un representant de cada classe d’equivaléncia i definim la coloracio6
f de la manera segiient:

f(x)=0



18 Joan Bagaria

siinomés si x difereix del representant de la seva classe d’equivaléncia en un
nombre parell de llocs. Aleshores es veu facilment que f no té cap conjunt
infinit f-homogeni. Tenim, doncs, que

w 4+ ().
I per tant, per a tot k, A infinits
K+ (A,
En el cas k = A = w, una coloraci6 és una funcio
filw]® - 2.

Observem que [w]® és homeomorf a I'espai de Baire /N, i per tant als
irracionals. En efecte, la funcié h : [w]® — N donada per h(x) = (a, : n €
w),onag=x0)ian+1 =x(n+1)—-x(n)—1 és bijectiva. Aixi, [w]® amb la
topologia induida per h és homeomorf a V.

Per tant, té sentit parlar de coloracions obertes, coloracions Borel, colora-
cions analitiques, etc. Aixi, per exemple, una coloraci6 f : [w]® — 2 és oberta
si £71(0) és un subconjunt obert de [w]®, etc. Per a coloracions senzilles, és
a dir, obertes, Borel, i fins i tot analitiques, si que existeixen conjunts infinits
homogenis:

10 TEOREMA 1) (Nash-Williams, 1965)

w - (w)?%
per a coloracions obertes.
2) (Galvin i Prikry, 1973)
w — (w)®
per a coloracions Borel.
3) (Silver, 1970; Ellentuck, 1974)
w — (w)?%

per a coloracions analitiques.

El teorema de Ramsey es pot veure com una conseqiiéncia immediata del
punt 1 del teorema anterior. En efecte, donada una coloracio f : [w]k —
{0,13}, sigui f* la coloraci6 de [w]® donada per f*(x) = 0 si i només si
f({x(0),...,x(k —1)}) = 0. Es clar que f* és una coloraci6 oberta, i que un
conjunt infinit f*-homogeni ens déna un conjunt infinit f-homogeni.

La propietat w — (w)® es pot reformular en termes de propietats de con-
junts de nombres reals (irracionals). En efecte, diem que A < [w]® és Ramsey
siinomés siexisteixun x € [w]® talque obé [x]* c Aobé AN [x]® = Q.
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Es clar aleshores que A és Ramsey si la funcié caracteristica de A, aixo és,
la coloraci6 f tal que f(x) =0six &€ Ai f(x) =1 si x € A, té un conjunt
infinit homogeni.

Aixi, identificant [w]® amb N, el teorema de Galvin-Prikry diu que tot
conjunt Borel de nombres reals (irracionals) és Ramsey. I el teorema de Silver
diu que tot conjunt analitic (i, per tant, tot conjunt coanalitic) de nombres
reals és Ramsey.

La propietat de ser Ramsey per a conjunts de reals més complexos que
els analitics i coanalitics, per exemple, per a imatges continues de conjunts
coanalitics, és independent de la teoria de conjunts de ZFC. Per una banda,
en I'univers constructible L de Godel hi ha imatges continues de conjunts co-
analitics que no s6on Ramsey. Pero, d’altra banda, si val 'axioma de Martin
(vegeu [18] o [15]), o si existeix k(w;), aleshores tota imatge continua d'un
conjunt coanalitic és Ramsey. A. R. D. Mathias [22] va demostrar la consis-
téncia de w — (w)® per a totes les coloracions «definibles» amb parametres
nombres reals i ordinals, suposant que l'existéncia d'un cardinal inaccessible
és consistent amb ZFC. Utilitzant aquest resultat, W. H. Woodin i S. Shelah van
demostrar el segiient:

11 TEOREMA (Woodin-Shelah, 1988) Si existeixen grans cardinals (per exemple,
un cardinal supercompacte), aleshores tot conjunt de nombres reals «definible»
amb parametres nombres reals i ordinals és Ramsey. En particular, tots els
conjunts projectius (i. e., els conjunts obtinguts a partir dels conjunts Borel
mitjancant imatges continues i complements) de nombres reals son Ramsey.

Una pregunta molt important, i que continua oberta, és si la consisténcia
de I'existencia d’'un cardinal inaccessible amb ZFC és una hipotesi necessaria
per a demostrar la consisténcia del fet que tot conjunt projectiu de nombres
reals és Ramsey.

4 Teoria de Ramsey en espais de Banach

Per acabar veurem algunes aplicacions a la teoria dels espais de Banach, una de
les arees on la teoria de Ramsey ha estat més 1til. En particular veurem alguns
resultats de W. T. Gowers, que son part del treball pel qual rebé la medalla
Fields al congrés internacional de matematics (ICM) de Berlin, el 1998.

La primera aplicacié realment important de la teoria de Ramsey, en la for-
ma del teorema de Nash-Williams esmentat més amunt, a la teoria d’espais
de Banach fou el famos teorema ¥; de Rosenthal (segons la demostracio de
J. Farahat; vegeu [12]). Recordem que una successio fitada de vectors (x;);
en un espai de Banach X és débilment Cauchy si per a tot x* en el dual
X* de X, (x*x,)n convergeix. Recordem també que ¥; és I'espai de les suc-
cessions x = (xp), de nombres reals tals que >, |x,| < o amb la norma
Il = S 1xnl:
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12 TEOREMA (Rosenthal, 1974) Tota successio fitada de vectors en un espai de
Banach té una subsuccessio que és o bé déebilment Cauchy, o bé equivalent a la
base unitaria de ¥, .

Es interessant d’observar que aquest teorema, com molts dels teoremes de
tipus Ramsey, té la forma d'una dicotomia.

A T’hora d’analitzar 'estructura dels espais de Banach de dimensi6 infinita,
i de classificar-los, convé estudiar els subespais d'un espai donat. Suposarem
a partir d’ara que els espais de Banach sén separables i de dimensi6 infinita.
Sigui, doncs, X un espai de Banach. Una base de Schauder de X és una suc-
cessio de vectors de X, diguem (x;);, tal que tot vector x de X ve representat
de manera tinica com

X = ZAiXi,

i=1

on els A; son escalars. Tot i que no és cert que tot espai de Banach X tingui una
base de Schauder, si que és cert que per a cada espai X hi ha un subespai Y
de X de dimensi6 infinita que té una base de Schauder. Com que el que ens in-
teressa son els subespais d'un espai donat, podem suposar, doncs, anant a un
subespai si cal, que tot espai té una base de Schauder. A més, podem suposar
que les bases son normalitzades, aixo és, que tot vector de la base té norma 1.
Donada una base de Schauder normalitzada de X, diguem (e;);, el suport d'un
vector x = >.;~; Aje; és el conjunt dels i tals que A; # 0. Representem el suport
de x respecte a la base (e;); per supp(x). Un vector bloc és un vector norma-
litzat amb suport finit. Escrivim x < y si max(supp(x)) < min(supp(y)). Una
successio de vectors (y;); és una base bloc si tot y; és un vector bloc i per a tot
i, i < ¥i+1. Podem identificar una base bloc amb el subespai que genera, aixo
és, amb la clausura de la seva expansi6 lineal. D’aquests subespais en direm
subespais bloc. Tot subespai Y d’un espai X amb una base de Schauder (e, )5
conté un subespai Z quasi isometric a un bloc subespai de X, respecte a la
base (ey)n. Per tant, si volem estudiar I’estructura dels subespais separables
d’un espai donat X, podem limitar-nos a estudiar les bases bloc de X.

Sigui B(XX) el conjunt de les bases bloc de X. Farem servir X, Y, Z per re-
presentar les bases bloc, o els corresponents subespais bloc que generen. Vist
com un espai de successions amb la topologia heretada de X" amb la topo-
logia producte, B(X) és un espai poloneés, aixo és, separable i completament
metritzable.

Donat un conjunt o < B(X) i donada una successi6 de nombres reals
A = (6i)i, on 6; > 0 per a cada i, sigui oa el conjunt de les bases bloc (x;);
que estan a distancia < A d’alguna base bloc (y;); de ¢, aixo és, d(x;, Vi) < 6,
per a cada i.

En teoria de Ramsey també hi ha resultats de tipus bloc. En efecte, diguem
que una successio (A;j); d’elements de [w]<® és una successio bloc si per a
tot i, max(A;) < min(A;;1). El teorema de Hindman diu el segiient:
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13 TEOREMA (Hindman, 1974) Si pintem [w]<® amb un nombre finit de colors,
llavors hi ha una successio bloc tal que qualsevol unio finita d’elements de la
successio té el mateix color.

Una extensio d’aquest teorema és el resultat de Gowers segiient sobre I'es-
pai ¢y de les successions x = (x,), que convergeixen a 0 amb la norma
x|l = supnlxnl. Recordem que un conjunt de vectors unitaris d’'un espai
X és asimptotic si interseca I'esfera unitat de tot subespai bloc de X:

14 TEOREMA (Gowers, 1992) Sigui X € B(cp) i 6 > 0. Si A és un conjunt asimp-
totic de X, llavors As conté l'esfera unitat d’algun subespai bloc Y de X.

Sigui [X] el conjunt de tots els subespais bloc de X. De manera analoga
a la propietat de Ramsey per a subconjunts de [w]®, podem preguntar-nos,
donat un conjunt o < B(X), si té la propietat de Ramsey, és a dir, si existeix
X € B(X) tal que o bé [X] € 0, 0 [X] n o = . Malauradament, aixo no és
possible, ni tan sols per a conjunts oberts de B(X). Pero podem demanar una
mica menys:

Diem que o < B(X) és gairebé-Ramsey si o bé hi ha un X € B(X) tal que
[X]no = T, 0bé per atot Ahihaalgun X tal que [X] € 0a.

15 TEOREMA (Gowers, 1994) Tot subconjunt analitic de B(cg) és gairebé Ram-
sey.

Aplicant tecniques de teoria de conjunts com el forcing i teoria descriptiva
de conjunts, podem obtenir un resultat molt més general:

16 TEOREMA (Bagaria i Lopez-Abad, 2000) Si existeixen grans cardinals, ales-
hores tot subconjunt definible de B(cy) és gairebé Ramsey.

Per a espais de Banach que no continguin cp, cal una nocié encara més de-
bil. Aquesta és la noci6é de ser débilment Ramsey i fou introduida per Gowers.
Per a definir-la cal considerar el joc segiient:

Donat Y € B(X) i o0 < B(X), definim el joc 0, [Y] aixi: Hi ha dos jugadors,
[ilIl I comenca tirant Y; € [Y], llavors II tira un y; € Yi; a continuacio6 II
tira Yo € [Y], i1l tira un y»> € Y», i aixi successivament. Cal que per a tot i,
Yi < Yi+1-

II guanya el joc si (yy)n € 0. La idea del joc és que II intenta construir
una base bloc que pertanyi a o, pero Ili diu en cada tirada en quin subespai
ha d’escollir el corresponent vector bloc. En cas contrari guanya I. El joc té,
doncs, aquest aspecte:

1| v e[Y] Y, € [Y] cee Ype[Y]
|| yiEeY; V2EY, --- Yn € Yy
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Una estratégia guanyadora E per a I en aquest joc és una funcio que assig-
na a cada successio finita de vectors bloc un subespai bloc de tal manera que
I guanya sempre que jugui d’acord amb E. Aixo0 és,

1| E@) E((31)) E((y1,72))
I | 1 € E(Q) ¥2 € E((31))

De manera semblant, una estratégia guanyadora per a Il en aquest joc és
una funcié que assigna un vector bloc a cada successié finita de subespais
bloc de tal manera que II guanya sempre que jugui d’acord amb E. Aixo0 és,

1| viely] Y, € [Y]
I | 1 = E((Y1)) Y2 = E((Y1,Y2))

Podem ara ja definir la noci6é de conjunt debilment Ramsey: Sigui A > 0. Un
conjunt o < B(X) és A-debilment Ramsey si i només si existeix un Y € B(X)
talque o bé [Y]no = &, 0 bé II té una estratégia guanyadora per al joc D4, [Y].
o és debilment Ramsey si és A-débilment Ramsey per a tot A > 0.

Gowers va demostrar el 1994 que tota interseccio de conjunts oberts és de-
bilment Ramsey. Aquest resultat constitueix el nucli de la famosa dicotomia
de Gowers ([10]) per a espais de Banach, la qual permeté respondre afirmati-
vament al vell i conegut problema de I’espai homogeni, formulat per Banach
Iany 1932: Suposem que X és un espai de Banach separable i de dimensi6
infinita tal que tot subespai de X és isomorf a X. Es X isomorf a l’espai de
Hilbert €57

Una generalitzaci6é del resultat de Gowers a conjunts més complexos, els
analitics, fou anunciada per Gowers el 1994. Una demostracié d’aquest resul-
tat fent servir técniques conjuntistes fou obtinguda per Bagaria i Lopez-Abad
el 2000.

17 TEOREMA (Gowers, 1994; Bagaria i Lopez-Abad, 2001; Gowers, 2002) Per a
tot espai de Banach separable i de dimensio infinita X, tot conjunt analitic de
B(X) és debilment Ramsey.

Finalment, tenim el resultat general segiient sobre conjunts deébilment
Ramsey:

18 TEOREMA (Bagaria i Lopez-Abad, 2001) Si existeixen grans cardinals (per
exemple, infinits cardinals de Woodin), o si tots els conjunts definibles amb pa-
rametres nombres reals i ordinals estan determinats, aleshores, per a tot espai
de Banach separable i de dimensio infinita X, tot subconjunt definible de B(X)
és debilment Ramsey.

El lector interessat pot trobar més informaci6é sobre les aplicacions de la
teoria de Ramsey infinita a la teoria d’espais de Banach en I'’excelent recull de
E. Odell [25], on trobara també una llista de problemes oberts.
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