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Resumacio de Borel i teoria de la ressurgeéncia

TERE M. SEARA I DAVID SAUZIN

1 Introduccio

Aquestes notes estan basades en unes xerrades que van tenir lloc al seminari
de sistemes dinamics de la Universitat Autonoma de Barcelona I’any 2002. El
que voliem en aquelles xerrades i també en aquest article és relacionar els
metodes classics de resumacié de Borel de series divergents (que introduirem
seguint la presentacié de [3]) i la més moderna teoria de la ressurgeéncia i
veure com ambdos son eines tutils en alguns problemes de gran rellevancia en
la moderna teoria de sistemes dinamics.

La idea que les series divergents poden ser iguals d’atils o més que les se-
ries amb radi de convergencia positiu ja ve de molt antic, com podem veure
a la citacié seglient de Poincaré: «hi ha entre els geometres i els astronoms
una mena de malentés respecte el significat de la paraula convergéncia. Els
geometres, preocupats pel perfecte rigor i sovint molt indiferents a la llarga-
da dels calculs dels quals en veuen la possibilitat sense fer-los efectivament,
diuen que una série és convergent quan la suma dels termes tendeix a un li-
mit determinat, encara que els primers termes disminueixin molt lentament.
Els astronoms, al contrari, tenen costum de dir que una serie convergeix quan
els vint primers termes, per exemple, disminueixen molt rapidament, encara
que els termes segiients podrien créixer indefinidament. Aixi, per prendre un
exemple simple, considerem les dues series que tenen per terme general

1000™ i n!
n! 10007
»Els geometres dirien que la primera série convergeix, i de fet que convergeix
rapidament, perque el terme millionéssim és molt més petit que el 999999¢;

pero veurien la segona com divergent, perqueé el terme general creix indefini-
dament.
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»En canvi, els astronoms, veurien la primera série com divergent, perque
els mil primers termes son creixents; i la segona com a convergent, perque els
mil primers termes sén decreixents i a més el decreixement és molt rapid.

»Les dues regles son legitimes, la primera, en les recerques teoriques; la
segona, en les aplicacions numeriques: totes dues han de regnar, pero en dos
dominis separats i les fronteres dels quals és important coneixer.» ([12]).

En els tres exemples que presentem a continuaci6 tindrem el mateix feno-
men. Una equacié funcional —els exemples seran, de fet, equacions diferen-
cials ordinaries o en derivades parcials— de la qual coneixerem una soluci6
formal, és a dir, una soluci6 expressada en serie de poténcies. En tots tres
casos, pero, la série sera divergent a tot el pla complex. Ens formularem una
pregunta molt natural: tenen aquestes series alguna relaci6 amb una solucié
de I’equaci6 funcional de partida? O millor: hi ha alguna soluci6 de I’equacio
que tingui la nostra série com a desenvolupament de Taylor? i, en cas que
existeixi, és possible coneixer-la, saber-ne les propietats més importants? i en-
cara: és unica? Algunes d’aquestes preguntes tenen respostes ben conegudes
en el cas de les séries amb radi de convergencia positiu i no en tenen cap en el
cas d’'una serie divergent en general. El terme série divergent és encara massa
ambigu. Per aix0 introduim la definicio segiient.

1 DEFINICIO Donada una série de potencies > ,,cy anX", direm que és de classe
Gevrey-1 si existeixen dues constants positives M > 0, p > 0, tals que |ay| <
Mnlp™,

Es clar que tota série convergent és de classe Gevrey-1, pero per exemple
la serie: > ,,cy n!x™ és Gevrey-1, pero divergeix per qualsevol valor de x # 0.

Com veurem en els exemples que tractarem, si la série formal obtinguda
en el nostre problema és de classe Gevrey-1 algunes de les preguntes que hem
formulat abans tenen resposta. En aquest article explicarem el metode (classic)
de resumaci6 de Borel per tractar aquestes series i farem una introducci6 a la
més moderna teoria de la ressurgeéncia d’Ecalle. El lector interessat a coneixer
més a fons aquesta teoria, que nosaltres només introduirem per aplicar-la a
un exemple forca senzill, pot consultar [3], [4], [5] i [6].

2 Tres exemples

Anem a exposar aqui tres problemes similars que es poden resoldre aplicant,
entre altres, el métode de la resumacio de Borel i la teoria de la ressurgencia
d’Ecalle.

2.1 Una equacio de Riccati

El primer exemple és I’equaci6 singular de Riccati:

ay _ Y+H (z) +H"(2)Y?, (1)
dz
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on H* € z71C{z7!}, és a dir, germs analitics a I'infinit, que s’anullen a l'infinit.
Ens preguntem en aquest cas per l'existéncia de solucions d’aquesta equaci6
Y*(z), Y (z) que s’anulin quan Im z — —o 0 bé quan Im z — +, respecti-
vament.

Escrivint les funcions H* en serie de poténcies, hom pot comprovar que
aquesta equacié admet una tinica soluci6 formal en série de poténcies a 1'in-
finit Y_(z). La série formal que obtenim, en cas de ser convergent, donaria
una Unica solucié d’aquesta equaci6 anulant-se a ambdos extrems de la rec-
ta imaginaria. La qiiestio de la seva divergencia i les seves conseqiiéncies la
posposem a I'estudi detallat d’aquesta equacié que farem a la seccio 5.

2.2 L’equacié d’Euler

El segon exemple és ’equacié d’Euler:

Y(2) -Y(2) = -1, )
Z

i ens fem la mateixa pregunta que a I’equacié de Riccati.

Aquest exemple, en el que tots els calculs podran fer-se de manera explici-
ta, ens servira de model per explicar com el metode de la resumacié de Borel
pot obtenir molta informaci6 de la soluci6 de I'equacié a partir de la serie
divergent.

Buscant una solucio en forma de série a l'infinit: ¥ = 3,,., &, i substituint
en I’equaci6 obtenim la soluci6é formal:

o~ (-1)"n!
Y = Z ZTl+l ’
n=0

que és una serie divergent per a qualsevol z, pero que és de classe Gevrey-1
segons la definicio 1.

2.3 Trencament de varietats invariants en un péndol forcat

Finalment, el tercer exemple és el segilient: alguns sistemes hamiltonians inte-
grables, quan son pertorbats per un terme rapidament oscillant, es comporten
com sistemes propers a sistemes integrables encara que el terme pertorbador
no sigui petit: a mesura que la freqiiéncia de la pertorbacié esdevé gran, les
corresponents zones caotiques esdevenen extremadament petites.

Sovint, una bona mesura del caos és la grandaria del trencament de
separatrius relacionat amb una orbita periodica hiperbolica. L’angle entre
les separatrius déna una idea de les zones caotiques que apareixen prop de la
separatriu.

Un exemple tipic que presenta aquesta fenomenologia és un péndol forcat
periodicament amb un periode molt petit. Les equacions diferencials son, de
fet, un sistema hamiltonia, i un bon model de hamiltonia és la funci6 periodica
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en el temps

2
Hye(x,y,t) = y?—1+Cosx+u(cosx—1)sin(t/s), 3)

on &> 01iu > 0 son dos parametres i només el primer ha de ser petit. El
punt d’equilibri inestable del péndol (0,0) déna lloc, quan u # 0, a una orbita
2me-periodica hiperbolica que té varietats estables i inestables dos dimensio-
nals, que no coincideixen com passava en el cas p = 0.

Aquest sistema ja va ésser estudiat per Poincaré [12], que va escriure les
varietats estables i inestables com grafics de diferencials; de fet, aquestes va-
rietats son lagrangianes i admeten equacions y = 0,S*(x,t),on S*i S~ son
2tre-periodiques en t i analitiques per x > 0 petit, en el cas de la varietat ines-
table S—, i per x < 21 prou gran, en el cas de I'’estable S*, i satisfan I’equaci6
de Hamilton-Jacobi:

0tS + Hye(x,0,S,t) =0 (4)

amb condicions asimptotiques

limo,S~ (x,t,u,e) =0, lim 0,S*(x,t,u, &) =0 (5)
x—0 X—2T1

(per a més detalls, vegeu [13], [10] o [11]). Per estudiar el possible trencament
entre les varietats, hem, doncs, d’estudiar la diferéncia entre dues solucions
particulars de '’equacié de Hamilton-Jacobi (4).

Si u = 0, les dues varietats coincideixen i vénen donades per la soluci6 de
I’equacié corresponent de Hamilton-Jacobi associada al péndol, que pot ser
calculada analiticament: So(x) = 4 (1 — cos(x/2)).

Si u # 0, podem cercar les solucions S* (x, t, u, £) usant el fet que el para-
metre & és petit. Sembla, doncs, natural buscar aquestes solucions en forma
de série de potencies

SE(x,t,1,€) = So(x) + > Si(x,t/e,u)em,

nx=1

on les funcions S;; (x, T, 4) han de verificar (5) i ser 2mr-periodiques en 7.

Desenvolupant en seérie tots el termes de 1’equacié, hom pot obtenir equa-
cions en derivades parcials que han de verificar les funcions S; (x, T, u), i,
encara més, resoldre-les. No donarem aqui els detalls dels calculs, que séon
senzills pero farragosos, pero en destacarem un fet essencial en el nostre es-
tudi. Els coeficients S,/ (x, T, u) obtinguts en el cas de la varietat estable també
verifiquen les condicions de vora corresponents a l'inestable!

Aixi doncs tenim, a tots els ordres, S;; (x,T,u) =S, (x,T,4) = Sp(x, T, ).
Aix0 vol dir que el metode usat no pot distingir entre la varietat estable i
la inestable. Una pregunta natural sorgeix: son ambdues varietats idéntiques
i per tant no hi ha interseccié transversal entre si? Actualment ja és conegut
que aquestes varietats no son idéntiques, per tant aixo ens porta a la conclusio
evident que les series obtingudes no poden ser convergents, quan & és petit,
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en dominis on ambdues varietats estan definides. De fet, el que succeeix en
aquest problema és que les séries obtingudes son divergents per a tot valor de
£ > 0, pero son séries asimptotiques Gevrey-1 (vegeu la definicio 1). Es a dir,
en el cas de la varietat inestable, existeixen dues constants positives M > 0,
p > 0, tals que Vt € R, x € (0,3717/2), es verifica

N-1
S_(Xltiuig)_ Z fnSn(X,t/f,U) SMN'pNEN’

n=0

i una fita analoga per a la varietat estable Vt € R, x € (11/2,271). Per tant, tot
el que podem deduir del calculs fets fins ara és que, Vt € R, x € (11/2,311/2):

|S™(x,t,1,8) —ST(x,t,u,&)| < MNIpNeN,

per a tot N > 0, o, el que és el mateix, la diferéncia entre les dues varietats és
asimptotica a zero quan ¢ tendeix a zero. Per tant, el metode classic de buscar
les solucions com a série de poténcies en el parametre no és util per respondre
la qiiesti6 de I'existéncia d’interseccions transversals. Els métodes que presen-
tarem més endavant permeten entendre aquest fenomen des d’un altre punt
de vista i donar eines per al calcul de la diferéncia |S~ (x,t, u, &) =St (x,t, u, &)l.

Aquest tercer exemple, malgrat ser, segons el nostre parer, el més interes-
sant, és també el més dificil, ja que les series que tractem tenen l'afegito de
ser series de poténcies en una variable € amb coeficients que depenen de dues
variables més (x,t). Com hem vist en el primer exemple podem tenir un fe-
nomen similar si treballem amb funcions d’una sola variable. Detalls sobre la
resolucio d’aquest exemple poden trobar-se a [9], [10] i [11].

Els tres exemples presentats en aquest capitol tenen una cosa en comu; a
tots hem trobat una solucié en forma de série que verifica (formalment) tant
I’equacio com les condicions de vora pero que, pel fet que la série obtinguda
és divergent per a qualsevol valor de la variable, no pot ser utilitzada, al menys
de forma rigorosa, per conéixer propietats de la solucié buscada. De fet, ni tan
sols en garanteix I'existéncia.

En el capitol segiient presentarem el meétode de la resumacié de Borel i en
capitols posteriors I'aplicarem als dos ultims exemples.

3 Resumacio de Borel
3.1 Introduccio

Per tal d’introduir la suma de Borel, comencem per recordar el concepte de
limit generalitzat d’'una successio.
Donades les successions (v;) de nombres complexos, i (p,) de nombres

reals positius, considerem la successié de mitjanes ponderades:
PoVo + P1V1 + - - -+ PulUn
Wy = (6)
Po+tpP1+---+Pn

i ens preguntem sobre la convergencia dels wy,.
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Hi ha moltes possibilitats a I’hora d’escollir els pesos p,, sempre que la
successio de mitjanes ponderades tingui la propietat de conservar el valor del
limit quan la successié de partida v, ja és convergent.

La idea de Borel és la de donar més importancia en la suma (6) als termes
amb n més gran. Per aix0 prenem un parametre A > 0 i prenem com a p, = %
Fixem-nos que, amb aquesta definicio, el pes més gran correspon a n ~ A, per
tant, fent A cada cop més gran obtindrem l’efecte desitjat. Tenint en Compte
que X)_ypn = e, el limit generalitzat seria, per cada valor de A: e "Z"" —0 n, Un.
Aconseguim 'efecte ja esmentat de donar més importancia als termes amb n
més gran amb la definicié segilient de limit generalitzat:

n

lim e A Z A—vn, (7)
A—o0 -0 n!
i es pot veure amb facilitat que si v, és convergent i té limit v, aleshores
el limit generalitzat de Borel és v. Es d’esperar, pero, que aquest limit pugui
existir també per successions no convergents.

Per exemple, la successio v, = z", té limit zero si |z| < 1, té limit 1, si
z = 1,1ino és convergent si |z| > 1, z # 1. Pero >, _, %z" = e?, per a tot
z € C1i, per tant, el limit generalitzat de Borel seria:

0, siRez<1
1, siz=1.

A—o0 A—o00

lim e e"? = lim e (172) = {

Fixem-nos, doncs, que el limit generalitzat de Borel ha permés estendre la de-
finicié de limit de la successié z" fora del disc unitat, concretament al semipla
del pla complex Re z < 1, conservant els valors del limit classic en els casos
que la successio ja convergia.

El metode de resumacié de Borel d’'una serie > un Consisteix a aplicar
el limit generalitzat de Borel a les seves sumes parcials S, = Zk 0o Uk, So =0

lim e~ z —Sn = lim S(2). (8)

A—o00

Podem obtenir una expressié més util d’aquesta expressié si suposem que
S(A) esta ben definida per a tot A > 0, i calculem la seva derivada:

S'A)=e? Z —(Snu Sp)=e > U

d’aqui, usant que S(0) = Sp = 0, obtenim S(A) = fé‘ e xyr %Tund(x. Si ara
fem tendir A a infinit obtenim la definici6 de suma generalitzada de Borel.

2 DEFINICIO Anomenem suma generalitzada de Borel o resumacio de Borel de
la série >, _oun a

00 00 O(n
J e ¢ z —Und«.
0 n!
n=0
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Obviament, perqué aquesta definici6 tingui sentit cal demanar algunes con-
dicions a la série de poténcies >, _g %un. Caldra que tingui radi de conver-
géncia no nul, i que es prolongui fora del disc de convergéncia, a una funcié
f () analitica en un entorn de la semirecta real positiva. D’altra banda, també
caldra que aquesta funcio f(x) no creixi «massa» a l'infinit, per tal de poder
calcular la integral en la definicié 2. Tot aix0o ho especificarem més rigorosa-
ment a continuacio.

En els exemples que ens interessen treballarem amb séries de potencies.
Considerem una série de poténcies en 1/z sense terme constant: >.,_q s,
aleshores la seva resumada de Borel és la seérie:

0 S n
_ X" an
J e & E — do,
n=0 "7

fent el canvi € = «/z, obtenim

et S Wnenge _ [T zth
Jy e X Serag = | e,

on f(C) = Y0 T Aixi doncs resumacié de Borel de la serie ;o S5t
Ila resultat ser la transformada de Laplace, en cas que existeixi, de la funcio
F@) =3n oz

Ara bé, si recordem les regles basiques de les transformades de Laplace,
observem que la transformada de C" és ZZ%, és a dir, que la funcio f(C)
no és més que l'antitransformada de Laplace, també anomenada de Borel, for-
mal, és a dir, terme a terme, de la série de partida.

Aixi podem doriar una recepta per calcular la resumacio de Borel d’'una

an

série de poteéncies f = > 5_o 2.

1. Calculem la seva transformada de Borel formal Y ,,_ %;n.

2. Si aquesta nova serie té radi de convergéncia no nul ens definira una
funci6é f(C) en un entorn de I'origen.

3. Si f (T) té prolonga(:lo analitica en un entorn de l’elx real posmu la re-

sumacio de Borel de f vindra donada per S( f ) = e 2t f (€)dC en cas
que aquesta existeixi.

Per acabar aquest apartat calculem la resumaci6 de Borel d’algunes seéries
ben senzilles: N R ,

La série geométrica f = >, z"% En aquest cas f(C) = >0 % =efi
per tant S(f) = J° e~*€efdC, sempre que Re z > 1. Aixi doncs, el métode de
la resumacio de Borel ens ha permés resumar la série geometrica més enlla
del seu disc de convergencia i obtenir la seva prolongacio6 analitica, que de fet
és la funcié % al semipla Re z > 1.
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El segon cas és una seérie divergent a tot el pla complex, pero de classe
Gevrey-1: § = Sy_o(=1)"-2. En aquest cas §(T) = Sy o(-1)"C" = ﬁ,
si |[C| < 1, i es pot prolongar analiticament a tot el pla complex excepte
en = —1. Per tant, S(§) = [y e*ZCﬁdg dona una funci6 analitica en el
semipla Re z > 0.

El tercer cas és una serie divergent a tot el pla complex, i que no és de
classe Gevrey-1: h = =0 (ZTYLL—ILZ En aquest cas fl(g) = > a_on!C", i aquesta
funcié també té radi de convergencia zero, aixi que la resumacié de Borel no
es pot utilitzar. Sembla clar que el conjunt de séries de classe Gevrey-1 és el
conjunt optim per usar aquest metode de la resumacio de Borel.

La pregunta que ens fem ara és la segiient: Quina relacié hi ha entre les

series —formals— de partida i las funcions resumades, en cas que existeixin?

3.2 Resumacio de Borel de séries Gevrey

En aquesta secci6 donarem alguns resultats interessants sobre la resumaci6
de Borel quan la série de partida és una seérie de poténcies de classe Gevrey-1.
Val a dir que tot el que direm aqui pot ser generalitzat a un conjunt més gran
de séries i les proves es poden trobar tant a textos classics com, per exemple,
a[l].

Denotem per C[[z71]] el conjunt de séries de poténcies formals en z~1
amb coeficients complexos i per z"!C[[z7!]] el subconjunt de séries sense
terme constant. Es clar que C[[z~!]] és una algebra commutativa respecte al
producte formal de series i una algebra diferencial respecte de la derivacio
formal, terme a terme, de séries.

La proposici6 segiient és una conseqiiéncia immediata de la definicio 1.

3 PROPOSICIO Donada f = 3 s st € 2z 'C[[z7']] una série Gevrey-1, ales-

hores la seva transformada de Borel formal f (C) = Bf(;) defineix una funcio
analitica en un disc centrat a l'origen C = 0.

4 DEFINICIO Donada una funcio f(:) analitica a un sector Ss per algun 6 > 0,
onSs = {C € C; |argC| < 6/2}, direm que té creixement exponencial T, si

existeix una constant C > 0 tal que If(C)I < CeT|C|, VC €Ss.

La proposicio segiient és un primer resultat rigorés d’existéncia de resu-
mades de Borel per algunes series Gevrey.

5 PROPOSICIO Sigui f = Sns0 it € z7'C[[z7']] una série Gevrey-1 tal que

la seva transformada de Borel formal f(;) = Bf(@j) té prolongacio analitica a
un sector Ss per algun 6 > 0, i té creixement exponencial T.

Sigui f(z) = [ efzgf(C)dC la seva resumacio de Borel. Aleshores:

1. f és una funcio analitica en M = {z € C; Re z > T}.
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2. Peratot0 < x < m, f(z) és asimptotica Gevrey-1 a la série f en M+ NSy,
és a dir, existeixen constants positives Cy i po, tals que, per a tot N € N,

N-1 o N
n 0-Vv-
f(z) = > prey 0y Z€ Mz N Sq.
n=0

La proposici6o segiient ens dona una caracteritzacio de les possibles resu-
macions d’'una serie Gevrey-1. En particular, tindrem unicitat si el sector és
prou gran.

6 PROPOSICIO Siguin f i g funcions analitiques en un sector Sy. Aleshores:

1. Si f i g son asimptotiques Gevrey-1 a la mateixa série en Sy, aleshores la
funcio h(z) = f(z) — g(z) és asimptotica Gevrey-1 a la série 0 en Sy, i
verifica

lh(z)| < cre2Zl zeS,

per a certes constants cy, ¢z positives.
2. Si x> 11 aleshores h(z) = 0.

4 Resolucio de '’equacio d’Euler

Si considerem la soluci6é formal ¥ = >n=0 % de 'equaci6é d’Euler, és clar

que és una seérie Gevrey-1 que té per transformada de Borel formal la série
> as0(—1)"C". Aquesta série és convergent en el disc unitat, es pot estendre
analiticament per la funcié Y (C) = ﬁ a tot sector que no contingui els reals

negatius i té creixement exponencial 0 (vegeu laNdeﬁniCi() 4). Estem, doncs,
en condicions d’aplicar la proposici6 5 i per tant Y pot ser resumada. De fet,
en aquest cas, la resumada es pot obtenir explicitament

1
1+C

S 2) =Y(2) = [: e —_ac,

i és una funcié analitica en el semipla 1o = {z € C; z = re!®, —11/2 < & <
T/2}.

Per entendre el fenomen de la unicitat de resumades, considerem ara la
transformada de Laplace de ?(C), pero deformant lleugerament el cami d’in-
tegracio aargC = 0, amb 0 < 0 < 77 fixat. Obtenim aixi una funcié

i0

Se(¥)(2) = YO(2) = JO T 1

1+C

ag,

que és analitica en el semipla bisecat per la direcci6 conjugada g = {z € C;
z=re*, -0 -m/2<x=<-0+T1/2}.
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Per als z € 19 N 119, tenim doncs definides dues funcions Y (z) i Y9(2)
que, pel teorema de Cauchy, son iguals. Aquest meétode ens permet continu-
ar analiticament la funcio Y(z) = S(Y)(z) al semipla m™ = {z e C; z =
rel® —31/2 < o < —1r/2}, és a dir, als valors de zAamb part real negativa.
Cal parar atencio al fet que, com a consequéncia que Y té unpola ¢ = —1, no
podem prendre 6 = 1t en les integrals, pero podem definir la continuaci6 de
la resumada al semipla negatiu prenent el cami O (1771~) que segueix el semieix
negatiu i «volta» el punt € = —1 per la dreta (vegeu la figura).

ImC

O(W')Q Re ¢

-1

Hem obtingut, doncs, la prolongaci6 analiticaa {z € C; z = re!®, —31m/2 <
x < 11/2}, és a dir, al pla tallat:

Alm z

Re z

1y Rez
\

Al semipld Rez = 0 (0 bé {z € C; z = rel® -m/2 < « < 1/2})
la funci6 ve donada per Y(z) = [y e‘zgﬁdC, i al semipla Rez < 0
(0bé {z € C z=re™ -3m/2 < « < 1/2}) la funcié ve donada per Y™ (z) =
Joim-) e ** iz d.

Podem calcular una altra prolongaci6é analitica de Y (z) si ara comencem a
deformar els camins d’integracié per —7 < 6 < 0 i obtindrem una prolongacio
analiticaa {z € C; z =re!®, —1r/2 < & < 311/2}, és a dir, al pla tallat:

Im z

(T ke
NP,
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Al semipld Rez = 0 (0 bé {z € C; z = rel® -m/2 < « < 1/2})
la funci6 ve donada per Y(z) = [y e‘zgﬁdC, i al semipla Rez < 0
(0bé {z € C; z = rel®*, —w/2 < « < 3m/2}) la funcié6 ve donada per
YT (2) = fo(n+) e*ZCﬁdC, on ara el cami O(7r*) volta la singularitat € = —1
per I'esquerra.

Aixi, al sector Re z < 0 tenim dues prolongacions analitiques de Y (z) que
son asimptotiques a la série Y(2) de partida. La proposicié 6 ens diu que,
atés que les dues séon asimptotiques a la mateixa série Gevrey-1 en un sector
d’amplada estrictament menor que 77, la seva diferéncia no ha de ser obligato-
riament zero, pero ha de ser exponencialment petita. Una aplicacié immediata
de la teoria d’integracio i el teorema del residu ens permet calcular aquesta
diferéncia. Definim y com el cami de la figura

ImC
_.i/\ Re T
——

i tenim

YT (2)-Y" (2)

1 1
-zC d _J -zC d
Jo<n->e 1+C ¢ 0(n+)e 1+C ¢

2z 1 _ ) —zr 1 B .
Le T Cdg = 21mri Res(e 1.7 C)gz_l = 2mrie”.

Tot el que hem calculat explicitament en '’equacié d’Euler és un fenomen
general, tal com indiquen les proposicions 5 i 6.

La resumaci6 en rectes complexes (Laplace) dona funcions analitiques en
sectors d’amplada més gran que 7T pero s’introdueixen ambigtitats en la su-
macio: a la intersecci6 dels sectors les resumades no han de coincidir (son
funcions multivaluades).

La presencia dels punts de ramificacié que tenen aquestes funcions esta
lligada a la presencia de singularitats (de ?(C)) al pla complex de Borel. Aixi
doncs, per entendre les possibles resumacions d'una seérie formal, cal poder
analitzar les singularitats de la prolongacio analitica de la seva transformada
(formal) de Borel.

Jean Ecalle ha formulat la teoria de la ressurgencia basada en el fet que
les séries divergents que apareixen en problemes naturals (equacions dife-
rencials o en diferéncies, iteracions, etc.) tenen transformades de Borel amb
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singularitats analitzables. Per fer aquesta analisi Ecalle va construir un calcul
diferencial (el calcul diferencial estranger) dins una algebra de funcions: les
funcions ressurgents.

En el capitol seglient d’aquesta exposici6 donarem una idea d’aquesta teo-
ria adaptant-la al cas més senzill no trivial: I’equaci6 de Riccati (1).

5 Ressurgeéncia en I’equacio de Riccati

5.1 Introduccioé

Com veurem en aquesta seccio, la teoria de la ressurgeéncia d’Ecalle permetra
analitzar totes les equacions d’aquest tipus. De fet aquesta teoria permet la
classificacié analitica d’equacions més generals [4], [5], [3] i [8], pero aquestes
equacions de Riccati s6n un exemple senzill que ens permetra introduir aques-
ta teoria aprofitant les simplificacions que aquestes equacions permeten.

La presentacio dels resultats d’aquesta secci6 segueix part de I'article [2],
que al seu torn va ser directament inspirat per J. Ecalle (notes escrites i con-
verses).

Com ja hem dit en la presentaciéo d’aquest exemple, degut al fet que H* i
H~ sén germs analitics que s’anulen a I'infinit, I’equacié (1) admet una tinica
soluci6 dins l’gspai de séries formals en potencies negatives de la variable que
denotem per Y_ € z !C[[z71]].

El teorema seglient prova l'existéncia, les propietats analitiques i I'asimp-
toticitat a la série Y_ de les dues solucions de I’equacio (1).

7 TEOREMA 1. L’equacio (1) admet una unica solucio Y* (z) analitica en un
entorn sectorial de —i - oo tal que limpy, ,_._,Y*(z) = 0.
Aquesta funcio és analitica a C — {iz,z € R*}, i és asimptotica a la so-
lucié formal de l'equacié en qualsevol sector de la forma {z = rel®, v >
p, -3m/2+06<x=<T1m/2-0},0n0< ¢ <Tr,ip>0,suficientment gran.
2. L’equacio (1) admet una unica solucio Y~ (z) analitica en un entorn secto-
rial de +i - oo tal que limypy, ,_ Y (2) = 0.
Aquesta funcio és analitica a C — {iz,z € R™}, i és asimptotica a la so-
lucié formal de l'equacié en qualsevol sector de la forma {z = rel® v >
p,-m/[2+06<x=<3m/2-0},0n0< ¢ <Tr,ip>0,suficientment gran.
3. Existeix un nombre complex A~, que depén de H* i H™ tal que:

YH(z) =Y (z2) = A (1 +0(z71)), siRez<0. 9)

La teoria de la ressurgencia només ens garanteix ’existéncia de la constant A~
en la formula (9). Aquesta constant és, en general, una funci6 transcendent de
H* i H™. Val a dir, pero, que per a algunes funcions H* particulars hom pot
arribar a calcular el valor exacte de A~. Per exemple, en el cas d’equacions de
la forma

av._y _ L5 +B'Y?),

dz 2Tiz
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és a dir, H* = _Zfr;z' un calcul independent d’aquesta teoria doéna
2 Vb
A" =B -0(B” -B"),ono(b) = —sin—.
( ) (b) NG 5

5.2 Ressurgéncia de la solucié formal

Veurem que Y_ és una seérie divergent usant la transformada formal de Borel
B, definida per
z [z - cCllc]]

z -l -~ C"/nl.

Recordem que B envia series formals de classe Gevrey-1 a germs ana-
litics a l'origen i transforma el producte de séries en convolucié de funci-
ons: si @i(z) — @i(0), i = 1,2, aleshores @1(2)P2(2) —~ @1 * P2(T) =
foZ P1(C1)P2(C - C1)dT: .

Recordem també que una série formal @(z) convergeix per a |z| > To si
i només si la seva transformada de Borel és una funcio entera de creixement
exponencial de tipus T: | (Z)| < const e7/C!, per a T > 7. Per tant, el fet que
@ tingui radi de convergéncia finit (i per tant singularitats en el pla €) implica
que @ és divergent.

Donem ara una primera definicié de funci6 ressurgent.

8 DEFINICIO Anomenem funcié ressurgent a una série formal Gevrey-1 O €
z71C[[z7!]] tal que la seva transformada de Borel formal § té la propietat
segtient: en cada recta sortint de l'origen, existeix un conjunt finit de punts
(singulars) tals que § pot ser continuada analiticament al llarg de qualsevol
cami sortint de l'origen que segueixi suficientment a prop la linia, voltant (per
la dreta o per 'esquerra) els punts singulars.

Un fet no trivial és la prova rigorosa de I'estabilitat per convoluci6 d’aquesta
propietat. De fet, les funcions ressurgents formen una subalgebra de C[[z~!]]
(el model formal). La transformada de Borel @ d’una funci6 ressurgent @ és
sovint anomenada el seu menor.

9 PROPOSICIO La solucio formal Y. (z) de (1) és una funcio ressurgent, i la seva
transformada de Borel Y_(C) té singularitats en el model convolutiu sobre els
enters negatius.

DEMOSTRACIO: El que farem per estudiar la transformada de Borel de la nostra
série és fer la transformada de Borel de I'’equacio6 (1) usant les regles elemen-
tals de la transformada de Borel (diferenciaci6 respecte de z doéna lloc a la
multiplicacié per —C) i obtenim una equaci6 per Y.

—(C+1)Y@) =H +H" % Y*2, (10)

on H* i H™ son series amb radi de convergencia infinit.
Definim inductivament una successi6 de C[[L]] per
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e Yo(O)=-H (D)/(C+1)

e Vn=>1, )
. P . .
Yn(?;)——+1(H k> Y ok Vy,).

€ ni+nz=n-1

Observem que Y, és una séArie que comenca, al menys, per termes de grau
2n, i per tant, la série > ,,.o Yy, convergeix formalment en C[[T]] cap a I'inica
solucio Y_ de (10). R R R

Observem també que H* i H~ defineixen funcions enteres; per tant Y
defineix una funcié meromorfa amb un pol simple a —1.

Hom pot estudiar el comportament de les singularitats respecte la convo-
luci6 (vegeu, per exemple [3]) i obtenim que les tiniques possibles singularitats
de les funcions Y, son pols simples i punts de ramificaci6 (singularitats loga-
ritmiques) als enters negatius. .

En particular, per a cada enter n, Yy, és analitica en el recobriment universal
de C\ (—-N*). Amb algun treball tecnic hom pot provar que la serie de funcions
holomorfes Y ¥, és uniformement convergent a tot compacte d’aquest reco-
briment universal (vegeu, per exemple, [10] per a una prova detallada d’aquest
fet en un cas similar). Per tant, Y_ és convergent prop de l'origen i compleix
les propietats que fan que la solucio | formal Y_(2) sigui una funcié ressurgent.

D’altra banda, usant el fet que H* i H™ tenen creixement exponencial en
qualsevol direccid, s’obtenen fites exponencials a qualsevol sector S; = {T €
C*/—m+d<argC <1 — 6} (on d és un angle petit):

VZC e S§, IY_(¥)] < const e%!,
on T depén del radi de convergeéncia de H* i H™ i de 6. O
OBSERVACIO La definicié de funcié ressurgent no demana que les singularitats

trobades per les continuacions analitiques siguin de cap tipus especial. Donem
ara una nova definicio.

10 DEFINICIO Anomenem funcié ressurgent simple a una funcio ressurgent
@ (2) tal que el seu menor O (L) només té singularitats de la forma:

log C

P(w+7) = W(C) +R(0),

TTC
onceCi{,ReC{C}.

Les funcions ressurgents simples formen una subalgebra. Tant Y_ com unes
altres funcions ressurgents que apareixeran aqui hi pertanyen.

Recordem que si tenim una série Gevrey-1 @(z) tal que el seu menor $ ()
és analitic de tipus exponencial T en un sector que conté la direccié 6, podem
calcular la transformada de Laplace en la direcci6 0:

0. oo

0 $C) —~ @°(2) = jo P (e =Cd,
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i obtenir una funci6 @? analitica en el semipla: Re (ze'?) > 7. Si § té creixe-
ment exponencial i no té singularitats en un sector Ss d’obertura 6 (en el pla
C), movent la direcci6é d’integracio i usant el teorema de Cauchy obtenim una
funci6 analitica en

Ms.=1{zeC/Re (ze!%) > 1, VO e Ss}.

Im¢C

Re T

25

A més, una petita variant de la proposicio 5 ens diu que en qualsevol Ms' -,
amb &' < &, p?(z) és asimptotica Gevrey-1 a la série $(z) de partida. Aixi,
triant diferents valors de 8, és possible associar a la série formal (z) una
familia de funcions analitiques en sectors {@?(z)}. Val a dir que quan la série
de partida @ és convergent, les diferents @? donen lloc al mateix germ ana-
litic a infinit: la suma de . En general, el pas de @ a @? mitjancant £¢ o B
és el que ja hem definit anteriorment com el procés de resumacio, i el podem
sumaritzar en el diagrama segiient:

Funcions analitiques en sectors: @? %
B/y

Menors: @ (model convolutiu)

Series formals: @ (rhodel multiplicatiu)

Aplicant la transformada de Laplace £¢ a Y_ amb 0 €] — m, [, obtenim
una funci6 analitica definida en un entorn sectorial d’infinit d’obertura 37t en
el pla z, que és una soluci6 de I'’equacidé de partida (1). En particular, tal com
passava en I'equacié d’Euler, tenim dues continuacions analitiques diferents
d’aquesta funci6, és a dir, dues sumacions diferents de la serie formal Y_en
el semipla {Re z < 0} prop d’infinit: Y? amb 6 prop de T, que correspon a
la solucié Y*(z) del teorema 7,1 Y? amb 6’ prop de —, que correspon a la
solucié Y~ (z) del teorema 7 com es mostra a la figura:
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A Im ¢ 4Imz

0’

El pas segiient és calcular la diferéncia Y — Y?. Aquest calcul, a diferéncia
del que succeia en 'equacié d’Euler, no és en cap cas trivial a causa de la
complexitat de la superficie de Riemann de la continuacio6 analitica de la funci6
Y_. Per poder fer aquest calcul, encara que sigui de manera aproximada, cal
poder analitzar les singularitats del menor Y_.

Com veurem, la teoria de la ressurgencia arribara a donar una analisi de-
tallada d’aquestes singularitats, mitjancant una série de calculs que es faran
tots en el model formal. Aquest fet, una mica sorprenent, és la base del calcul
diferencial estranger d’Ecalle.

5.3 Integral formal

En aquesta secci6 estudiarem el que podriem dir és la solucio general formal,
també anomenada integral formal de I’equacio6 (1). Com que 'equaci6é de Ric-
cati és una equaci6é de primer ordre, sembla natural buscar aquesta solucio
Y(z,u) depenent d'un parametre u, i, com la busquem en el pla purament
formal, la integral formal sera una série de potérgties en el parametre u.

Un cop fem els calculs necessaris per tal que Y (z,u) satisfaci I'equacio6 de
Riccati formalment, i aqui si que utilitzarem fortament I’estructura de 1'equa-
ci6 de Riccati, que permetra simplificacions importants, veurem que la integral
formal és de la forma:

Viz,u) = D u"e™dn(z) € Cllz™", ue?ll,

n=0

on $o(z) = Y_(z) i tots els coeficients $n(z) seran funcions ressurgents sim-
ples. Fixem-nos que I'existéncia de la integral formal també ens déna el re-
sultat segiient: I'’equacié de Riccati (1) és formalment conjugada a I'’equacio
d’Euler homogeénia

ax

dz
a través del difeomorfisme formal Y = ®(z,X) = > ,..¢ X"pn(z) € Cl[z71, XT1.
La proposicio segiient establira 1'existéncia de la integral general i en donara
una forma més senzilla:

X (11)
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11 PROPOSICIO Existeixen séries de poténcies formals Y, € z-1C[[z~ 1] i Yo (2) €
1 +z7'C[[z!]] tals que

?(z,u) _ ueZNYo(z)N+ Y_(2)
uerYy(z)Y, (z) +1

és una solucio formal de I'equacio (1). Les séries Y_, Y., Yy — 1, son funcions
ressurgents simples. Les seves transformades de Borel tenen creixement expo-
nencial i les seves singularitats estan ubicades a Z.

DEMOSTRACIO: Observem que si Y és solucio de I'equacio6 (1) aleshores 1/Y
verifica 4
-5 (/) =1/Y+H"(z) +H (2)(1/Y)?2. (12)

Per tant, usant els mateixos arguments que en la proposicié 9, podem provar
que existeix una unica série formal Y, € z-1C[[z!]] tal que la seva inversa és
soluci6 de (1), i és una funcié ressurgent simple tal que la seva transformada

de Borel té les singularitats en els enters positius i té creixement exponencial.

Fent ara el canvi Y = 4=z
aY,(z)+1

a(l + H*Y_ + H"Y,): la solucié general és d = uez+5‘N<Z), on & és la uni-
ca seérie formal sense terme constant amb derivada H*Y_ + H~Y,. La série
& es _una funC1o ressurgent, ja que la seva transformada de Borel &({) =

——(H *xY_+H % Y+) té singularitats sobre Z* i té creixement exponencial.

tenim que a(z) verifica I'equacié da/dz =

La seva exponencial Yo = e® també conserva aquestes propietats per les pro-
pietats generals de I’exponenciacié de funcions ressurgents ([4, 3]: Yy té terme
constant 1 i el seu menor Yy (Z) = 3,.; &*"/n! és analitic en el recobriment
universal de C \ Z, i no té singularitats en I'origen dins la fulla principal). O

La proposicié anterior ens déna la integral formal en forma tancada, pero
usa fortament el fet que la nostra equaci6é és de Riccati. La forma general
d’aquesta solucié és immediata Y (z,1u) = 3,50 u”e"z$n(z) amb qEO -Y.,i
per a n positius, ¢, = (- YpYn-l(1 - Y_¥,).

Si calculem la resumada de Y (z, ) en una direcci6 6 no singular, obtenim
una familia uniparametrica de solucions de (1):

ueZYé’(z) +Y9%2)
uezYd(2)v¢(z) +1°

Yo(z,u) = > ue™ L0, =

n=0

definida per Re (ze'?) — T > const|ue?| (una gonqici(') imposada per assegu-
rar que les transformades de Laplace de Yy, Y_, Y, estan definides i que el
denominador en Y?(z, 1) no s’anuHi).

Movent la direcci6 d’integracié 0 en el semipla superior o inferior obtenim
la continuaci6 analitica de Y?(z,u) per als z en un entorn sectorial d’infinit
d’obertura 21, que anomenem Y*(z,u) o Y~ (z,u) com indica la figura:
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AIm T Im z

‘ ; Re T Yg/:Y’fﬁ Re z

/7
S

Per tant, tenim essencialment dues families uniparametriques de solucions
de ’equacié (1), caracteritzades pel seu comportament en els dominis respec-
tius, que han d’estar connectades: un membre Y*(.,u) de la primera familia
ha de coincidir amb algun membre Y~ (.,u’) de la segona per als valors de z
amb part real negativa, i amb algun altre Y~ (.,u"’") per als valors de z amb
part real positiva. Aquestes féormules de connexié seran calculades en les sec-
cions segiients. Fixem-nos que nosaltres estem particularment interessats en
el cas de les funcions Y*(z,0) = Y*(z) i Y (z,0) = Y~ (2). De fet, amb el que
tenim fins ara, ja hem provat els dos primers punts del teorema 7; la unicitat
sera una consequencia immediata del lema segiient:

12 LEMA Siu € C*, Y (z,u) esta definida per Re z < 0 i |z| prou gran, i
verifica
Y~ (z,u) - Y (z,0) =ue?(1+0(z7Y)).

De fet, qualsevol soluci6 de I'equacio (1) analitica en un entorn de i - co en 'eix
imaginari ha de coincidir amb alguna funcié Y~ (z,u); només una tendeix a 0
quan Im z tendeix a infinit, i és la que correspon a u = 0.

I ara, per obtenir I'illtim punt del teorema, només hem de calcular el valor
ug del parametre talque Y*(z) = Y*(z,0) = Y~ (z,uq) per aRe z < 01iaplicar
el lema 12.

5.4 Calcul diferencial estranger

En aquesta secci6 analitzarem les singularitats en el model convolutiu i rela-
cionarem el comportament del menor Y prop de les seves singularitats amb
el valor de 1 que apareix en el lema 12. L'analisi d’aquestes singularitats la
farem usant el calcul estranger, una de les eines més importants en la teoria de
la ressurgéncia d’Ecalle. La idea és introduir en I’espai de funcions ressurgents
uns operadors que es comporten com una derivacio: les derivades estrangeres.
Anem a introduir-les en el cas de funcions ressurgents simples.

Sigui w € C*. Definim 'operador A, de la manera segiient: a partir d’'una
funcio ressurgent simple @(z), seguim la continuacio6 analitica del seu menor
@(C) al llarg de la semirecta que uneix I’origen amb w; en aquesta semirecta,
hi poden haver un conjunt ordenat de singularitats (w1, wo,...,w,) que s’-
han d’encerclar. Si ¥ > 1, obtindrem 2" ! determinacions diferents del menor



Resumacio de Borel i teoria de la ressurgéncia 149

en el segment Jw,_1, w,[ segons voltem cada singularitat per la dreta o I'es-
querra (amb la convencié que wo = 0 si ¥ = 1 i en aquest cas només hi ha una
determinacio), i les denotem per @¢;""% " ,. Cada €; és un més o un menys

segons que voltem w; per la dreta o ’esquerra:

N

N >
o ¢ m o /.\1 Pz s _ direcci6 de w
0 w1 U w3 w4

e Siw & {w1,wy,...}, definim A, P = 0.
e Si w = wy, per ar = 1, cada una de les determinacions pot tenir una
singularitat a w:

€1,5€r-1

~ Coorrl oy A€l vCr lo .,
Qi (W +T) = 4‘”211_”% L gartol (C)—mg_”; + funci6 regular,
i definim
~ p(e)'Q(e)' € yerny €r—1 —1 7 €15y €r—1
Aw, P = Z T Cworrtwra T B Yol wr) (13)

€1yens€r—1

on els enters pi g = v — 1 — p denoten el nombre de signes positius i
negatius en la successio (€1,...,€,-1).

Hom pot verificar de manera senzilla la consisténcia d’aquesta definici6. Po-
dem entendre I'operador A, @ com una mitjana ponderada de totes les deter-
minacions del menor a prop de w; afegir o eliminar falses singularitats a la
llista (w1, w2,...) no afectara el resultat, que torna a ser una funcié ressurgent
(observem que A, @ és una série formal).

El lector interessat a coneixer com definir els operadors A, per a funcions
ressurgents generals pot consultar [4], [3], [5] i [6]. Aquests operadors codifi-
quen tot el comportament singular del menor.

Hi ha una propietat d’aquests operadors que els fa importants per a nos-
altres: A, soOn derivacions dins 1'algebra de funcions ressurgents simples,
és a dir, si @1, P, so6n funcions ressurgents simples, i w € C*, aleshores
Aw(CbquZ) = (Aqu?l)qN?Z + q~91(Aw&2)-

Per diferenciar-les de la derivacié usual d%, Ecalle les anomena derivacions
estrangeres i ambdues derivacions interaccionen segons la regla seglient:

d ~ do ~
dzAw(p =Ayp Az + WALP .

Per tant, si introduim 'operador derivacio estrangera puntejada A, = e~ “ZA,,
tenim que A, commuta amb la derivaci6é usual

d . . . d®
EAw(p = AwE . (14)
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Per acabar, donem la propietat essencial per al nostre calcul (vegeu [3]): su-
possem que totes les singularitats del menor de @ en un sector {0 < argC <
0’} formen una successio ordenada (com és el nostre cas) (w1, w»,...) en una
semirecta dins el sector

0’

i supossem també que podem aplicar el procés de resumacié de Borel. Ales-
hores

, 1 i, ~r O - ~ 0
(paz(p6+ Z —e (i) + +ww)2(Awi] .. 'Ain(P)Q =[(exp Z Awi)-@]e ]

|
r=1;11,0ip=1 r i>1

(15)
Aixi, el coneixement de les derivades estrangeres ens dona totes les possibles
resumacions de la funcié ressurgent @.

5.5 Equacioé pont

En aquesta secci6 acabarem la prova del teorema 7. Per gix(), calcularem les
derivades estrangeres de la funcié ressurgent Y_(z) = Y(z,0). De fet, com
veurem a continuacio, sera més facil calcular les derivades estrangeres de «to-
ta» la integral 17(2, u).

Escrivim la integral formal en la seva forma de serie

Yz,u) = > ue™du(2),
n=0
i prenem un valor de w € Z*, ja que per a qualsevol altre valor ja sabem que
ApY =0 perque el corresponent menor no té cap més singularitat. El que
farem és usar I'operador derivada puntejada perque, com hem vist anterior-
ment, aquest commuta amb la derivaci6 usual.
L’aplicacio d’aquest operador a la integral general dona

Aw¥(z,u) = e PAY (z,u) = D ue™ ©2A,dyu(2),
n=0

pero és millor aplicar-lo a I’equaci6 (1). Usant que la derivada puntejada com-
muta amb la derivacié usual tenim que A, Y verifica I’equacio6 lineal

i(Aw?) = (1+2H"Y)A,Y.
dz

Observem que A,H=* és zero perqueé A* son funcions enteres i a més tant la
derivada com la derivada puntejada so6n derivacions i, per tant, verifiquen la
regla de Leibniz.

Usant aquesta equacio provarem la proposicio segiient:
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13 PROPOSICIO Existeixen dos nombres A=, A" € C tals que

~

A,lij = A_al
ou
. ou
ApY = 0 si wé¢{-1,+1}.

DEMOSTRACIO: L’equa(;i(') lineal verificada per AwlN/(z,u) no és altra que 'e-
quacio6 variacional de Y (z,u) i, per tant, Y /ou també n’és una solucio. Aixi
doncs, ambdues solucions han de ser proporcionals

o oY
AwY = Aw(u)ﬁ

Desenvolupant ambdos costats d’aquesta igualtat en série de potencies de u i
de e? hom pot veure que el coeficient de e? en oY /ou és (51 #+ 0. D’altra banda,
com A, Y = e ®?A, Y aquesta serie «comenca» per la poténcia e““ZAwaN)o.

Per tant, el coeficient A, (1) ha de ser zero si w < —2. Més encara, la
homogeneitat respecte de u dona que Ay (1) = Apu®+l,

Si usem els mateixos arguments per a I’equaci6 (12) obtenim que A, és
zero si w > 2. Només en aquest ultim punt usem fortament que I'’equacio
que tractem és de Riccati i no una equacié no lineal de primer ordre més
general. O

Fixem-nos que hem obtingut una relacio entre les derivades estrangeres,
que estan lligades a les sirigularitats de Y, amb la derivada usual de I'objecte
purament formal que és Y(z,u). Aquestes relacions varen ser anomenades
per Ecalle equacions pont, ja que séon un «pont» entre el calcul estranger i el
calcul ordinari. Quan s’interpreta aquesta equacidé en el model convolutiu, ens
diu que hi ha una relaci6 molt forta entre el germ analitic a 'origen (la serie
Y (z,u)) i les singularitats de la seva continuacio analitica. En alguns casos el
germ es reprodueix ell mateix en els punts singulars, aquesta és la raé del
nom «ressurgent». Evidentment, amb la nostra definici6 de funci6 ressurgent,
aixo no ha de passar, pero Ecalle va notar que aix0 és bastant usual quan
les funcions ressurgents apareixen en problemes «naturals» com a solucions
d’equacions funcionals analitiques.

La diferencia amb el cas general d’equacions nolineals és que I'equaci6 pont
esdevé un conjunt infinit de relacions i els nombres A, w € {-1,1,2,...},
s’anomenen invariants analitics de I'equacio, ja que hom pot provar que dues
equacions s6n analiticament conjugades (no només formalment) si i només si
tenen el mateix conjunt de A,’s.

Les derivades estrangeres de tots els coeficients de la série $n poden ser
calculades a partir de les equacions pont, i s’obté

A—1<Z)n = A_qgr}jl o
Apipn = —ATPn1, n=1, A1 =0.



152 Tere M. Seara i David Sauzin

En particular, tenint en compte que fzo =Y. i dN)n = (—1)"17(’)11711(1 -Y_ V),
obtenim AA_llN/_ =AYo(1-Y.Y,) = A=+ O(z7!). Aix0 ens diu que A~ és el
residu de Y_(Z) en el punt —1. Un analisi similar dona que A* és el residu de
Y. (C) en el punt +1. Aquests dos nombres sén funcions transcendents de les
funcions de partida H* i H~ i no es poden calcular en general (vegeu [7] per
aun méto+de numeric per calcular-los i [2] per al seu calcul analitic en el cas

H=* = -
altres grﬁé?s siguin zero no significa que no hi hagi singularitats en aquests
punts. Aquestes singularitats es detecten iterant ’equaci6 pont.

Per acabar, ara ja podem comparar les dues families de solucions Y~ (z,u)
iY*(z,u) de I'equacio (1). Recordem que aquestes families varen ser obtingu-
des pel métode de resumaci6 de Borel en la secci6 5.3. Prenem a partir d’ara
la variable z amb modul prou gran, i els valors apropiats de u per tal que
Y*(z,u) estiguin definides.

Si Re z < 0, podem aplicar la férmula (15) prenent dos angles 0 < ™ < 0’
propers a T):

). Es important dir que el fet que les derivades estrangeres en els

Yo (z,u) = [expA-1Y1? (z,u) = [exp(A*%)}N’]"'(z,u) =Y (z,u+A"),

aixo significa que:
Yf(z,u) =Y (z,u+A7); (16)

i de la mateixa manera, per aRe z > 0, triant 0 < 0 < €',

Y (z,u) =Y (z ). 17)

_u
"1+ Atu
Prenem ara u = 0O: ja sabiem que Y+A(z) =Y"(z,00)iY (z) = Y (z,0)
coincidien per a Re z > 0 (recordem que Y_(Z) no té singularitats a R™), pero
ara, la formula (16) i el lema 12 mostren que, per a Re z < 0,

YH(2)-Y (2)=Y"(2,00-Y (2,0)=Y (2,A7)-Y (2,0) = A e?(1+0(z7 1)),

i aixo acaba la prova del teorema 7.
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