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1 Introduccio

Aquest article té dues parts clarament diferenciades. Aquesta primera part té
a veure amb la historia dels sistemes de representacié de nombres reals i vol
recollir des dels intents de representar d’alguna manera nombres irracionals
fins a sistemes de representacié moderns que s’han descobert i estudiat so-
bretot durant el segle xx. La segona part, més relacionada amb les aplicacions,
vol fer una ullada a aspectes més relacionats amb la sistematitzaci6 moderna
del tema i les seves connexions amb la probabilitat i la teoria ergodica. Quan
desenvolupem un nombre x € (0,1) en base decimal:

X= 2 gn (1)
n=1

considerem els enters positius ai,a»,... com els digits de la representacio.
L’algorisme que ens permet obtenir-los és molt senzill d’explicitar, encara que
moltes vegades no en siguem conscients quan l'utilitzem. De fet és la «divisio
continuada» que ens ensenyaven a ’escola primaria:

X1=X; an=1[10-xn]; Xns1 =10- x4 — an, n=12,....

Com és habitual, amb [y] denotem la part entera de 7y, és a dir, ’enter més
gran entre els més petits o iguals que y. Els digits, a,, poden variar entre
0191 xy, el residu d’ordre n, queda sempre compres entre O i 1. Les con-
vencions que tenim ens fan escriure x = 0.aiazas... i, d’aquesta manera,
xXn = 0.andn+1.... El residu es pot, doncs, mirar com un desplacament a la
dreta respecte al residu anterior.

Si en la descripci6 que acabem de fer canviem la base 10 per la base 2
obtenim el sistema binari (o diadic) i els digits es limiten al 0 i a1'1. Si la base
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és un enter positiu b, el sistema és el sistema b-adic i els digits s’escullen entre
0,1,2,...,b— 1.

Veurem, al llarg d’aquest article, com el fet de modificar lleugerament
aquest procés iteratiu fa apareixer diferents sistemes de representacio.

Per exemple, per qué ens hem de limitar a dividir per la mateixa base en
cada iteraci6? Si anem canviant de base, ens trobem amb les séries de Cantor
(secci6 7). Fins i tot, per que fer servir una base entera? Si, en comptes d’enters
positius com a base, fem servir nombres reals més grans que 1 obtenim les
curioses f3-expansions que presenten propietats notables (secci6 12).

Si canviem la funcié «multiplicar per 10» per una funci6 adequada (crei-
xent o decreixent) ens trobem amb les f-expansions de Rényi (secci6 12), que,
al seu torn, ja sé6n un esfor¢ de generalitzacié d’altres generalitzacions. Si
pensem que el procés decimal (1), en cada iteracié colloca el residu en un dels
10 intervals d’una partici6é de (0,1) i, en comptes de pensar en aquest tipus
de partici6 tan uniforme de l'interval unitat, pensem en altres possibles ma-
neres de particionar (0,1) i aixi anar encaixant els residus de cada iteracio,
obtenim altres desenvolupaments en seérie que no son tan evidents (o potser
hauriem de dir, habituals) com els de base fixa: els desenvolupaments de Syl-
vester (subsecci6 9.1), els de Liiroth (subseccio 9.2), els d’Engel (subsecci6 9.3),
els d’Oppenheim (secci6 10), etc., tots englobats sota el que es coneix com a
(x, y)-expansions (seccio 11).

També podem pensar en representacions en serie alternada. De fet, tots
els sistemes esmentats fa un moment tenen una contrapartida en serie alter-
nada. Aquesta idea condueix a sistemes molt interessants (secci6 13.1). De fet,
pero, tampoc cal treballar sempre amb series infinites. Podem substituir-les
per productes infinits, i aix0 és precisament el que va fer Cantor aprofitant
una preciosa formula d’Euler (secci6 8). Canviant una mica el xip de les séries
o els productes infinits, podem utilitzar funcions una mica més curioses que
la iteraci6 ad infinitum de sumes i productes. Aixo és el que es fa amb el que
es podria denominar (des d’'un determinat punt de vista) el rei dels sistemes
de representacio: les fraccions continuades® (secci6 5). Aqui iterem la funcio
reciproc (1/x). El resultat, un castell de trencats d’aquells que quan érem a
I’escola ens feia tremolar, té propietats fantastiques des del punt de vista de
I'aproximacio i ha produit un seguit de generalitzacions que han obert molts
camps de recerca. Com a curiositat val la pena destacar el llibre de Claude
Brezinsky, [7], que conté més de sis mil cites de llibres i articles relacionats
amb les fraccions continuades. A la segona part de 'article (de propera apari-
ci6 al Butlleti de la SCM) tractarem d’aspectes més profunds relacionats amb
els sistemes de representacié dels nombres reals. Sobretot tractarem del que
es coneix com la teoria métrica dels sistemes de representacio. Hem de pen-
sar que, a finals dels segle XI1x i principis del XX, els sistemes de represen-
tacidé havien estat utilitzats, amb exit, per generar funcions patologiques. La

1 Si cerqueu al Diccionari de la Llengua Catalana de I'lEC I'entrada continua, hi trobareu com
a accepci6 matematica fraccio continua. Creiem que es tracta d'una mala traducci6 de I'alemany
Kettenbruche o de ’anglés continued fraction.
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més coneguda és la famosa «escala de Cantor», o «escala del diable» com 1'a-
nomenen alguns autors anglosaxons. Es un exemple de funcié de Iinterval
unitat en si mateix, que té derivada O en un conjunt de mesura 1 i que no
és constant. De fet, la funci6 és constant en el complementari del conjunt de
Cantor, resultat de suprimir de (0,1) tots els nombres que fan servir un 1
en el seu desenvolupament en base 3. L’autor de I’escala de Cantor és Lebes-
gue, que la descriu a [31, pag. 56-57]. Lebesgue també és I'autor d'una fun-
ci6 forca curiosa definida a través del sistema decimal. Concretament a [31,
pag. 97] descriu una funci6 discontinua en tots els punts del seu domini que
té la propietat dels valors intermedis, és a dir, que si f(a) < f(b) s6n dos
valors de la funcio, tot valor intermedi f(a) < &« < f(b) també és assolit per
f almenys un cop, és a dir, existeix almenys un ¢, a < ¢ < b tal que f(c) = «.
Durant bona part del segle XI1X, aquesta propietat es creia equivalent a la con-
tinuitat fins que Darboux, el 1875, va demostrar que no era aixi. Lebesgue hi
aporta el contraexemple segiient. Si x = 0.ajazas ... en el sistema decimal,
Lebesgue defineix @ (x) = 0 si la successi6 de decimals senars {ap;_1} no és
periodica, i
aAzn | A2n+2 | A2n+4

PX)=T9 Tz * 108

si la successio {a»;—1} és periodica i el primer periode comenca a a»,-;. La
funci6 @ (x) és clarament discontinua perqué pren tots els valors de (0,1)
en un interval tant petit com es vulgui i per aquest mateix motiu, si pren els
valors a i b, pren també tots els valors intermedis. Van der Waerden, a [64]
(també citat a [53, pag. 4]), déna un exemple senzill (el primer, més complicat,
és de Weierstrass) de funci6 continua no derivable enlloc. La funcio6 en qiiestio,
definida a [0, 1), és la segiient:

f(X)=Z%,

n=0

+ e

on (x) representa la distancia de x a ’enter més proxim. Fixem-nos que, si
x = 0.a1azas ..., el numerador de la fraccié del terme general de la série no
és res més que 0.ap+1an+2an+3... quan x < 1/2,i 1 — 0.ans1an+2an+3 ...
quan x > 1/2. L'interes pels sistemes de representaci6 va revifar-se quan el
1909 Borel publica la seva famosa memoria Sur les probabilités dénombra-
bles et leurs applications aritmétiques, [5]. En aquest treball Borel introdueix
el concepte de nombre normal i demostra el teorema que porta el seu nom
on afirma que «gairebé tots» els nombres son normals. «Gairebé tots» en el
sentit habitual que tots ho son llevat dels nombres d'un conjunt de mesura
0.2 El concepte de nombre normal de Borel es basa en la freqiiéncia d’aparicio
dels digits 0,1, 2,...,9 en el desenvolupament decimal d'un nombre. Un nom-
bre 0.a1azas ... és simplement normal en base 10 quan la freqiiéncia relativa

2 El concepte de conjunt de mesura 0 no requereix del concepte de mesurabilitat de Lebesgue.
Es pot definir com aquell subconjunt de R que es pot recobrir per un sistema d’intervals de
longitud total tan petita com es vulgui. Vegeu el mateix Lebesgue, [31, pag. 28] o, per exemple,
[53, pag. 5].



94 P. Viader, J. Paradis, J. Miralles de L., LI. Bibiloni

d’aparici6 de qualsevol digit 0,1, 2,...,9 ala successi6 {a1,a»,as,...} tendeix
a ser 1/10, és a dir, si A(k,N) denota el recompte de vegades que el digit k
apareix entre ai,...,ay,

lim A(k,N) 1

Nw N 10

Un nombre és normal en base 10 quan la freqiiéncia relativa d’aparicié de
qualsevol bloc de digits k1k> ...k, ala successié {a1,a»,as,...} tendeix a ser
1/10", és a dir, si A(k1k>...k,,N) denota el recompte de vegades que el bloc
kik; ...k, apareixa ay,...,an,

Akika.. ke, N) 1
A, N ~ 1o

Es molt facil donar exemples de nombre no simplement normals (gairebé
qualsevol racional) i de simplement normals que no sén normals (el racional

periodic 0.0123456789), pero no ho és tan de facil quan es tracta d’exhi-
bir un nombre normal, malgrat que el teorema de Borel ens diu que gairebé
tots els nombres ho sén, de normals. Avui dia, encara ningi ha aconseguit
demostrar la normalitat de +/2 o 7r. Un exemple curiés de nombre normal en
base 10 és el nombre decimal que té tots els naturals escrits un darrera I’altre:

0.123456789101112131415.... (2)

Podeu trobar la demostracié del teorema de Borel i de la normalitat de (2)
a [35, capitol 8] o a [21, capitol IX]. Podeu consultar també 1’excellent llibre
de Cilleruelo i Cérdoba, [11, capitol 6], escrit en castella. Un possible enfo-
cament per demostrar el teorema de Borel passa per considerar els decimals
d’'un nombre real com una successio de variables aleatories i demostrar que
son independents i idénticament distribuides. Aixi se’ls pot aplicar algun dels
teoremes coneguts com a lleis fortes dels grans nombres que, essencialment,
asseguren la validesa, gairebé per tot, de comportaments «tipics» de les vari-
ables aleatories de la successio.3 Aquest resultats son els que donen sentit a
expressions com la segtient: si llancem moltes vegades una moneda, obtindrem
aproximadament la meitat de cares i la meitat de creus. Borel utilitza els digits
del sistema binari com a model de successié de variables aleatories idéntica-
ment distribuides i aixo permet, per primera vegada, estudiar fenomens com
els que acabem de descriure des d'un punt de vista global. Tots aquests desen-
volupaments van donar lloc, a principis del segle XX, a la teoria métrica dels
sistemes de representacio. En paraules de Khintchine [25, pag. 51-52]:

[...] Els conjunts formats per nombres reals, pero, es poden mirar des
de diferents punts de vista i es poden comparar els uns amb els al-
tres segons diverses propietats. Hom es pot preguntar sobre la seva

3 Una successio de variables aleatories, {fy}, verifica una llei dels grans nombres quan la
successio de les seves mitjanes aritmetiques, (f1 + f2 + - - - + fn) /1, convergeix en algun sentit.
Si la convergéncia és en mesura, parlem d'una llei feble. Si la convergéncia és gairebé per tot,
parlem d'una llei forta.
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poteéencia, la seva mesura i una varietat d’altres caracteristiques. La més
interessant, tant pels metodes emprats com pel resultat que es deriva
del seu us, és la teoria métrica, que es pregunta sobre la mesura dels
conjunts de nombres caracteritzats per una determinada propietat. La
teoria resultant, que es pot anomenar l'aritmética métrica del continu
ha estat a bastament estudiada en els ultims temps [1935] i ha propor-
cionat molts resultats alhora simples i interessants. Com en qualsevol
investigacio sobre la naturalesa aritmetica dels nombres irracionals, I’a-
parell de les fraccions continuades és I'instrument més natural i millor
per a la recerca.

Per tal de dur a terme, almenys en part, la tasca de determinar la mesura
de certs conjunts caracteritzats per una determinada propietat, fent servir
les fraccions continuades com a eina, Khintchine ha d’estudiar des del punt
de vista metric la mateixa eina que pensa utilitzar i, per tant, ha d’aprendre
a determinar la mesura d'un determinat conjunt de nombres reals, la repre-
sentacio dels quals en fraccions continuades manifesta una o altra propietat
aritmetica. Al mateix lloc ens diu:

[...] Aquests problemes poden ser de diferents menes. Aixi, ens podem
preguntar sobre la mesura del conjunt dels nombres reals pels quals
as =2 0bé g1p < 1000 [vegeu la pagina 99 per trobar definicions de a,
i qn] o quins nombres tenen una successio fitada d’elements [a,], 0 que
entre els seus elements no s’hi trobi cap enter parell, etc. La totalitat de
metodes que serveixen per a la solucié de problemes d’aquesta classe
constitueix la teoria métrica de les fraccions continuades.

Per acabar aquesta introduccio citem, a tall d’exemple, un dels molts re-
sultats sorprenents de la teoria metrica que tractarem més a fons a la segona
part. Khintchine, [25, pag. 93], demostra el teorema segiient:

TEOREMA Per x € (0, 1] sigui

ay + ———
az + ...

Pexpressio en fraccio continuada regular. Llavors, per a gairebé tots els x de
(0,1] es compleix:

lim Ya, -a,---a, =K,
Nn— o0

on K = 2.6854... és una constant, independent de x, que es coneix com a
constant de Khintchine.

2 L’aproximacio d’irracionals al llarg de la historia

En una primera etapa de l'incipient pensament matematic, ’aritmeética dels
nombres es reduia als nombres naturals i aquests jugaven un paper vinculat
al mateix llenguatge, [3, vol. I, pag. 105-107]. Ben aviat aparegué la necessitat
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de fornir un sistema de numeracié que permetés expressar qualsevol nombre
natural a partir d’'uns pocs simbols, [19]. La variabilitat de sistemes de nume-
racié és enorme i la seva influéncia en el desenvolupament posterior de les
matematiques és habitualment escassa i geograficament local. Dels diferents
sistemes més antics, cal esmentar el sexagesimal dels babilonis, que encara
avui perdura en la mesura del temps i dels angles i, sobretot, el sistema po-
sicional decimal d’origen hindq, arab i que gradualment va anar generant el
sistema que des del renaixement hem fet servir d’'una forma unificada. Una
bona colla de sistemes de numeraci6 apareixen descrits a [27, pag. 179-197].
També és molt antiga la noci6 de nombres trencats per expressar quantitats
més petites que la unitat. Els egipcis empraren les fraccions unitaries per tal
d’expressar qualsevol trencat mitjancant I’addicié de subunitats ben delimita-
des. Es disposava de la noci6 de nombre trencat, pero no es tenia un sistema
unificat de representacié d’aquests nombres a partir d’'uns trencats ben defi-
nits. El fet que entre dos trencats a/b i c/d sempre es pogués trobar un tren-
cat intermedi, ja sigui com a semisuma o més habitualment per la forma %,
porta de forma gairebé natural i intuitiva al concepte de densitat per a aquesta
classe de nombres, cosa que va fer pensar que es podia expressar la mesura
de qualsevol magnitud geomeétrica mitjancant un trencat. El descobriment de
I’escola pitagorica que la diagonal del quadrat era inexpressable mitjancant el
seu costat, va ser el que origina la primera gran crisi de les matematiques des
del punt de vista dels seus fonaments o, millor diriem, de les seves intuicions.
Tot semblava indicar que hi havia magnituds incommensurables! Arribats a
aquest punt les matematiques es geometritzaren i la teoria de les proporci-
ons d’Eudox, que explica Euclides en el llibre V dels seus Elements (vegeu [22,
pag. 384-391] o [48]), resolgué momentaniament la crisi, i esdevenint el gran
referent sobre el qual es construi la matematica grega: els Elements, les obres
d’Apoloni i sobretot d’Arquimedes foren desenvolupaments teorics constru-
its sobre la base elaborada per Eudox. Pero I'aritmeética propiament dita resta
marginada d’aquest desenvolupament i I'obra tardana de Diofant apuntava
més cap a un desenvolupament futur de la teoria de nombres que no pas a
una aritmetica de representacié dels nombres. Una qiiestié que va quedar pen-
dent i que no va ser massa desenvolupada per la civilitzacio grega correspon
als algorismes d’aproximacié d’'una magnitud irracional mitjancant racionals.
Bé, aix0 no és del tot cert atés que, ocasionalment, i sempre des d'un punt de
vista particular, es cercaren aproximacions a magnituds irracionals tal com va
fer Arquimedes en la mesura del cercle per aproximar el nombre 1T, [23, pag.
50-56]. Pero, en tot cas, no es cercaren metodologies generals per aproximar
irracionals. Els irracionals quadratics foren el gran banc de proves en la cerca
d’algorismes d’aproximacio. Aquesta practica es remunta als babilonis i als
indis, va ser seguida pels arabs i va arribar sota el guiatge de Leonard de Pisa
—també conegut com Fibonacci— a ’occident prerenaixentista. Els algorismes
d’aproximacié no proporcionaren directament les bases d'un sistema de re-
presentacio, pero foren una fase inevitable per tal de preparar el terreny a la
seva aparicio.
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3 El tractament dels irracionals quadratics

Els babilonis utilitzaren ja a 'epoca d’Hammurabi (c. 1700 a. C.) la que nosal-
tres coneixem com a féormula d’Her6 per a aproximar arrels quadrades. Aquest
fet no és especialment sorprenent ja que es recolza sobre una base geometrica
senzilla. La idea és la segiient: si volem determinar el costat d'un quadrat d’a-
rea N partirem d'un rectangle de costats respectius a i N/a, amb I'tinica con-
dicié que a < +/N. Tradicionalment es pren a = [/N], pero no és necessari.
Anirem quadrant aquest rectangle a través de mitjanes aritmeétiques i geome-
triques alternativament, [34, pag. 140-143]. Es, pero, en la matematica hindu
on trobem els resultats més sorprenents pel que fa a I’estudi de les aproxima-
cions dels irracionals quadratics. No hem d’oblidar que va ser de I'india que
els arabs manllevaren la major part de les bases del que serien la seva aritme-
tica i la seva algebra, i que arribaren a Europa a través de la peninsula Iberica
i de la Mediterrania. Ja Brahmagupta (598-668) descrigué el métode de deter-
minar solucions de '’equacié de Pell un cop coneguda una d’elles que veurem
a continuaci6é. Anomenem equacio de Pell —Pell no va tenir res a veure amb
aquesta equaciod, pero Euler creia, equivocadament, que Wallis I’havia atribuit
a Pell, vegeu [13, pag. 33]— l'equaci6 diofantica:

x> -Ny’=c (3)
0, en particular,
x*-Ny* =1, (4)

on N és un enter positiu donat, no quadrat perfecte. La determinaci6 de valors
enters o racionals de I'equaci6 (4) ens permetra determinar aproximacions de
I'arrel quadrada de N. En efecte, suposem que (p, q) és una solucio. Aleshores,

p:_ 1 _[pP_p
a? aq° a q

Descriurem el meétode de Brahmagupta a partir d'un exemple. Sigui I’equacio:
x*-8y*=1, (5)

amb les solucions de la qual volem trobar aproximacions de /8. Observem
que (3,1) és una solucié de I'’equacio. El teorema —que Brahmagupta no de-
mostra— és el seglient:

1 TEOREMA Si (p1,q1) i (p2,q2) son dues solucions enteres de I'equacio (4),
aleshores, (p1 - p2 + Nq1 - q2, p1 - 42 + p2 - q1) és una altra solucio.

Podem trobar una demostraci6é del teorema a [42, pag. 94-95]. Observem que
el teorema no exigeix que les dues solucions siguin diferents. Per tant, un
cop trobada una soluci6 podem trobar-ne d’altres indefinidament. Si tornem
al nostre exemple tindrem que, per simple observacid, queda clar que x = 3,



98 P. Viader, J. Paradis, J. Miralles de L., LI. Bibiloni

v =1 és una solucio de I'’equacio6 (5). Per tant, aplicant el teorema 1, tindrem
que
y=1-3+3-1=6

i el corresponent valor de x, x = 17, sén una nova soluci6é de I'’equaci6 (5).
A partir d’aqui podem trobar altres solucions, com ara (99, 35), (577,204),
(3363,1189), etc. Cadascuna d’aquestes solucions proporciona una aproxi-
maci6 de /8. Encara quedava pendent el problema de la determinacié d’'una
soluci6é de l'equacié de Pell que, en exemples com I'anterior, queda obviat.
Aquesta qiiestié va ser analitzada a fons per Bhaskara (1114-1185). El seu
metode per a determinar una solucié de ’equaci6é de Pell és el que Dickson
anomena metode ciclic, [12], i que Edwards explica detalladament a [13, pag.
25-33].

4 El primer sistema de representacio: el sistema decimal

No seria fins a finals del segle xvI, quan aparegué per primera vegada la pro-
posta dis d’un sistema de representacié dels nombres trencats. Ens referim
al sistema decimal. Dues grans qiiestions van impulsar aquest procés. Per una
banda les necessitats en I’ambit mercantil dunificar les unitats de mesura sota
una mateixa base on fos facil realitzar les quatre operacions elementals de
I'aritmetica. Per altra banda les mateixes necessitats de refinament del com-
put en I’elaboracio6 de taules trigonométriques prou precises per a les finalitats
de I'observaci6 astronomica i per a ’art de la navegacio. Va ser 'any 1579 quan
el gran matematic F. Vieta elabora un tractat sobre trigonometria plana, Ca-
non Mathematicus seu ad triangula cum appendicibus, que culminava amb la
presentacié d'unes noves taules trigonometriques, [63], confegides sota I'es-
quema de I'is dels nombres decimals. Pero no fou fins sis anys més tard quan
I'enginyer Simon Stevin publica I’'obra De Thiende (1585) en flamenc a Leyden,
on, en format de llibret de 36 pagines, s’exposava amb claredat el sistema
decimal i les quatre regles operatives.* El mateix any se’n va fer una versio
francesa, La Disme, i 'any 1608 aparegué la versioé anglesa Dime: The Art of
Tenths. Quan John Napier publica 'any 1617 les seves taules logaritmiques
expressades en base decimal, el procés d'unificacié dels calculs matematics
en aquest sistema esdevingué irreversible. No s’ha abandonat aquesta prac-
tica fins als nostres dies. Cal fer encara una precisio per tal de no incorrer en
inexactituds. De fet el sistema de representacié decimal estava concebut i s'u-
sava en el marc dels nombres trencats i el seu s no es plantejava en el marc
dels nombres reals. Cal tenir present que, en aquella época, el concepte de
nombre real no tenia cap significacio. Se sabia que els irracionals quadratics
es podien aproximar en tantes xifres decimals com hom volia, pero mai no es
considerava un nombre decimal amb la totalitat de les seves xifres decimals.

4 Per tal de fer-nos una idea de la intencionalitat de Stevin a 'editar aquest llibre res millor que
les seves paraules que encapcalen I'escrit: Als Astronoms, Agrimensors, Mesuradors de Draps,
Mesuradors de botes, Estereometres en general, Mestres de canvis i a tots els Mercaders [... .
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Dit d'una altra manera més comprensible, no s’havia assolit la idea de série
infinita, per més que la nocio intuitiva estava en ’ambient.> L’is habitual de
treballar amb expressions de seéries numeriques no arribaria fins a finals del
segle xvII amb I'obra de Wallis i posteriorment de forma més sistematica i ge-
neral amb els treballs d’Euler, que és quan es pot parlar plenament del sistema
de representacié decimal pels nombres reals, entenent que tot nombre real es
pot expressar com una successio finita o infinita de digits compresos entre
el 0iel 9. No és casual que fos el mateix Euler qui desenvolupés els primers
estudis aritmetics de les propietats de les successions de digits corresponents
a les fraccions en el sistema decimal.

5 Les fraccions continuades

El sistema de representacié dels nombres reals que ha jugat un paper central
tant des del punt de vista de la historia com des de la perspectiva de la teoria
d’aproximacions, és, sense cap mena de dubte, el sistema de les fraccions
continuades. Aquest tipus de representacio permet expressar tot nombre real
positiu x de la manera segiient:

x=ag+ — (6)
a) + 1
a) + ———
as + ...

on els a; son enters positius. Aquesta expressidé es por representar simbo-
licament de la forma [ao; a1, a»,...,an,...]. La caracteristica més important
d’aquest sistema de representacié rau en la segiient propietat: si trunquem el
desenvolupament en qualsevol index n, obtenim una fraccié que s’anomena
reduida o convergent d’ordre n:

p

n
— = lap;a1,...,an].
an

La reduida p, /qn aixi obtinguda és una aproximacio optima del nombre x en
el sentit que no hi ha cap fracci6 més propera a x que tingui un denominador
més petit que g,. En aquest cas es diu que p,, /g, €s una aproximacio optima

5 El mateix Vieta en l'escrit Variorum de rebus mathematicis responsorum, liber VIII, en la
recerca d’un valor aproximat de 17, troba 'expressio corresponent al primer producte infinit del
qual es té noticia:

2/1T = ]_[ cos <1T/2”1) .
i=1
Aquesta férmula de Vieta té connexions molt boniques amb una altra férmula famosa: el pro-
ducte infinit de Wallis (1655),

2/ =

1-3-3-5-5-7-7-9...
2.2.4.4.-6-6-8-8---
Vegeu [40].
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de x de primera espécie® (per a més detalls sobre aproximacions optimes, con-
sulteu [11, pag. 153-163 ]). Es precisament la propietat esmentada la que ha
fet que les fraccions continuades juguessin un paper rellevant dins la teoria
de nombres i, en particular, dins I’ambit dels sistemes de representacio. Els
origens de les fraccions continuades soén quelcom imprecisos. Nogensmenys,
podem afirmar que, en certa forma, I'algorisme d’aproximacié d’arrels qua-
drades presentat per Chuquet en el seu manuscrit La triparty en la science
des nombres de 1492, [10], obté implicitament totes les reduides que aparei-
xen en el desenvolupament d'un nombre en fraccié continuada. El metode de
Chuquet es sustenta en les successions de Farey per aproximar un nombre, és
a dir, si tenim un « irracional entre 0 i 1, en primer lloc s’afita « entre dues
fraccions unitaries consecutives ﬁ << }1 i, a continuacio, s’intercala el
racional que resulta de sumar numeradors i denominadors. S’examina de nou
entre quines dues fraccions es torna a trobar « i es reitera successivament el
procediment, d’aquesta manera aproximacions optimes de I'irracional «. Aixi
Chuquet troba una aproximacio de /6 mitjancant el trencat 2 +89/198, tal que
el seu quadrat difereix de 6 en la quantitat 1/39204, i encara deixa escrit que
si es segueix el procediment es troba una aproximacio més bona corresponent
a 2 + 881/1960, el quadrat de la qual difereix de 6 en 1/3841600. Per cons-
truccio, les dues aproximacions obtingudes per Chuquet s6n de tal naturalesa
que la fraccio resultant compleix I'equacio de Pell associada x? — 6y? = +1,
prenent per x el numerador i per y el denominador. No deixa de ser curios
que, amb aquest precedent, s’establis a principis del segle xx un debat entre
historiadors de la matematica sobre la forma en que el matematic Juan de Or-
tega, en el seu llibre Tratado subtilissimo de Arismetica y Geometria (1512), va
obtenir unes aproximacions d’arrels quadrades tals que totes, llevat de dues,
complien 'equaci6 de Pell. En aquesta polémica van participar Paul Tannery,
Enestrom i Rey Pastor, [52]. L’historiador espanyol va ser qui va argumen-
tar que I'explicaci6 més plausible era la de pensar que el metode d’Ortega es
basava en el procediment descrit en el manuscrit de Chuquet. El primer es-
quema de desenvolupament en fraccions continuades no ordinaries apareix a
I’Algebra de Rafael Bombelli (1572). La idea de Bombelli per cercar aproxima-
cions d’arrels quadrades era la segiient: Si tenim N = a2 + 7, amb r < 2a + 1,
llavors +/N = a + h, on h < 1. Per trobar el valor de h fem el segiient:

-
N=a?+2ah+h?®=a*+hRa+h); h = )
2a+h
Substituint indefinidament el valor de h en aquesta tultima expressio, obtenim
I’estructura: v
\/N =a+ - 7 -
2a +
2a + ...
6 Es demostra facilment que, per a tota reduida py /g, d’un nombre x, es compleix la fitacio
e pal 1
an an
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Només en els casos en qué ¥ = 1 s’obtenen fraccions continuades ordinaries.
Aquest és el cas de N = 2, on obtenim:

NI
2+

2+,

Alguns historiadors esmenten I'obra de Cataldi com 1'origen de les fraccions
continuades, pero, de fet, en el seu treball no trobem cap afegit6 a allo expres-
sat per Bombelli, llevat potser dels elements corresponents a una teoria de
les fites d’error en els diferents algorismes d’aproximacié que Cataldi duu a
terme. No sera fins I’obra de Leonard Euler on trobem per primera vegada I'ex-
posicio dels sistema de fraccions continuades ordinaries i les seves propietats
més importants. Presentem breument algunes de les propietats més interes-
sants de les fraccions continuades (per a una exposicié completa i entenedora,
vegeu [36]; per a més detalls de tipus matematic, vegeu [21], [25], [55]):

e Si x =[ap;ai,...,an,...], llavors la successié de reduides s’obté recor-
rentment de la forma segiient:

Po=dao; P1=aod1r+1; Pn=anpn-1+pPn-2 M=2)

dqo=1;, q1=az; dn = Andn-1 +dn-2 M =2).
[ ]
‘@ _Pna | _ 1
an  Adn-1 Andn-1

Sivy = [an;ans1,ans2,...], llavors

_ Pn1¥n + Pn-2
dn-1"n + qdn-2

X (n=2).

x és racional si, i sols si, el desenvolupament és finit
x = lag;ai,...,an].
e Es dona la duplicitat de representacié pels racionals:
[ag;al,...,an] = [ag;a1,...an —1,1].
e x és un irracional quadratic si, i sols si, el desenvolupament és infinit i
periodic

——t—
x = lag;at,...,ar, Ar+1,...,an].
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6 Diverses representacions fins a Lagrange

El primer matematic d’occident que va emprar una mena de sistema de re-
presentacioé per a quantitats numeriques vinculades a quantitats monetaries
va ser Leonard de Pisa, qui en el seu llibre Liber Abacci empra el simbolisme
segiient per referir-se a la quantitat de 6 oncie, 5 dramme, i 1 scrupulo:
1
S5+ <

3
6+8

12

Aquesta disposicié en forma de castell ascendent de fraccions va ser anome-
nada pel mateix Fibonacci com a Fractiones in gradibus, i la seva representacio
és equivalent a I’expressio:

6 5 1

12781273812
Segons Brezinski, [8], diversos matematics es van referir a les fraccions de Leo-
nard de Pisa en els seus llibres d’aritmeética a la darreria del segle XxvI. Aquest
autor esmenta Christophorus Clavius (1583), Martin Wenceslaus (1599), que
també és esmentat per I'historiador D. Smith a la seva Rara Arithmetica, i
finalment es refereix a Cataldi, que defineix les fraccions continuades ascen-
dents com una quantitat escrita o proposada com una fraccio de fraccions.
Posteriorment, Lambert, I'any 1770, [30], exposa aproximacions de 17 i el seu
invers, citat i comentat a [6], mitjancant 1'as de fraccions unitaries multipli-
catives amb signe positiu o negatiu segons s’obtingui una millor aproximacio.
D’aquesta forma troba els desenvolupaments que presentem a continuacié a
partir d'una d’aproximaci6 de 7t trobada préviament per Ludolph Van Ceulen:

1 1 1 1

=342 -7 313 7.313.4739 ' 7.313.4739.47051 T

1 1 1 1 1

m 3 3.22 3.22-118 3-22-118-384 "

El primer matematic que fa un intent seriés d’unificar i classificar en un tnic
sistema les diferents representacions que havien aparegut en escena és La-
grange en una memoria titulada Essai d’analyse numérique sur la transforma-
tions des fractions, [29]. El matematic francés exposa dos desenvolupaments
generals per a aconseguir una serie numerica basada en fraccions simples i
que pugui ser aplicable a qualsevol fraccié de partida (realment els algorismes
associats a cada desenvolupament son aplicables a qualsevol nombre real):

B a; as as a B
s — T4 z , (7)
A X1 X1X? X1X2X3 X1 Xn AX1---Xn
i
B X1 X9 Xn By

— = + + -+ + , (8)
A a1 aar ay---an ai---an
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on els a; son enters donats, positius en el cas (7), i més grans que 1 en el
cas (8). En els dos casos, xi,...,X, son els valors enters positius que hem
de trobar com a incognites. Les representacions del tipus (8) condueixen als
desenvolupaments polinémics posicionals equivalents al sistema decimal. Per
altra banda, les representacions del tipus (7) engloben les fraccions de Lam-
bert. En particular quan tenim a; = 1 s’obtenen les séries d’Engel i, si posem
a; = (—1)*1, obtenim les expansions de Pierce. Fem notar que el mateix La-
grange comenta la velocitat de convergéncia que s’obté pel cas de les fraccions
de Lambert, i ens crida I'atencié que no obstant aquesta observaci6é ningu es
preocupés d’estudiar més a fons el tema de la convergencia fins una época
relativament tardana com veurem més endavant. Exposem un paragraf extret
de la memoria de Lagrange a manera de resum del contingut del seu assaig:

Hem considerat el problema de la reduccié de les fraccions a d’altres
més simples, d’'una manera general, i hem derivat d'un mateix principi
la teoria de les fraccions decimals considerades en un sistema qualsevol
de numeracio; la teoria d’'una altra mena de fraccions poc conegudes
que Lambert va, crec, ser el primer a proposar i que tenen I’avantatge
singular de formar successions més convergents que no pas qualsevol
seérie geometrica, i, finalment, la teoria de les fraccions continuades,
que, fins ara, sempre havia estat tractada de manera isolada.

Després de Lagrange, no sembla haver-hi massa interés cap a les fraccions de
Lambert o fraccions ascendents. Segons Brezinski, [8], és en Joseph Puzyna qui
I'any 1896 torna a treballar amb les fraccions de Lambert, pero no sera fins a
I'any 1911 quan Sierpinski, [58], demostrara que tot nombre irracional del seg-
ment unitari pot expressar-se de forma tnica mitjancant una série alternada
de fraccions unitaries multiplicatives, les expansions de Pierce. Bortolotti, [6],
esmenta un article de Polvani, [49, pag. 253-254], on es fa un estudi en pro-
funditat de les fraccions de Lambert. Nogensmenys, Polvani no s’adona de la
unicitat dels desenvolupaments perque té al pensament les fraccions ascen-
dents arbitraries i no veu que els algorismes de desenvolupament en expansio
de Pierce o en expansio d’Engel porten en ells mateixos les condicions que
els fan tnics. Es precisament la manca d’unicitat la que fa que les fraccions
ascendents passin desapercebudes durant la primera meitat del segle xx. L'-
nica referéncia anterior que hem estat capacos de trobar és de I'any 1951 a
[50], citat a peu de pagina a [25, pag. 21].” En aquest article, l'autor es refereix
a unes breus notes del professor Ostrogradski contingudes a manuscrits da-
tats poc temps abans de la seva mort el 1862. Les séries de de Pierce i d’Engel
hi apareixen descrites sense massa detalls.

7 Sembla que ni Gnedenko, responsable de la nota a peu de pagina al llibre de Khintchine, ni
el mateix Ostrogradski coneixien els treballs de Lambert i de Lagrange.
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7 Les series de Cantor

Cantor, 'any 1869, [9], va generalitzar el sistema decimal o, per dir-ho millor,
el sistema p-adic. La generalitzaci6 de Cantor és la segiient. Si a1, a»,..., és
una successio d’enters positius, tots més grans que 1, qualsevol nombre real
x € (0,1] es pot expressar com:

Z , (9)

pa1az - - an

on els ¢, so6n enters que compleixen 0 < ¢, < a, per a tot n. La unicitat de la
representacié s’assegura exigint que ¢, < a, — 1 infinites vegades atés que, si
a partir d’'un determinat ng, ¢, = a, — 1, es té que:

(o]

n=mo @142 *Adn  A142 " - Any-1

L’algorisme que condueix a la representaci6 (9) és el seglient:
X1=X; Cn=[anXnl; Xn+1 = anXn —Cy; n=12,....

Si la representaci6 (9) és finita, és a dir, ¢, = 0 per a n > ng, el nombre x és
obviament racional. Ara bé, si existeixen infinits c,, + 0, el fet de decidir si x
és racional o no és més complicat. Cantor hi va aportar el teorema segiient:

2 TEOREMA Si a la representacio (9) del nombre real x, els ¢, + 0 infinites
vegades i per a tot N enter positiu, existeix n tal que N|aia; - - - an, llavors x
és irracional.

Oppenheim, [38], estén quelcom I’abast d’aquest teorema. Un cas especialment
interessant de representacio en serie de Cantor és aquell en qué a,, = n. Els
nombres reals queden representats de la forma:

Z amb 0 < ¢, <.

Cn
n!

Concretament e — 2 = l + % + - - -+, de manera que, pel teorema 2, e és
irracional. Una descripcm alhora completa i entenedora la trobareu al llibre
Irrationalzhalen, d’Oscar Perron, [46, pag. 111-116], publicat el 1910 i que
ofereix un repas molt complet del tema dels irracionals en I'’época. Un altre
text que ofereix una bona exposicié d’aquests temes és el llibret més modern
(1967) d’Ivan Niven Irrational Numbers, [35].
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8 Els productes de Cantor

Cantor, al mateix lloc citat abans, [9], va donar també una interessant repre-
sentacié del nombres reals en forma de producte infinit. A partir de la formula
d’Euler

n-1 )
(1-x) 1_[ (1 +x21) =1-x°",
i=0

que es demostra molt facilment per induccio, podem passar al limit quan n —
o Si|x| < 1:

o0

i 1
[T(r+x*)=-——,  (xI<1).
! 1-x

i=0

Aquest resultat indueix Cantor a conjecturar i després demostrar que tot nom-
bre real x > 1 es pot representar com

x=H<1+1> (10)

n=0 dn

on els g, so6n enters positius, no tots iguals a 1 i que compleixen les desigual-
tats qn+1 = q5. De fet, x és racional si a partir d'un determinat 1 es té que
dn+1 = q5 i, en cas contrari, x és irracional. L’algorisme que condueix a la
representacio (10) és el segiient (recordem que x > 1):

X 1
X0 = X; qn=[anl]; xn=<1+q—n)xn+1; n=0,1,2,....

Una aplicacié bonica d’aquesta representacié la trobem a Perron, [46, pag.
127], que la cita com una féormula d’Engel: si g > 1, llavors

q+1:]ﬁ<1+ld

q - 1 n=0 Qn

ambqo=qiqn = Zq%,1 —1lperan=1,2,....Laconvergencia és molt rapida.
Per a g = 3 obtenim

1 1 1 816
221+ ) |1+=<) (14 =) ==-==141421....
V2 ( * 3) ( * 17) ( " 577) 577

Escott, [16], troba, seguint les idees del producte de Cantor, un algorisme de
calcul d’arrels quadrades que va ser modificat a [43]. La férmula d’Escott és:

[q +2 w( 2)
= 1+—
a-2 Eo Py

on Py = qiPy1 = Py(P2 - 3). Aquesta formula d’Escott i la representacio en
producte de Cantor van ser generalitzades per Sierpinski, [59], i Oppenheim,
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[37], de la forma:

[ n;
X = 1_[ (1 + —) ,
i-1 di
on els d; son enters positius que satisfan
(di —1)(di + ni)nin
n; )

diq1 >

Altres representacions en producte infinit, encara que basades en les mateixes
linies, es poden trobar a [41], 0, més recentment, a [26].

9 Les series de Liiroth, Sylvester i Engel

Ja hem vist com a Fibonacci, Lambert i a Lagrange es troben les llavors de dife-
rents representacions en série. De fet, algunes d’aquestes es van fer explicites
en els desenvolupaments segiients (el llibre de Perron, [46, pag. 116-122], és,
novament, un bon referent per a aquestes representacions):

9.1 Sylvester

En un petit article, [60], Sylvester va redescobrir les séries de Fibonaccii aques-
tes han passat a la literatura amb el seu nom. Un nombre real x € (0,1] es pot
expressar de manera Unica com

:i+i+i+...’ (11)
a 442 g3
on els g, so6n enters positius que compleixen q; = 21i gn+1 = gqn(qn — 1) + 1.

L’algorisme que condueix al desenvolupament (11) és:

X1=X; qn=1+ [L], Xn+l =xn—i; n=12,....
Xn an

Si a ’algorisme, subtituim 1 + [1/x,] per 'enter més petit d’entre els que son
més grans o iguals a 1/xy,, que podem denotar com [1/x;], per a x racio-
nal I'algorisme acaba en un nombre finit de passes. Evidentment, en aquest
cas, l'algorisme de Sylvester proporciona desenvolupaments de trencats en
suma de fraccions egipcies. D’aquests algorismes n’hi ha forca i encara pre-
senten conjectures obertes molt interessants, pero no son 'objecte d’aquest
treball. En podeu trobar molta més informaci6 a [15] o [20]. En el nostre cas,
I’algorisme no acaba mai i es pot demostrar que si, a partir d’'un determinat
lloc, ny, es té que per an > ng, dn+1 = qn(qn — 1) + 1, x és racional.

X

9.2 Liiroth

Una altra representacio classica és la deguda a Liiroth, [33]: Un nombre real
x € (0,1] es pot expressar de manera tinica com
1 1 1

X =—+ + + .-
a (g1 -1aq2 aq1(q1—-1)q2(q2 —1)q3

" (12)
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on els g, son enters positius que compleixen g, > 2. L’algorisme que condueix
al desenvolupament (12) és:

1
X1 = X; Qn:1+[7]; Xni1 = (@n -1 (@nxn—-1); n=12,....
n

Es pot veure facilment que si la successi6é g, a partir d'un determinat terme,
és periodica, x és racional.

9.3 Engel

Finalment, esmentem les series d’Engel: Un nombre real x € (0,1] es pot
expressar de manera Unica com

1 1 1
xX=—+ + + (13)
a1 q192  q414243
on els g, son enters positius que compleixen 2 < q; < q» < g3 < - - -. L’algo-

risme que condueix al desenvolupament (13) és:

X1=X; qn=1+ [i], Xn+l =qnXn—1; nm=1,2,....
Xn
En les series d’Engel el criteri de racionalitat és molt senzill: x és racional si, i
només si, la successié gy, a partir d'un determinat lloc, es fa estacionaria, és
a dir, gn+1 = qn. La série d’Engel subministra novament una demostracio de
la irracionalitat del niimero e, pel fet que el desenvolupament en serie d’Engel
d’e—2és
PN SN SN S
¢TeT2 T 3T 234

iels g, = n + 1 formen una successio estrictament creixent.

10 Les expansions d’Oppenheim

Les tres séries descrites més amunt es poden obtenir a partir d’'un esquema
general. Oppenheim, [39], engloba les representacions anteriors (i alguna més)
enuna de més general de la manera segiient. Si x > 0 (no cal limitar-se a (0, 1]),
i {an/bn} és una successié (més endavant veurem com es poden definir) de
nombres positius i (normalment) racionals, considerem el desenvolupament:

1 a 1 ajap 1
o L,ya 1 LI (14)
an b1 g2 bibx g3

L’algorisme que proporciona el desenvolupament és el segiient:

1 1
X] = X; qn=1+[}; Xp = — @xnﬂ; n=12,....
an an by
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Observem que si a, = b, = 1 obtenim una serie de Sylvester; per a a, = 1;
b, = @n(qn—1), una serie de Liiroth; i per a a, = 1; by, = qn, una seérie d’Engel.
Sian = qn+1;by = g obtenim el producte de Cantor (10) de 1+x. Oppenheim
planteja quatre menes de problemes al voltant del desenvolupament en série
(14):

a) trobar condicions que assegurin que la série és convergent i suma Xx;

b) trobar les condicions que l'algorisme imposa sobre els digits g, = 1. Una
que es veu rapidament és

a
dn+1 = b—” dn(@n —1);
n
¢) trobar condicions necessaries i suficients per tal que la serie convergent
(14) sigui I'expansié d’x mitjancant l'algorisme descrit. Una tal condicio
seria a

dn+1 — 12 b7n - qn(qn — 1);
n

d) trobar les representacions dels x racionals.

Oppenheim demostra que si la série >, (a1az - - - an)/(b1by - - - by) és diver-
gent la serie (14) que s’obté d’aplicar I'algorisme sempre convergeix a x. En
cas que >, (ajaz - --ay)/(b1bs - - - by) sigui convergent, calen condicions ad-
dicionals. Vegeu [39] per als detalls. Les representacions dels racionals son
també un tema interessant. Hi ha casos en que son facils de determinar (com
és el cas de les series d’Engel, Sylvester i Liiroth), pero en altres ocasions el
tema condueix a algun problema obert. Oppenheim deixa plantejada la con-
jectura que, per al cas a,, = 1; b, = 2iquan x ésunracional 0 < x < 2,ala
representacio

1

a2 22 g 23 43 dn+1 = 5 andn )

, . . 1 .
es té que, a partir d'un determinat ng, gn+1 = 5 dn(qn — 1) + 1. La conjectura

encara no esta demostrada. Us remetem al llibre de Galambos, [18, capitol IIJ,
per qiiestions de racionalitat i irracionalitat en les séries d’Oppenheim.

11 Les (x, y)-expansions

Durant la mateixa época que Oppenheim donava a conéixer els seus treballs
sobre respresentacio en serie de nombres reals, Balkema, [1] (i préviament
Berg, [2]), havia proposat uns desenvolupaments en serie gairebé idéntics als
d’Oppenheim. Podeu trobar-ne els detalls a [61, capitol 5]. Un altre esforc se-
rios d’arribar una mica més lluny i unificar els diferents sistemes de repre-
sentacié que hem exposat, va provenir de Janos Galambos els anys setanta,
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vegeu [18]. A partir d’estudiar i analitzar les diferents representacions en sé-
rie de nombres reals, Galambos acaba per determinar que, en molts dels casos
coneguts, una representacié s’obté a partir dels elements segiients:

a) Una successio de funcions, «;j(n), j = 1,2,..., de variable n enter positiu,
estrictament decreixents i tals que, per a tot j, «;j(1) = 1i &;j(n) — 0 per a
n — oo. (Per fixar les idees, en el cas d’Engel, &;(n) = 1/n, per a tot j.)

b) Una segona successio de funcions y;(n), j = 1,2,..., positives i amb la
propietat que, peran > 2

xj(n-1) - «j(n) <yjn). (15)

¢) Un algorisme de desenvolupament. Per a x € (0, 1], trobem una successio
d’enters positius g, = q»(x) i una successi6 de reals, x,, definits per:

xj—o5(q) .
X1=x &(d) <xj <&l —1); xjo = B Gy
vi(aj)

Com que, per a tot j, 0 < x; < 1, l'algorisme que acabem de descriure no
acaba mai i, per aun x € (0, 1], obtenim la seérie:

y(x) =oi(q1) + y1(q1)x2(qz2)+ (16)
Y1(qu)y2(q2)x3(q3) + y1(a1)y2(q2) y3(q3) xa(qq) + - - - .

Aquesta série infinita s’anomena la (¢, y)-expansi6 d’x i es facil de veure que
(16) sempre convergeix a un valor y(x) tal que 0 < y(x) < x. Val a dir que hi
ha casos en que y(x) < x, [61, pag. 101], pero Galambos mostra una condi-
ci6 suficient prou senzilla per assegurar y(x) = x: que existeixi una constant
C € (0,1) tal que, per a tot j i per a tot n, yj(n) < C. Se’'n poden trobar de
menys restrictives, pero més complicades. Per posar un exemple d’(«, y)-ex-
pansio, el cas «j(n) = 1/niy;j(n) = an/by porta a les series d’Oppenheim.
En totes aquestes representacions, en cas d’unicitat, un nombre real x queda
representat per una successio de digits, {q,»}. Ens podem preguntar el pro-
blema invers: per a un sistema de representacié concret, quan un conjunt
(finit o infinit) d’enters positius, {g,}, pot correspondre al desenvolupament
d’'un x concret? Galambos introdueix l'interessant concepte d’admissibilitat.
Una N-upla d’enters positius (ki, ko, ..., kyx) es diu que és admissible respecte
d'una (&, y)-expansio quan existeixi almenys un x € (0, 1] tal que q;(x) = k;
perai = 1,2,...,N. Una successio infinita {ki, k>,...,kn,...} és admissible
quan per a tot N, (ki,kp,...,ky) ho és. Donada una N-upla admissible de
digits, (kq,ko>,...,kn), el conjunt

B(ky,...,kn) ={x € (0,1]:gq1(x) = k1,...,gn(x) = kn}

s’anomena un cilindre d’ordre N. Dintre un determinat sistema de representa-
ci6, una N-upla de digits, (kq, k»,...,ky), és admissible quan el corresponent
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cilindre B(ky,...,ky) és diferent del buit. Es facil demostrar que els cilindres
sempre son intervals i, de fet, son la base per determinar la mesura de con-
junts definits a través de les propietats dels digits dels seus elements, en la
linia dels problemes que Khintchine comentava a les cites de la pagina 94. El
problema d’esbrinar quan una successio de digits és admissible o no per a
una determinada («, y)-expansio, no és trivial. A més, una successié pot ser
perfectament admissible per un sistema i no ser-ho per un altre. Pensem en la
successio de tots els primers, {p1, p>,...}. Es una successié admissible com a
serie d’Engel, atés que compleix la condicié d’admissibilitat de les expansions
d’Engel: gn+1 = qn, pero no és admissible com a série de Sylvester, atés que
no compleix qn+1 = qn(qn — 1) + 1. El problema de, donada una determinada
succesio, {qy}, arribar a deduir el sistema de representacié del qual prové,
no té tampoc, en general, solucio6 facil, com veurem a la segona part d’aquest
article.

12 f-expansions, f-expansions i altres desenvolupaments

Hem vist com hi ha hagut diversos intents de generalitzar i englobar en una
unica descripcio els diferents sistemes de representacio que fins ara hem des-
crit. Oppenheim, Balkema i las («, y)-expansions sén una bona manera d’unifi-
car les representacions en series de termes positius. No poden, pero, englobar
directament les representacions en series alternades ni les fraccions continu-
ades. Un intent en aquest sentit va venir donat per les f-expansions. Everett,
[17], va generalitzar les expansions decimals estudiant I’algorisme que les ge-
nera i generalitzant-lo. Donat un enter positiu p > 2, Everett considera una
funcié continua estrictament creixent, f(t), definida a [0, p] de manera que
f(0) = 0;f(p) = 1. Per un nombre real x > 0, construeix una successio de
digits, co,c1, ..., tots ells enters no negatius complint 0 < ¢, < p — 1 a través
de l'algorisme segiient:

Xo=X; cn=1I[xnl; Xn+1=Ff 1(xn—cn).

Everett estudia condicions suficients per tal que la relaci6 entre x i la successio
de digits {c,}, sigui bijectiva. La generalitzacié d’Everett es limita a reproduir
I’algorisme que proporciona I'expansié decimal d'un nombre real substituint
la funci6 t/10 per una qualsevol. Bissinger, [4], va fer el mateix que Everett,
pero intentant generalitzar les fraccions continuades. Una fraccié continuada
regular,

1

1 i)
a+ ——
az + ..,

pot pensar-se com el resultat d’iterar indefinidament la funcié f(t) = 1/t de
la forma

Sflar + flax + flaz +--+))), (17)
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on els a, soén enters positius. Si subtituim 1/t per una funcié f(t) estric-
tament decreixent definida per t > 1 de manera que f(1) = 11i f(o) = 0,
podem estudiar condicions sobre f que assegurin que, efectivament, (17) re-
presentara el nombre real x € (0,1] amb un algorisme com el de les fraccions
continuades:

xo=f1x); ans1=[xnl; Xni1=f1xn—ana1); n=0,1,2,....

Ambdues generalitzacions van ser estudiades per A. Rényi, [51], que les va en-
globar en una sola descripcio: les f-expansions. Una f-expansié d'un nombre
real x és una successi6 d’enters positius {&,} definida de la manera segiient:

go(x) =[x1; ro(x) = {x}
En1(x) = [f L (xX)]; T (X) = {f LX)}, n=0,1,2,...,

on {z} denota la part fraccionaria de z. Un nombre real x es diu que té una
f-expansio per una funci6 f donada si, o bé 7, (x) = 0 per a algun n de
manera que la f-expansio és finita i acaba amb &,, o bé la successio {Fy,(0)}
convergeix a x. F,, () es defineix com segueix:

Fo(y) =y,  Fu(¥) =Fpa(en-1(x) + fen(x) +¥)), n=12,....
Aquesta ultima afirmaci6é s’acostuma a escriure aixi:
x=¢e+flaa+flea+flez+---)--)).

Quan f(t) = t/q, la f-expansio és, obviament, el sistema g-adic (@ =2, 3,...).
Si f(t) =1/t,la f-expansi6 es redueix a les fraccions continuades. Parry, [45],
va millorar substancialment els resultats de Rényi quant a les condicions que
havia de complir la funci6 f per a aconseguir f-expansions valides. Un cas
particularment interessant de f-expansio és aquell en que f(t) =t/B,on S >
1 és un nombre real, no necessariament enter. Els digits de la representacio
son llavors triats entre 0,1,2,...,[B] i

&1 &2 &3
B B> B3

Aquestes representacions es coneixen com a representacions p-adiques o
també com a S-expansions. Malgrat que sén generalitzacions forca directes
del sistema decimal, el fet que la base, 8, no sigui entera, provoca situacions
molt interessants. L’article d’Eggan i Vanden Eynden, [14], estudia a fons les
conseqiiencies que S sigui o no racional i altres peculiaritats. Com a curiositat
podem esmentar que, si § = (1 + +/5)/2, el nombre d’or, el nombre 1/ té
infinites B-expansions finites:

%=0,1=0,011=0,01011=---.
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En canvi, si B és racional, es pot demostrar que un nombre té, com a molt,
una B-expansio periodica, pero la determinacié dels nombres que tenen ex-
pansio periodica no és gens trivial de resoldre. Com ja hem comentat abans,
les qiiestions de racionalitat o irracionalitat lligades als diversos sistemes de
representacio poden ser embolicades. Us remetem novament al capitol II del
llibre de Galambos, [18]. Val a dir que els sistemes de representacié que hem
citat fins ara no esgoten les possibilitats de representacié d'un nombre real. Ja
hem vist abans com Vieta havia aconseguit representar 2/ com un producte

de cosinus:
2 ® T
o = [Teos (305)
n=1

que, malgrat que només sigui una representacié puntual, obre la porta a pos-
sibilitats interessants. Concretament, un algorisme de representacié basat en
funcions trigonometriques va ser proposat, el 1938, per Lehmer, [32]:

x =cot| > (-1)"*arcotky, | ,
n=1

on els k,, s6n enters positius que compleixen k41 > ky(kyy + 1) + 1, que ens
recorden molt les condicions d’admissibilitat de les séries de Sylvester. Més
endavant, a la segona part d’aquest article, veurem que aixo no és tanta casu-
alitat. En el terreny de les fraccions continuades, les variants, respecte a les
regulars son legio. En citem algunes tot remetent-vos al llibre de Brezinsky,
[7], on trobareu, com ja hem comentat, més de sis mil referéncies sobre el
tema.8 Els interessats en la historia de las fraccions continuades poden veure
també [8]. També podem pensar a representar els nombres reals com a fracci-
ons continuades no regulars, és a dir, de la forma

b
b,

b
ar + ———

as +

x:
a; +

on {b,} és una succesié donada d’enters positius. O bé en forma d’arrel ni-

uada:
= i 3 4
X %@30\/a1+1/a2+1/a3+._. .

Ni les (&, y)-expansions de Galambos ni les f-expansions de Rényi, no cobrei-
xen aquests tipus de representacions. Per estudiar-les, Krabill i Reichaw, [28],
introdueixen una generalitzacio de les f-expansions: les f,,-expansions, on la
funci6 f no ha de ser la mateixa en cada iteracio, sin6 que pot anar canviant.

8 Per donar els noms d’algunes de les variants esmentades, existeixen fraccions continuades:
a 'enter més proxim; ascendents; amb quocients parcials parells o imparells; de Hirzebruch;
japoneses tipus I; japoneses tipus II; A-fraccions; etc.
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13 Un enfocament interessant

En general, una manera de plantejar la qiiestié de la representaciéo d’'un nom-
bre real x € (0,1) és la seglient:

o0

o= [ ts).

n=2

ila uni6 és disjunta. Existira, doncs, un Uinic enter positiu, ai, tal que

—=<x< ! . (18)
ai a; —1
Podrem, doncs, trobar un A, 0 < A; < 1, tal que
vo Lo 1 (19)

ai Yara -1)°

Tenint ara en compte que A; torna a estar entre 0 i 1, tenim diverses possibi-
litats d’actuaci6 tot iterant el procediment:

e Liroth Si fem x; = Ay, i apliquem a x; el mateix procediment, obtenim
un a; tal que

1
— =< X1 < y
ar az—l

i, per tant, existeix un A», 0 < A» < 1, tal que

X = L + <— + A2 - 1 ) : ! ,
ai az az(a; -1)/) ai(a; -1)
0 sigui,
N SR ! |
ar  ai(ar —1ap ai(a; —lazx(ap — 1)

Continuant la iteracié obtenim, evidentment, una série de Liroth.

ngel sl iem x; = , tenim xp < 1trobemun a; = a; tal que
o E 1 Si f t trob tal
(/'Ll—l a1—1
1
— =< X1 < y
ap ay —1

i, com abans, existeix un Az, 0 < Ay < 1, tal que

1 (1 1 ) 1
X=—+(—+Ap ——M | . —,
ay ap a(ax—1)/ a;

0 sigui,
1 1 1
X =—+ +Ay s —m————,
ar aia araz(az — 1)

que ens condueix, Obviament, a una série d’Engel.
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. . Al . 1 .
¢ Sylvester Finalment, si x; = —————, tenim x; < ———— i trobem
ai(ar —1) ai(ar —1)

un a; > a(a; —1) + 1 tal que
1
— =<X1 < y
ap a» —1

iun Az, 0 < Ay < 1, tal que

1 1 1
X=—+—+A

= b ——
ar  a a(a, - 1)’
corresponent a una serie de Sylvester.

Allo que té d’interessant aquest enfocament és que el mateix esquema con-
ceptual és aplicable per a I'obtencié de desenvolupaments en série alternada.

13.1 Les séries alternades

Si a (18), en comptes d’agafar I’extrem inferior de l'interval (1/n,1/(n—1)) on
x s’encabeix, agafem I'extrem superior, obtenim també un desenvolupament
en serie, en aquest cas, alternada:

[ee)

011=U(: 5.0

n+l'n
n=1

ila unio és disjunta. Existira, doncs, un Uinic enter positiu, ai, tal que
1
<X <—.
a; +1 al

Podrem, doncs, trobar un A, 0 < A; < 1, tal que

1 1
x=—=-A

Tar YV aia+ ) 20

Tenint ara en compte que A; torna a estar entre 0 i 1, tenim diverses possibi-
litats d’actuacio tot iterant el procediment:

¢ Liiroth alternada Si fem x; = A1, i apliquem a x; el mateix procediment,
obtenim un a, tal que

1
<X1 < —
a» +1 ar’

i, per tant, existeix un A», 0 < Ap < 1, tal que

X = 1 3 <i_ 1 ) 1
- ay ar 2 az(a2+1) al(a1+1)’
0 sigui,
1 1 1
— —— + Ay - .
a; aj(a;+1ao aj(a; + Daz(a +1)

X =
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Continuant la iteracié obtenim les series de Liiroth alternades. Aquests
desenvolupaments van ser estudiats per Kalpazidou, Knopfmacher i
Knopfmacher a [24].

< g i A , 1 .
Engel alternada-modificada Si fem x; = a_l’ tenim x; < . i trobem un
1 1
a» = a; tal que
a> +1 = ar ’
i, com abans, existeix un Ap, 0 < A, < 1, tal que

S R W L

a a a»(a» +1) a+1°

0 sigui,

i — 71 + ?\2 . 1

a; (a1 +Dao (a1 + Daz(ap +1)°
desenvolupament que, novament a [24], es bateja com a série d’Engel
alternada-modificada.

X =

A1 1
Sylvester alternada Si ara fem x; = ———, tenimx; < —
Yy '™ ai(a + 1) 'S ai(a; + 1)
itrobemun a; = a;(a; + 1) tal que
<x1 < €
a» +1 =71 ap ’

iun Ay, 0 < Ay < 1, tal que
11 1

= - — 4+ —,
a a» 2 a(az +1)
que condueix a una serie de Sylvester alternada; vegeu novament [24].

. . . Ap . .
Pierce Finalment, si fem x; = , tenim x7 < i trobem un
a; +1 a +1

ap > a; + 1 tal que

1
=X1 < —
a» +1 az’

i, com abans, existeix un Ay, 0 < A, < 1, tal que

1 (1 A 1 )1
o \a T a@rn) a
0 sigui,
1 1 _ 1
Ta T ama Y aaza+ )
desenvolupament que es coneix com a Engel alternat o, més amb nom
propi, serie de Pierce. Aquests desenvolupaments van ser estudiats origi-
nalment per Sierpinski, [58], i més endavant per Pierce, [47], i Shallit, [57].
Dos articles divertits, que apliquen les expansions de Pierce al problema
de la determinaci6 dels anys de traspas i a la resolucié del problema de
les n portes respectivament, son [56] i [44].
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14 Algunes consideracions finals

Com a punt final d’aquesta part, i com a indicacié per a futures investigaci-
ons, esmentem que encara existeix una altra possibilitat en I'esquema de la
seccio 13. En comptes de triar sistematicament l'extrem inferior o superior
de l'interval (1/n,1/(n — 1)) on x; s’encabeix, triem aquell més proper a Xx;
en cada iteracid; obtenim tota una colla d’expansions noves, amb signes + i
—, que podem anomenar sistemes a l'enter més proxim. Cap d’aquests siste-
mes de representacié esta estudiat des del punt de vista metric. Si, pero, que
s’han treballat les fraccions continuades a I'enter més proxim, [54], que po-
den donar una idea de les dificultats amb les quals ens podem ensopegar. Des
d’un altre punt de vista, fins a quin punt els diferents sistemes de representa-
ci6 amaguen sorpreses pel que fa a I’analisi de funcions? Si prenem el sistema
de fraccions continuades, llavors un x de l'interval unitari pot representar-se
com una successio d’enters positius sense cap restriccio, llevat de les succes-
sions finites a les quals s’exigeix que no acabin en 1 per assegurar la unicitat.
Si, per altra banda, prenem les séries alternades de Liiroth, ens trobem exac-
tament amb la mateixa formulacié: qualsevol successié d’enters positius és
admissible i les successions finites se’ls exigeix que no acabin en 1. Doncs bé,
podem construir una funci6 de [0, 1] en [0, 1] fent intervenir els dos sistemes
de representacié de la forma segiient: si

1

X =
a) +

definim

fx) = L 1 + 1 +
T a; a(ap+Dax  aj(a;+ Daz(ar + 1as

Ens trobem amb el fet que la funcié f(x) és continua i estrictament creixent,
pero la seva derivada és nulla en un conjunt de mesura 1. Es tracta, doncs,
d'una funci6 singular, per cert nova en la literatura sobre el tema i, per tant,
amb propietats que encara no han estat analitzades amb detall. Una mostra de
tot aixo la podeu trobar a [62] amb referéncia a la funcié ?(x) de Minkowski.
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