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Els commutadors de ’analisi i interpolacio™

JoAN CERDA

1 Introduccio

Operadors com els de les classes segilients, actuant sobre diversos espais de
funcions (que per més simplicitat limitarem al cas d’'una variable), sén objectes
basics de I'analisi:

e Els multiplicadors puntuals, M, f = v f, multiplicaci6 per una funci6
fixada, v. S'obté M, : L2(R) — L2(R) acotat si i només si la funcio v és
acotada (v € L*(R)), amb ||[My | = ||V || -

« Els multiplicadors de Fourier, T, on u és també una funcié donada, ano-
menada simbol de I'operador, que multiplica «a I’altre costat de la trans-

formada de Fourier», o sigui, T,,f = pf, on
F@ = | feoemiEax,
R

També en aquest cas s’obté un operador Tj,: L2(R) — L%(R) acotat si i
nomes si [|[T,]| = [[Hlleo < .

o Les integrals singulars, de la forma

(TF)(x) = jRK(x,y)f(yMy,

on el nucli integral K (x, y) pot tenir una singularitat concentrada en y,
X propers.

* Conferéncia pronunciada a la Quarta Trobada Matematica de la Societat Catalana de Mate-
matiques, que va tenir lloc a la seu de I’Escola Universitaria Politécnica de Vilanova i la Geltra
I’abril de 2001.
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¢ Els operadors pseudodiferencials, formalment del tipus
(Faf) () = | atx,DF@emEax,

que, en funcié de la naturalesa del simbol, a(x, &), poden donar lloc a
multiplicadors puntuals, a multiplicadors de Fourier, a integrals singu-
lars o a operadors diferencials.

Aqui estem interessats en els commutadors [T,M] = TM — MT de parells
d’operadors (sempre lineals si no s’indica el contrari) en un espai de funcions
complexes E com L2(R) o L?(R), els espais de Sobolev o els de Besov. Les
seves propietats son d’importancia central en camps molt diversos, com la
mecanica quantica, la teoria de funcions, les equacions en derivades parcials,
I’analisi harmonica, etc.

Si T i M sén acotats (o sigui, continus), [T, M ] també és acotat. Pero supo-
sem, per exemple, que M no és acotat (i definit sobre un subespai dens D (M)
de E). El domini de [T, M] és

D[T,M]:= {f € DIM); T(f) € D(M)},

que pot no ser dens i fins i tot reduir-se al zero, de manera que el primer
problema que apareix és el de la seva definicio.

Malgrat aix0, sortosament es presenten situacions en les quals D[T,M] és
dens i sobre ell, gracies a determinades propietats de cancellacio, el commu-
tador és continu, o sigui, té una prolongacié acotada ben determinada a tot
I'espai E, que se segueix denotant [T, M].

Aix0 s’entendra molt bé amb I'exemple elemental del commutador [p, q]
dels operadors moment i posicié de la mecanica quantica.

2 Commutadors de la mecanica quantica

En mecanica quantica, si E = L2(R) és «l’espai d’estats», espai de Hilbert amb
el producte escalar (f,g)2 = [g f(x)g(x) dx, un observable T és un operador
autoadjunt i un valor observable és un valor propi corresponent a una funcioé
propia ¢ € D(T), a la qual podem imposar que ||||> = 1. La teoria espectral
corresponent a I’observable permet associar a la funci6 d’estat ¢ una distribu-
ci6 de probabjlitat dPy, d’esperanca Tw = [ tdPy(t) = (Ty, )2 ide variancia
57 = ITy - Tyyl3.

Sén exemples d’observables la posicio, q, i el moment, p, operadors definits
per q(f)(x) = xf(x) (o sigui, ¢ = Myx) i p(f) = —if’ (derivada en el sentit
distribucional), de dominis {f € L%; q(f) € L%} i {f € L?; f € L?}, respecti-
vament. Malgrat que cap d’ells no és acotat, el domini del seu commutador
conté les funcions de test g € D(R), que so6n denses dins L2(R), i

[p,qlf(x) = —i(xf(x) +xif'(x) =—-if(x),
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de manera que, gracies a propietats de cancelaci6 de la derivada, veiem que
[p, q] té la prolongaci6 acotada unica —i Id, es diu que es tracta d’'un commu-
tador acotat i s’escriu [p,q] = —i Id. Aquest fet implica, per exemple, que p
i g no poden tenir una funcié propia comuna @ (seria [p,qly = 0) i que se
satisfa 65,65 > |([p,qly,w)2|/2 = 1/2, larelaci6 d'incertesa.

Un altre observable basic és ’operador d’energia o Hamiltonia, un operador
autoadjunt del tipus

Hf=-f"+vf.

L’evoluci6 de I'estat del sistema ve donada per la solucidé @ (t)(x) = @(x,t)
de I’equacio de Schrodinger amb un estat inicial g,

i%’ =Huy(t), p0) =yo.

Sota hipotesis adequades, el commutadorA[j’-[ , T]Aapareix en considerar I'es-
peranca de I'observable T en l'estat @ (t), T(f) := Ty (), que satisfa

LT = G, T, win)
Per aixo, si [H,T] = 0, T és una constant del moviment (per exemple, H ho
és).

Veiem aixi la importancia de saber quan [T,M] = —i Id, quan [T,M] = 0 o,
en general, quan [T,M] = C per a C prefixat.

Des dels primers treballs de Weyl (1928) i von Neumann (1931) sobre me-
canica quantica es planteja el problema de determinar els operadors autoad-
junts T, M que satisfan la relaci6 de commutacio [T,M] = —i Id. Es facil de
comprovar que aquesta identitat és impossible per a operadors acotats, i un
resultat profund de Brown i Pearcy estableix que un operador C és un com-
mutador de dos operadors acotats si i només si no és del tipus Ald+K (A = 0
i K compacte).

Es més, sota determinades hipotesis d’irreductibilitat, ja von Neumann va
demostrar que per a operadors autoadjunts, necessariament no acotats, no-
més p i q satisfan la relaci6 de commutaci6, modul equivaléncia unitaria.

3 Commutadors d’operadors pseudodiferencials

Els operadors pseudodiferencials apareixen de manera natural amb la utilitza-
ci6 de la integral de Fourier en 'estudi d’equacions diferencials en derivades
parcials. Com hem indicat, admeten (en el nostre cas de funcions d’una varia-
ble) una descripcio del tipus

(Yaf)(x) = Jka(x,E)f(E)ez"i"‘f dx,

amb restriccions sobre el simbol, a(x, £), que fan que la integral estigui defi-
nida per a les funcions de la classe S de Schwartz, que és densa en nombrosos
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espais funcionals. Aixo succeeix si és de classe C* i satisfa les desigualtats
|0%0falx,®)| < Cap(1 + [EN™,

i aleshores es diu que es tracta d’'un simbol estandard d’ordre m, i s’escriu
a € S™. En son exemples els polinomis P = ZZLO ax(x)(2mi&)* de grau m en
& amb coeficients funcions ay(x) de classe C* acotades elles i les derivades.
En aquest cas, de les propietats de la integral de Fourier resulta que

(Ypf)(x) = JR Pf(E)e ™ dx = 3 an(x) JR(2ni§)“f(§)ez"iX§ dx,
o=0

o sigui, (Ypf)(x) = >aroan(x)f ¥ (x),i¥p = P(x,D) és un operador dife-
rencial d’ordre m amb coeficients variables.

Si el simbol no depen de &, a(x, &) = v(x), del teorema d’inversi6 de Fou-
rier resulta

(¥ f) (x) = v (x) JRf(an"ixf dx = (Mo f) (x),

un multiplicador puntual. Si és independent de x, a(x, &) = u(&), el que s’obté
és

(¥ f) (x) = j{Ru(E)f(z)ez"in dx = (Tuf)(x)

un multiplicador de Fourier.

Un primer resultat basic de continuitat d’aquests operadors estableix que,
peratota € SO ¥, ésacotatenl9sil < g < i, siaeS™, ¥,: Wka(R) —
Wk-ma(R) acotat (1 < q < o, k = m). Aqui W*4(R) denota I’espai de Sobolev
de les f € L4 tals que les derivades distribucionals f® per a « < k sén
totes de L9, i esta proveit de la norma || - I|x,4 tal que || fII{, = SK o llf@d,

Aixi, 'operador moment p és I'operador pseudodiferencial de simbol 27T&
de S!ino és acotat en cap L4, pero p: Wkd(R) — Wk-La(R).

Per a qualsevol a € S™, a = a(x, &), torna a apareixer en

[Ya, p1f(x) = —i LR [aﬁ (E)e2mixE 4 f(E)%(aez’”Xg)] dx

la canceHaci6 deguda a la derivada i resulta

[Ya,p1f(x) = —iJ[R %ﬁ(g)ehrixg dx

o sigui, [p, Yal = Yisasax, de simbol estandard també d’ordre m. En particular,
si a és d’ordre 0, [p,¥;] també ho és, i és acotat en L9 (pera l < g < oo).
Sia(x,&) = v(x) té derivada acotada, [p,My] = [p,¥,;] = iM,  és acotat a
L2(R).

De manera similar, en el cas de I’operador posicio, g = My, resulta [¥Y,, q] =
¥, amb b = —(21i) "' 0a/0& d’ordre m — 1 si a és d’ordre m.
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4 Commutadors de Calderéon

Sigui y una corba simple de classe C! en el pla complex, C. La integral de
Cauchy d'una funci6 f integrable sobre la corba és

€, f)(z) = - [ L&)

2TT1 }/C_Z

dac  (z¢vy).

Aixi, si y és una corba tancada vora orientada d'un domini D i f és continua
en D i analitica en D, la formula integral de Cauchy s’escriu (Cy.f)(z) = f(2),
per atot z € D.

En considerar punts z = y(t) sobre la corba resulta una integral singular
(en el sentit que cal considerar valors principals de Cauchy) com

1 Sy’ (@)
SN =27 ) S0 -y

on escrivim f(t) enlloc de f(y(t)). Aquesta integral singular esta vinculada al
problema de la determinacio dels limits no tangencials interior CJ f i exterior
Cy f quan z — y. Aixi, es té Cj f = f siinomés si se satisfan Cj f € Li(y)i
Sy(Cy f) = CJ f, iunresultat de Privalov estableix les identitats

f(z)
2

. 1
Cyf(z) == 585 f(2) (zey).
El problema basic resulta ser el de 'acotacio en L2 dels operadors C3, o sigui,

de S,. Si y és de classe C?, el problema equival al de 'acotacio en L*(R) de la
transformada de Hilbert

1 SO,
mIRX —Y

Hf(x) =

multiplicador de Fourier de simbol la funci6 acotada p(x) = (1/77) signe(x) i
que és acotat en tots els espais L?(R), 1 < p < . Pero si y és de classe C!
la situaci6 és essencialment més complicada i porta al cas de corbes del tipus
v = A(x) amb A’ acotada, o sigui, del tipus

y(x) =x+iA(x), Yy (x)=1+1ia(x) (a € L®(R)),

de manera que, prescindint del factor 1/7ri, s’arriba a la consideracié de la
integral singular

dat

(T fOA +ia(t))
(Syf)(x) = Lm x —t+i(A(x) — A(t))

en la qual 'acotaci6 de a permet incorporar el factor 1 +ia(t) ala funci6 f(t)
i el seu nucli integral és
1 1

=y 14 AADT

K(x,y) =
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Si|A'(x)| <M < 1, tenim el desenvolupament convergent

K(x,y) = > i*Ki(x,y), Kilx,y)=
k=0

1 (Mx)—AOU)k
-y X -y

i s’estudia 'acotacio en L?(R) de S, considerant la de les integrals singulars

(S = | Kb, f 00 dy,
Observem que Sy = H, la transformada de Hilbert, i que

f(y) _dy - A f(y)

SufGo = Ao | T2 e

= [Hz, Malf(x),
el commutador del multiplicador puntual M4 amb I'operador integral singular
Haf (x) = [ (x =) 2f(y) dy.

Els operadors Sy s’anomenen commutadors de Calderén i una demostracio
de 'acotacio a L?(R) de I'operador S, es basa a obtenir estimacions

ISkl < CLkM* .

L’any 1977, Calderon va demostrar I'acotacio de Sy si M és petit, i ja abans
(el 1965) havia provat 'acotacio del primer commutador S;. El resultat com-
plet, per a tot M, és degut a Coifman, McIntosh i Meyer (1982).

5 Commutadors i interpolacié complexa

Un multiplicador puntual M, és acotat en L?(R) si i només si b és (essenci-
alment) acotada; aixi, Mjog|x| N0 ho és. En canvi, si H és la transformada de
Hilbert, s’obté [H, Miog x| ]: L?(R) — L?(R) acotat. Aquest fet és un cas espe-
cial d'un resultat obtingut el 1976 per Coifman, Rochberg i Weiss [5] en relacio
amb un problema de I’analisi harmonica referent a la factoritzacié de funcions
d’'un espai de Hardy de diverses variables. Varen establir que, si b és localment
integrable i per a cada interval I es denota by := (1/]I]) [; b, la mitjana de b
sobre I, s’obté [H,Mp]: LP(R) — L?(R) acotat (per a qualsevol 1 < p < ) si
i només si se satisfa

IBllsw0 := sup JWth

]

Es diu llavors que b és d’oscillaci6 mitjana acotada, s’escriu b € BMO, les
funcions acotades en son exemples trivials i log |x| n’és un de tipic.

El 1983, els dos ultims autors varen mostrar ([7]) com la teoria d’interpo-
laci6 complexa desenvolupada per Caldero6n, Lions i S. G. Krein, a partir del
metode de Thorin basat en el teorema de les tres rectes per a obtenir la desi-
gualtat de convexitat de Riesz, en el context de families d’espais de Banach
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abstractes, s’aplica per donar una estimacié d'uns commutadors [T, Q], per a
certs operadors Q no acotats i no és necessariament lineal.

Aixi, com a cas particular dels resultats de Calderén resulta que, donats
dos pesos wq, w110 < 0 < 1, per a tot operador acotat T: L? (wg) — LP (wy)
iT:LP(w;) — LP(w;) resulta automaticament T: LP (w) — L?P(w) acotat,
amb w = w} Y wf.

Si (Ep, Eq1) és un parell d’espais de funcions, el métode es basa en la con-
sideraci6 d’un cert espai de Banach ‘F(Eg, E;) de funcions vectorials F: § —
Ep + E; analitiques sobre la banda S = {z; 0 < Rz < 1} i tals que estan
definides f;(t) = F(j + it) (j = 0,1) com a prolongacions continues fins
a les vores de la banda i fj: R — E; son continues, amb norma [|F| 5 :=
max ([l follo, lf1ll1) < oo (Ifjll; = sup; I fj(£)1lg;), de manera que també T o F €
F(Eo,E1) siT: Ej — E; sOn continues.

Aixi, si es defineix I'espai interpolat Eg9 = {F(0); F € F(Ey,E1)} amb la
norma quocient ||ullg = inf{||F| ; F(0) = u}, per a cadau € Ey es pot prendre
Fu € F(Eo,E1) tal que Fy (0) = u i sigui «extremal», |lullg =~ [|Fylly (lullo <
IFull < c llulle amb ¢ > 1 fixat). Les propietats d’acotaciéo de T sobre els
espais E; es transmeten a Ey mitjancant T o F,.

En el cas (Eg,E1) = (LP(wg),LP(w;)) s’obté Eg = LP(w) de manera que
resulta ||ullzr(w) = Inf{l|F|l#; F(0) = u},ihi ha F, € F(LP(wo),LP(w1)) tal
que F,,(0) = u extremal del tipus

F,(z) = wél_z)/zwf/zu.

La idea de Rochberg i Weiss es basa en la consideraci6 de la derivada i, en
definir Q(u) := F},(0), tornen a apareixer unes propietats de cancellacio que
fan que, malgrat que Q: E9 — E( + E; sigui no acotat com a operador de Ep,
ho és el commutador [T, Q]. Aix0 els permeté obtenir importants estimacions
de I'analisi.

En I'exemple concret de (L (wg),LP(w1)) i Fyu(z) = w wfu, sif =
1/2, en derivar s’obté Qu = M, amb v = (1/2)log(w1/wy).Sillb|lzmo és prou
petita (restriccié que després desapareix per homogeneitat), un resultat ben
conegut de Muckenhoupt estableix que la transforma de Hilbert, H, és acotada
en L (e?) i, si es prenen wq = e? i w; = e~ ?, resulta (1/2)log(w/wy) = b, 0
sigui, [H,Q] = [H, Mp] i es recupera el resultat de Coifman, Rochberg i Weiss.

En [1] es consideren diverses variants d’aquest metode que proporcionen
noves estimacions de commutadors. Aixi, en una d’aquestes variants se subs-
titueix l'espai interpolat Eg = {F(0); F € F(Eo,E1)} per Eg,, = {F™(0);
F € F(Eo,E1)} i, definint Q(u) := F{"™V(0), resulta també [T,Q]: Eg,, —
Epn acotat, que en el cas especial (L? (wo), L (w1)) proporciona 'acotacio
amb «pesos» del commutador

1 1
. TP I ) 2 I,
[H, Mp]: L (1+|b|") L <1+|b|")’

per a tota b € BMO, que és una extensio del resultat de Coifman, Rochberg i
Weiss.

(1-2)/2
0
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6 Multiplicadors de Fourier, espais de Besov i interpolacio

En el cas del multiplicador de Fourier, ﬁ,? =pu f, també hi ha acotacio L2
si i només si el simbol és acotat, ja que la transformacié de Fourier és una
isometria lineal bijectiva de L?. Un resultat de Marcinkiewicz estableix que
s’obté T;: LY — L? acotat per a tot 1 < p < co si u satisfa les dues condicions
seguients:

e Acotacio: ||H|le < oo.
e Variacié uniformement acotada sobre els intervals diadics:

V(u) = sup Vam) (U) < oo,
n

on denotem A(n) = [-2",-2n1ju 2"l 2] sin = 1,2,...1 A(0) =
[-1,11,1i Vam) (p) és la variacio total de pu sobre A(n).

Si p no és acotat, T, no pot ser acotat a cap L?, ja que aleshores no és
dificil veure que ho hauria de ser a L2. Per0 per a funcions com u(t) = log™ |t|,
que no és acotada pero satisfa V(u) < oo, cal esperar propietats d’acotaciod
de commutadors com [H, T,]. Si no se’n troben per a espais L”, en s6n uns
bons substituts els anomenats espais de Besov i de Sobolev dels problemes de
contorn en equacions en derivades parcials.

De les diverses descripcions que existeixen dels espais de Besov, ens convé
la que prové de la teoria d’aproximaci6. En primer lloc fixem un espai L? (R)
amb 1 < p < « (ens interessara disposar del teorema de Marcinkiewicz que
hem esmentat) i, per a cada v > 0, considerem amb la norma de L? la distancia

E = inf -
(v, f) ,nf If=glp
de f € L? arbitraria al subespai V(r) := {g € L?; suportg c [-7,r]} (V(0) :=
0).Sio>0il<g < o, denotem

1/a

00 1/q
1 lloq = (JO [r”Ep(r,f)]qg) ~ (Z[z"“Ep(zn,fW)

il’espai de Besov corresponent és
Byt i={f €L”: | flloq < »}.

Aquesta escala d’espais esta intimament relacionada amb la dels de Sobo-
lev
WP = {(felLl; f,....f™ elLl},

p e )\ P . .
amb | flln,p) = (Ilfllp +fllp+---+If IIp) (les derivades, en sentit de

les distribucions). Aixi, si 0 = n, natural,iq = p = 2, es té B;l’z = W™2 amb
equivalencia de normes.
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En problemes de contorn, els espais de Besov apareixen espontaniament
com a traces d’espais de Sobolev; per exemple, I'aplicaci6 f(x,y) — f(x,0),
ben definida entre les classes de Schwartz S(R?) i S(R), s’estén a un tnic ope-
rador acotat Tr: WP (R2) — BZ,“”“’ (R). De fet, els espais de Besov s’han de
considerar com interpolats dels de Sobolev: si un operador T és acotat entre
dos espais de Sobolev

T: Whop W‘Mo,lﬂ1 T: Wwh.P _, wmup

i es consideren parametres o = (1 — 0)ng + 0ny, ¢ = (1 - 0)mo + Om,
(0 < @ < 1), aleshores es té automaticament T: B,* — Bj,? acotat per a tot
q=1.

Pel que fa als commutadors de multiplicadors puntuals, ja Calderén
(1965) va demostrar que [H, M, ]: L2 — W2 és acotat, si b és Lipschitz; Coif-
man i Muray (1988) varen caracteritzar les funcions b per a les quals resulta
[H,Mp]: By* — Bp'? acotat, i 'acotaci6 de commutadors [T, Mp]: X — X
per a classes generals d’espais funcionals X ha estat ampliament estudiada
recentment per diversos autors (Bourdaud, Moussai, Li, McIntosh, Wu, Zhang,
etc.).

Per a commutadors [H, T,] de multiplicadors de Fourier amb simbol no
acotat no es disposen de teoremes d’acotacié sobre espais L?, pero en [3] es
demostra, amb I'tinica hipotesi sobre u de ser admissible, que si T és qualsevol
operador acotat entre dos parells d’espais de Besov

00, 00, o1, o1,
T:Bpo% _)BPOQO’ T:Bplql _’Bplq],

llavors també resulta [T, T,]: By — B, peratotq = 1sioy <o < oy i
Op<o<opsomtalsqueoc =(1-0)og+ 00110 =(1-0)oy + 00, per a
un mateix 6 (aixo engloba el cas T = H o qualsevol multiplicador de Fourier
acotat i admissible).

Aquest resultat admet la versié analoga per a espais de Besov de funcions
periodiques ([4]).

SiSf(x) =f(-x)iDf(x) = f(2x),S i D sén operadors acotats en tots
els espais de Besov i la continuitat de [S,T,] i de [D, T,;] implica ’admissi-
bilitat de u, de manera que aquests teoremes de commutadors per a multi-
plicadors de Fourier no sén millorables en el context dels espais de Besov de
funcions d'una variable.

Tanmateix, son problemes pendents els de trobar els teoremes correspo-
nents per a funcions de diverses variables i, el que seria encara més interes-
sant, per a espais L”. La seva validesa per a espais de Besov prové de la seva
descripci6é com a espais d’aproximacio, que permet obtenir unes certes se-
leccions extremals per al métode d’interpolacié real amb unes propietats de
cancelacié com les descrites en el nostre treball [2], on s’estenen i unifiquen
els diversos teoremes de commutadors de la teoria d’interpolacio d’operadors
que havien aparegut amb anterioritat, com les de [7, 6], sense connexio apa-
rent entre elles.
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