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Una introduccio a la teoria d’Arakelov™

JosE 1. BURGOS GIL

1 Introduccio

Una de les millors qualitats de la Matematica és la seva capacitat de
prendre una idea apareguda en un camp determinat, abstreure-la i aplicar-la
a un altre camp completament diferent. Aquesta capacitat és molt més in-
teressant i profitosa quan el camp on apareix la idea i aquell on s’aplica sén
completament diferents, i quan el tipus de intuicié6 que hom obté de I'un i de
I'altre son complementaris. La teoria d’Arakelov és un exemple d’aquest fe-
nomen, ja que pren idees de la geometria projectiva, els origens de la qual es
remunten als estudis de perspectiva dels pintors renaixentistes, i les aplica, en
el marc de la teoria de nombres, a 'estudi de les solucions enteres de sistemes
d’equacions polinomiques.

De fet, la teoria d’Arakelov pot ser entesa com un diccionari que permet
traduir enunciats de geometria algebraica projectiva en enunciats que relacio-
nen la teoria de nombres i ’analisi complexa. Aquesta traducci6 no és trivial:
la identificaci6 de conceptes analegs en l'un i I'altre camp no és evident. A
més, els enunciats obtinguts mitjancant analogia no séon certs a priori, sin6é
que necessiten una demostracié que, en molts casos, es més complexa que la
demostracié del resultat original. L’enunciat proposat fins i tot pot revelar-se
fals. En resulta que la teoria d’Arakelov és, fonamentalment, una font d’analo-
gies que permeten guiar la investigacio, i no un métode automatic per obtenir
nous teoremes.

Tot i que la idea subjacent en la teoria d’Arakelov és senzilla i d'una gran
bellesa conceptual, no és menys cert que pertany a un ambit d'una gran com-
plexitat tecnica. L'objectiu d’aquesta nota és donar una imatge general

* Conferéncia pronunciada a la Tercera Trobada Matematica de la Societat Catalana de Mate-
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d’aquesta teoria, accessible a un public com més ampli millor. Es per aquest
motiu pel qual s’intentaran obviar els detalls tecnics i s’insistira en les idees
generals.

En una introduccié d’aquest tipus, és inevitable donar una versi6 parcial i
esbiaixada de la teoria d’Arakelov. Molts aspectes, sigui per la seva complexi-
tat, o simplement per falta d’espai, no hi tenen cabuda. Per exemple, poca cosa
direm sobre la teoria d’altures, que és un dels aspectes fonamentals d’aquesta
teoria.

El lector podra comprovar que el punt de vista des del qual s’han redactat
aquestes notes és el de la geometria. S’ha posat més emfasi en I'estética de
les idees i en el fet que la geometria permet donar un llenguatge comu a dues
arees en principi dispars, que no a les aplicacions concretes.

2 Teoria d’interseccio

Laidea basica que es vol traslladar des de la geometria algebraica a la teoria de
nombres és el concepte de compleci6é projectiva d'una varietat. Vegem primer,
en un exemple senzill, en qué consisteix la compleci6é projectiva i quina és la
seva utilitat.

En linies generals, podem dir que la geometria algebraica estudia les so-
lucions de sistemes d’equacions polinomiques. El conjunt de solucions d'un
sistema d’aquest tipus es denomina varietat algebraica. La teoria d’interseccio
estudia la posicio relativa d’aquestes varietats. Un problema classic de la teo-
ria d’'intersecci6 és el de comptar els punts de tall de dues corbes planes. Ens
plantegem, concretament, el problema segiient:

1 PROBLEMA Trobar un teorema, com més precis millor, sobre el nhombre de
punts de tall de dues corbes planes reals.

El primer exemple que estudiarem sera el de la posicié relativa de dues
rectes diferents. De seguida veiem que hi ha dues possibilitats:

a) Dues rectes transversals. En aquest cas, les dues rectes es tallen en un
punt.

b) Dues rectes paraleles. En aquest cas, les rectes no es tallen.

Aixi doncs, el millor resultat general que, en aquest moment, podem enunciar
és el segiient:

el nombre de punts de tall de dues rectes
diferents és menor o igual que u.

El segiient exemple que podem estudiar és el de dues corbes algebraiques
diferents del pla R2. Cada una és el conjunt de solucions d’una equaci6 polino-
mica en dues variables. Suposarem que aquestes corbes no tenen components
comuns, ja que en cas contrari tindrien infinits punts en comu.
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Siguin d; i d» els graus d’aquestes equacions. Com en l'exemple de les
rectes, si comptem els punts de tall entre les dues corbes, podem escriure el
resultat general segiient:

nombre de punts de tall de dues
corbes afins reals de graus d id; <didz. (1)
Es pot provar que aquest és el millor resultat a que es pot arribar. En efecte,
hi ha exemples de corbes de graus d; i d» sense cap punt de tall.

Un cas particular del problema de comptar punts d’intersecci6 de dues cor-
bes és el de comptar les arrels d'un polinomi. En aquest cas, una de
les corbes és la recta y = 0, que té grau u, i I'altra corba es la grafica de la
funci6 polinomica. Obtenim, en principi, el mateix tipus de resultat:

el nombre d’arrels d’'un polinomi és menor
o igual que el grau del polinomi.

El nombre d’arrels del polinomi pot disminuir per dos fenomens diferents.
D’una banda, les arrels poden ser nombres complexos i no nombres reals. De
I’altra, el polinomi pot tenir arrels repetides. En aquest cas, a cada arrel se li
pot assignar un pes, anomenat multiplicitat, que és el nombre de vegades que
es repeteix I’arrel.

FIGURA 1: P punt simple, Q punt de multiplicitat major que 1.

Si tenim en compte aquests dos fenomens, obtenim un resultat molt més
precis:
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el nombre d’arrels complexes d’un polinomi,
comptada cadascuna amb la seva multipli-
citat, és exactament igual al grau del poli-
nomi.

A la vista d’aquest exemple, podem pensar que el nombre de punts de
tall entre dues corbes de graus d; i d» és igual al producte d;dy, pero que
determinats fenomens ens oculten alguns punts de tall. Com abans, existeixen
punts de tall amb coordenades complexes, i, també, a cada punt de tall entre
dues corbes se li pot assignar una multiplicitat, que generalitza el concepte de
multiplicitat d'una arrel, i que reflecteix I'ordre de contacte entre les corbes
(vegeu la figura 1). Aixo ens porta a modificar el problema original, plantejant-
lo de la manera segiient:

2 PROBLEMA Trobar un teorema, com més precis millor, sobre el nombre de
punts de tall de dues corbes planes complexes, comptats cadascun amb la seva
multiplicitat.

Plantejat d’aquesta forma, trobem molts més punts d’'interseccioé entre
les corbes. Es més, si escollim dues corbes qualssevol a l'atzar, de graus
dy i d», trobem que el nombre de punts d’interseccié és efectivament ddo.
Tot i aix0, com en el cas real, existeixen exemples de corbes de qualsevol grau
sense cap punt d’intersecci6. De manera que, de nou, el millor resultat que
podem enunciar és:

nombre de punts de tall, comptats amb multiplicitat,

de dues corbes afins complexes de graus dq i d» < did. @)
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FIGURA 2: San Jeroni a la seva ceHa (Diirer).
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Per comprendre qué succeeix en els casos on el nombre de punts de tall
és menor que no esperavem, tornarem a considerar el problema de les rec-
tes paraleles. Visualment, dues rectes paralleles semblen unir-se en un punt
(vegeu la figura 2). Aquest punt, que en pintura es denomina punt de fuga, I’a-
nomenarem punt de I'infinit. Aixo suggereix que, en lloc de considerar el pla
complex, hem d’estudiar un conjunt més gran, el pla projectiu. Aquest con-
junt, format per tots els punts del pla complex i per tots els possibles punts
de linfinit, el denotarem per P2.

Encara que el pla projectiu sembli més complicat que el pla afi, és molt util
perque posseeix molt bones propietats. Per exemple, de la mateixa definicio
es dedueix que en el pla projectiu no hi ha dos tipus de parells de rectes,
transversals o paraHleles. En efecte, dues rectes diferents es tallen sempre en
un Unic punt. Es més, el problema de comptar els punts de tall de dues corbes
en el pla projectiu té una resposta molt satisfactoria:

1 TEOREMA (BEzOUT) Siguin Cy i Co dues corbes diferents del pla projectiu com-
plex, sense components comuns i de graus d; i d». El nombre de punts d’inter-
seccid, comptats amb la seva multiplicitat, és sempre dd..

Aquest és un exemple clar de la potencia de la compleci6 projectiva. El pla
projectiu té propietats noves, més precises que no pas les del pla afi. Pero
allo realment interessant és que 'existéncia i les propietats del pla projectiu
ens permeten entendre millor les propietats del pla afi. Per illustrar aquesta
idea considerarem el teorema de Bézout des d'un punt de vista diferent. Si
dues corbes tenen un punt de l'infinit en comu direm que tenen una direc-
ci6 asimptotica comuna (hem utilitzat els punts de l'infinit per definir direcci6
asimptotica, pero aquesta pot definir-se en termes purament afins). A les direc-
cions asimptotiques comunes també se’ls assigna una multiplicitat. El teorema
de Bézout pot escriure’s de la manera segiient:

nombre de nombre de direccions

punts de tall T asimptotiques comuns dida . 3)

El teorema de Bézout implica, doncs, que dues quantitats, el nombre de punts
de tall i el nombre de direccions asimptotiques comunes, estan relacionades.

La conclusié que extraiem d’aquesta discussio és la segiient. El pla pro-
jectiu esta format per dues parts, el pla afi i el conjunt de punts de I'infinit.
Les propietats globals del pla projectiu poden entendre’s com relacions entre
aquestes dues parts. Aquest és, precisament, el punt de vista que conforma la
Teoria d’Arakelov.

3 Funcions racionals

Veurem en aquesta secci6 un nou exemple, molt relacionat amb l’anterior,
relatiu a les diferencies en el comportament de varietats afins i varietats pro-
jectives. Sigui X = A}C la recta afi complexa. Per completar aquesta recta n’hi
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ha prou amb afegir un punt. La linia projectiva complexa pot descriure’s com
Y =Pt = AL U {o}.
Sigui f una funci6 racional en X. Aixo és, f és un quocient de dos polinomis:

apz"+a;z" '+ +ay
bozm + bizm-1 + ... + by,

f(z)=

que suposarem sense arrels comunes. Els zeros de la funcié soén les arrels del
numerador i els pols de la funci6 sén les arrels del denominador. L'ordre de
la funci6 f en un punt p es un numero enter que es denota ord,(f). Si p
és un zero de f llavors ord, (f) és positiu i igual a la multiplicitat de p en
tant que arrel del numerador de f. Si p és un pol de f, ord,(f) és negatiu
i el seu valor absolut és igual a la multiplicitat de p en tant que arrel del
denominador de f. Si p no és ni un zero ni un pol, llavors ord,(f) = O.
Clarament podem construir funcions amb un nombre arbitrari de zeros i de
pols. De fet, la quantitat

>, ordy (f)

peC

és igual a la diferéncia entre el grau del numerador i el grau del denominador.
Anomenarem d a aquesta ultima quantitat:

d=n-m.

Estudiem ara el cas projectiu. La funci6 f la podem considerar com una funci6
racionalen Y = IP}C. Per estudiar el comportament de f en el punt o utilitzem
el canvi de variables u = 1/z, que envia el punt de I'infinit a I'origen de coor-
denades. Aplicant aquest canvi de variables, la funci6 f queda

_4a0+ - +apu
bo+ -+ +byuum

fuw) =u

que té un pol, un zero o un valor no nul a I’origen depenent de si d és positiu,
negatiu o zero. En conseqiiéncia, podem posar

orde (f) = —d.

Aixi doncs, si tenim en compte tots els punts de P!, obtenim la formula

> ord,(f) =0. 4)

peP!

De nou, una quantitat que en el cas afi podria prendre qualsevol valor té, en
el cas projectiu, un valor constant.

L’equacio6 (4) pot generalitzar-se a una corba qualsevol. Sigui X una corba
complexa llisa afi. Podem completar X afegint un conjunt finit de punts a
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I'infinit. Sigui Y la corba projectiva obtinguda. El resultat no és tan immediat
com en el cas de [P’}C, pero el teorema dels Residus de Cauchy ens permet
afirmar que, per una funcié racional qualsevol f en Y, també es verifica

> ord,(f) =0. (5)

pey

Aquesta equacio pot escriure’s en forma multiplicativa. Per fer-ho escollim
un real positiu 7, i per cada punt p definim la norma associada

Ifllp =7 ordeth), (6)
La versi6 multiplicativa de ’equaci6 (5) es denomina férmula del producte:
[Tur,=1. (7)
peyY

4 L’analogia entre cossos de nombres i cossos de funcions

Tot i que la Teoria d’Arakelov propiament dita comenca amb les superficies
aritmetiques, és a dir, en dimensié dos, pot considerar-se que el cas de di-
mensio u d’aquesta teoria és ’analogia entre un cos de nombres i el cos de
funcions d'una corba algebraica. Vegem en que consisteix aquesta analogia.

Els punts de la recta afi complexa A}C estan en bijecci6 amb els ideals pri-
mers de ’anell de polinomis C[z]. Al punt a li correspon l'ideal (x — a). El cos
de funcions racionals de A{ és C(z), és a dir, el cos de fraccions de C[z]. Tal
com hem comentat a la secci6 anterior, a cada punt p € A}C li correspon una
valoracio: ord, i una norma: || - || ,. Hem vist que al punt de l'infinit li correspon
també una valoraci6é i una norma. El fet que [P(lC = A}C U {co} sigui una corba
completa (projectiva) es reflecteix en la férmula del producte (7).

De la mateixa manera, els ideals primers de I'anell Z so6n els punts d’'una
varietat algebraica anomenada Spec(Z). El cos de funcions d’aquesta varietat
és Q, que és el cos de fraccions de 7Z. A cada nombre primer p li correspon
una valoracio de Q, que denotarem ord,, definida per

ordp(q) =4,

si g es pot escriure com q = p%a/b, amb a i b no divisibles per p. Cadascuna
d’aquestes valoracions ens permet definir una norma:

lall, = p~°rdra,

Aquesta norma es denomina norma p-adica. Volem completar Spec(Z) de ma-
nera analoga a com hem completat Al. Observem que, a més de les normes
p-adiques, el cos Q admet una altra norma: el valor absolut habitual. Aquesta

norma la denotarem || - ||. Es conseqiiéncia directa de la definici6 de les dife-
rents normes que es compleix la formula del producte
lalex ] llalp,=1. ®8)

peSpec(Z)
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Aquesta férmula suggereix la possibilitat que la varietat afi Spec(Z) pugui
completar-se afegint un tinic punt a 'infinit, que correspondria al valor absolut
habitual.

Una diferéncia important entre les varietats A}C i Spec(Z) és que, en la pri-
mera, tots els punts son indistingibles. Per aquesta rad, en passar de la va-
loracié a la norma, s’escull com a base un mateix nombre real positiu . En
canvi, els punts de Spec(Z) son tots diferents. Per exemple, el cos residual
del punt p és Z/pZ, que té exactament p elements. Per aixo, per cada valora-
ci6 s’ha utilitzat una base diferent, que coincideix amb el nombre d’elements
del cos residual. Aquesta diferéncia de comportament entre el cas geometric
(A1) 1 el cas aritmeétic Spec(Z) és encara més acusada al punt de l'infinit. En el
cas geometric, el punt que s’afegia tenia les mateixes propietats que la resta
de punts. De fet, P! és una varietat homogénia. En canvi, en el cas aritmeétic,
el punt que s’afegeix és de naturalesa completament diferent.

La versi6 additiva de la formula del producte s’obté prenent el logaritme
de la igualtat (8), i és

logllalle + > —log(#(Z/pZ))ordy(q) = 0. 9)
peSpec(2)

Sigui E un cos de nombres i v el seu anell d’enters. Es a dir, E és una
extensio algebraica finita de Q, i v el conjunt d’elements d’E que son solucio
d'una equaci6 polinomica, amb tots els coeficients enters i amb el coeficient
del terme de major grau igual a u. Els ideals primers de v formen la varietat
algebraica Spec(v). L’analogia entre Spec(Z) i Al s’estén a una analogia entre
les varietats Spec(v) i les corbes afins complexes.

Vegem com podem completar la varietat Spec(v). Com abans, cada punt de
Spec(v), p, dona lloc a una valoracio de E, que denotarem ordy, i per tant a una
norma

llly = (#(v/p))~ rd@ (10)

Els punts de l'infinit vindran donats per normes analogues al valor absolut
usual. Per cada immersi6 o: E — C podem construir una norma d’aquest
tipus mitjancant

lalle = llo(@)®, Y

one =1, 0 e = 2, depenent, respectivament, de si la imatge de o esta, o no,
continguda en R. Observem que, si o (E) ¢ R, llavors la immersi6 conjugada,
o, tot i seguir essent diferent de la immersié o, déna lloc a la mateixa norma.
Sigui X el conjunt de totes les normes que poden obtenir-se mitjancant aquest
sistema. Aquestes normes es denominen normes arquimedianes. La férmula
del producte d’Artin assegura que

[T lally+TTlal,=1. (12)

peSpec(v) vel

Podem dir, doncs, que la varietat afi Spec(v) es pot completar afegint un nom-
bre finit de punts, que corresponen a les diferents normes arquimedianes d’E.



Una introduccio a la teoria d’Arakelov 69

Utilitzant un petit truc técnic, també podriem dir que Spec(v) es pot completar
afegint les diferents immersions complexes de E.

5 Divisors de Cartier i divisors de Weil

En aquesta secci6 farem una breu introduccio6 a la teoria de divisors. Introdui-
rem, en concret, els divisors de Cartier i de Weil, i enunciarem les principals
propietats que els relacionen.

Comencarem introduint els divisors de Cartier. Donada una varietat alge-
braica complexa X, un divisor de Cartier esta determinat per un recobriment
obert, U = {Ux}aen, 1 una coleccié de funcions racionals invertibles {guxg},
on la funci6 g«g esta definida a I’obert Uxg = Uy N Ug. Aquestes funcions han
de satisfer la condici6o

JopIBy = Guy -

A la definicié d'un divisor de Cartier, la dada important sén les funcions in-
vertibles gqp. Més concretament, suposem que V = {Vy } yea’ €S un recobri-
ment més fi que el recobriment U, i que T: A° — A és una funcié tal que
Vo C Ur(a)- Si fop = Gra)r(p), direm que les dades (U, guxp) 1 (V, fup)
defineixen el mateix divisor de Cartier. D’aquesta manera, passant a un reco-
briment més fi, sempre podem pensar que dos divisors de Cartier diferents
estan definits sobre el mateix recobriment. Per aixo, en la notaci6 freqiient-
ment ometrem el recobriment obert.

El producte de dos divisors de Cartier ve donat pel producte de les funcions
que els defineixen. En altres paraules, donats dos divisors de Cartier £ = (fxg)
iM = (gup), €l seu producte és el divisor de Cartier £ ® ) = (fxgdup)-

El concepte de divisor de Cartier esta molt relacionat amb el concepte de
fibrat de linia. Un fibrat de linia sobre X és una varietat £ provista d'un mor-
fisme

m:L— X

que compleix les propietats segiients:

1. Existeix un recobriment obert ‘U = {Uy}, i per cada obert d’aquest reco-
briment Uy un isomorfisme d’espais fibrats

(l)o(: Tl'_l(UD() - UO(X(C-

Aquests isomorfismes es denominen cartes locals.

2. A la interseccio de dos oberts d’aquest recobriment, Uyg = Ux N Ug, els
canvis de carta

¢71
Usg X C 22 171 (Unp) 2% Unp x C

son lineals en cada fibra i vénen donats per les funcions de transicio

(x,V) — (x,9ax8V) .
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El conjunt de dades format pel recobriment obert ‘U = {Uy} iles cartes locals
{¢p«} es denomina una trivialitzacié local del fibrat de linia £. Podem pensar
que un fibrat de linia sobre X és una familia d’espais vectorials de dimensio
u parametritzada pels punts de X. Localment, el fibrat és trivial, és a dir, té
estructura de producte. Tot i aix0, globalment no és un producte, i s6n les
funcions de transicio les que mesuren aquesta falta de trivialitat global. Sén
precisament les funcions de transicio les que determinen un divisor de Car-
tier. Aquestes funcions de transicié6 depenen de I’eleccié d'una trivialitzacio
local i, per tant, un fibrat de linia pot donar lloc a diferents divisors de Cartier.
Direm que dos divisors de Cartier son equivalents si es poden obtenir mitjan-
cant diferents trivialitzacions locals d’'un mateix fibrat de linia. Técnicament,
si (fap) 1 (gup) sON dos divisors de Cartier definits en el mateix recobriment
‘U, direm que s6n equivalents si existeix una colleccié de funcions {u}, amb
Uy regular i sense zeros en I'obert Uy, tal que

U
= —. 1
f(xB Jap ug (13)

Observem que les funcions u, corresponen a canviar la trivialitzacio local del
fibrat de linia.

La relaci6 d’equivaléncia entre divisors de Cartier és compatible amb el
producte de divisors de Cartier i, per tant, el conjunt de classes d’equivaléncia
té estructura de grup. Aquest grup es denomina el grup de Picard de X, i el
denotarem Pic(X). Observem que Pic(X) també és el grup de classes d’'isomor-
fisme de fibrats de linia. A més, el producte de divisors de Cartier correspon
al producte tensorial de fibrats de linia (d’aqui la notacié emprada).

Les seccions d'un fibrat de linia 77: £ — X sén funcions o: X — [ tals
que 1T o 0 = Id. Aquestes seccions es poden entendre com funcions genera-
litzades, en les quals el conjunt d’arribada varia a cada punt. Exemples de
seccions de fibrats de linia son els elements de volum i les formes modulars.
En termes d’una trivialitzaci6 local, una seccié pot descriure’s mitjancant una
funcié en cada obert, sempre que aquestes funcions compleixin unes certes
condicions de compatibilitat. Aixo dona lloc a la definicié segiient:

Una seccié d’'un divisor de Cartier £ = (gug, U = {Ux}) €s una coleccio de
funcions (o), amb oy definida a I'obert Uy, tals que, en Uxg = Ux N Up, es
compleix

O-o( = go(BO-B.

En general, s’entén que una secci6é no té pols, és a dir, que totes les funcions oy
son regulars. Quan vulguem posar emfasi en aquest fet parlarem de seccions
regulars. En canvi, parlarem de seccions racionals si admetem la possibilitat
que alguna funcié o, tingui pols. Un fibrat de linia pot no tenir cap seccio
regular, pero sempre té seccions racionals. A partir de la definicio, és facil
veure que, si o i T son dues seccions racionals d'un mateix fibrat de linia,
llavors el quocient o /T és una funcio6 racional. L’espai de seccions regulars de
L es denota HY(X, £) i la seva dimensio, h0(X, £).
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Introduirem ara els divisors de Weil. El grup de divisors de Weil d’una varie-
tat algebraica X, que denotarem per Div(X), és el grup abelia lliure generat per
totes les subvarietats irreductibles de codimensi6 u. Si X és una corba com-
plexa llisa, cosa que suposarem a partir d’ara, les varietats irreductibles de
codimensio u sén els punts. Per tant, un divisor de Weil d'una corba complexa
X és una suma formal de punts

D = Z npp,
peX

amb només un nombre finit de coeficients 7, no nuls. Aixi, podem definir el
grau d’un divisor de Weil com

deg(D) = > n,.
peX

Sigui f una funcio6 racional. A la funcié f li podem assignar un divisor de
Weil comptant els seus zeros i els seus pols:

div(f) = > ord,(f)p.

peX

El subgrup de Div(X) generat pels divisors de la forma div(f) es denomina
el grup de divisors racionalment equivalents a zero, i es denota Rat(X). El
quocient és el grup de classes de divisors:

Cl(X) = Div(X)/Rat(X) .
Sigui ara X una corba projectiva. La formula dels residus (5) és equivalent a
deg(div(f)) = 0.
Per tant, tenim un invariant ben definit
deg: ClI(X) — Z.

Vegem la relaci6 que hi ha entre divisors de Weil i divisors de Cartier. Sigui
L = (fxp) un divisor de Cartier i o = (o) una seccié racional de £. Observem
que, ates que la funcié fyp no té zeros ni pols en 'obert Uyp, per tot punt
p € Uyp tenim
ord, (o) = ord, (op) .

Té sentit, per tant, definir ord, (o). Escrivim

div(£,0) = > ord,(o)p.
peX

Com que el quocient de dues seccions o i o’ de £ és una funcié racional,
tenim
div(£,0) — div(£, o) € Rat(X).
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I, per tant, una aplicaci6
div: Pic(X) — CI(X).

Aquesta aplicacio6 pot definir-se per qualsevol varietat algebraica i compleix
el segiient

2 TEOREMA Sigui X una varietat algebraica llisa. L’aplicacio div és un isomor-
fisme de grups.

En particular, si X és una corba projectiva, podem definir el grau d'un divisor
de Cartier a partir del grau del divisor de Weil corresponent. Es a dir, si o és
una secci6 racional, llavors

deg(L) = > ordp(s).
peX

6 El teorema de Riemann-Roch i el teorema de Minkowski

L’analogia entre cossos de nombres i cossos de funcions no passaria de ser
una anecdota si es reduis a la féormula del producte. Existeix, pero, un nota-
ble parallelisme entre les dues teories. Per exemple, el teorema principal de
la teoria de corbes projectives és el teorema de Riemann-Roch, mentre que
un teorema fonamental en l'estudi de les unitats de I’anell d’enters d'un cos
de nombres és el teorema de Minkowski. En aquesta secci6é veurem que, esco-
llint adequadament el llenguatge, aquests dos teoremes s6n analegs. Aquesta
analogia pot arribar a fer-se molt precisa, pero nosaltres discutirem només
el seu aspecte més superficial. Per veure una exposici6 completa d’aquesta
analogia el lector pot consultar [27].

El teorema de Riemann-Roch permet decidir si un fibrat de linia té seccions
regulars. La seva versio més simple és el teorema de Riemann-Roch asimptotic.

3 TEOREMA (TEOREMA DE RIEMANN-ROCH ASIMPTOTIC) Sigui £ un fibrat de li-
nia sobre una corba complexa projectiva i llisa. Si el grau de L és suficientement
gran, llavors existeixen seccions racionals. En altres paraules,

deg(L) >> 0= H°(X, L) #0.

Recordem ara el teorema de Minkowski. Una ret A és un subgrup discret
d'un espai vectorial real V que conté una base de V. Si I’espai vectorial V
és euclidia, podem definir el covolum de la ret com el volum d'un recinte
fonamental, o com el volum del quocient V/A. Si {v1,...,V,} és una base de
A, llavors

CoVol(A) = Vol(V/A) = det(vy,...,Vn),

on el determinant es calcula respecte a una base ortonormal de V.
El teorema de Minkowski és un criteri d’existéncia de punts de mida petita
en una ret.
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4 TEOREMA (TEOREMA DE MINKOWSKI) Sigui B ¢ RN un subconjunt convex,
compacte, amb simetria central, i sigui A una ret de RN. Si

Vol(RN/A) < 27N Vol(B),
llavors existeixs € AN B, s # 0.

El nostre objetiu és ara veure que tenen en comu tots dos resultats. Per
aconseguir-ho, necessitem l’analeg aritmetic de la teoria de fibrats de linia.
Sigui E un cos de nombres i v C E el seu anell d’enters. En aquest context, un
fibrat de linia és un v-modul lliure de torsié de rang u, L. Les seccions regulars
de L son els elements de L. Les seccions racionals de L son precisament els
elements de L = L ® E, que és un E-espai vectorial de dimensio6 u i, per tant,

un Q-espai vectorial de dimensié d = [E: Q].

Vegem com «compactificar» L. Recordem que els punts de l'infinit de X =
Spec(v) son les normes arquimedianes del cos E. Per cada norma arquimedi-
ana v podem construir el cos complet E, que pot ser R o C. Per definicio, la
fibra de L en el punt v sera el E,-espai vectorial L, = L <§> E,.

Hem de decidir ara quan una secci6 té un pol o un zero en el punt v. Més
precisament, ens interessa definir I'ordre d’'una seccié en un punt de l'infinit.
Aqui hem de treballar de nou per analogia. Recordem que, en el cas de les
corbes complexes, a cada punt p li corresponia una valoracio6 ord,, i a partir
d’aquesta valoracio definiem una norma || - ||, donada per

lolly = g~ (@)

Els zeros i els pols vénen caracterizats, mitjancant la norma, per

lollp <1< otéunzeroenp,
loll, =1 < o ésinvertible en p,
loll,>1 < otéunpolenp.

En aquest cas procedirem al revés. Escollim una norma en cada espai vec-
torial L, . Aquesta norma sera euclidiana si £, = R i sera hermitica si E, = C.
Un cop escollides les normes, direm que una secci6 o té un zero o un pol en
v depenent de si |0 ||, és menor o major que u, respectivament. A partir de la
norma podem definir la valoraci6

ord, (o) = —logllolly .

Observem que ara l'ordre ja no ha de ser un nombre enter, sindé que pot pren-
dre valors reals. A més, el fet que una secci6 racional tingui un zero o un pol
en un punt de I'infinit v depén no només de L, sin6 també de la norma || - || .
Aix0 déna lloc a la definici6 segiient.
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5 DEFINICIO Un fibrat de linia aritmétic és un parell L = (L,h), on L és un
fibrat de linia sobre Spec(v) i h = (hy) és la dada d'una norma sobre cada un
dels espais vectorials L.

Aixi, una compactificacio de L és un fibrat de linia aritmeétic L = (L, h). Si
canviem la norma canviem la compactificaci6. Aixo es correspon perfectament
amb el cas geometric. Per exemple, el fibrat de linia trivial @ sobre A}C es pot
estendre a qualsevol dels fibrats O(n), n € Z, sobre P¢. Una manera d’escollir
una extensio en concret és decidir quines seccions racionals tenen zeros o pols
en el punt de l'infinit i quina és la seva multiplicitat. Aquesta és precisament
la informaci6 que esta codificada en les normes h,.

Ara podem definir ’espai de seccions globals regulars d'un fibrat aritmeétic
L. Aquest espai esta format pel conjunt d’elements de L que no tenen pols en
cap dels punts de I'infinit v. Es a dir:

H(X,IL)={oceL|lol, <1,Vv}.

Continuant amb I’analogia amb el cas geometric, podem definir el grau d’'un
fibrat de linia aritmeétic L. Per intuir la definici6 correcta de grau aritmétic es
poden comparar les versions additives de la formula del producte en els casos
geometric i aritmetic (equacions (5) i (9)). Si escollim una secci6 o € L llavors
el grau aritmetic ve donat per

deg(@) = > log[L/pL: (v/po)a] > log(llolly)
peSpec(v) v

=log[L:vo] - > log(llolly) .

Precisament, la férmula del producte d’Artin ens assegura que aquesta quanti-
tat és independent de I’eleccié de la secci6é o. Es a dir, la formula del producte
d’Artin juga un paper completament analeg al que jugava la formula dels resi-
dus en el cas geometric.

Considerem I’espai vectorial real Lg = L % R. Tenim la descomposici6o

Lg=EPLy.
v

El conjunt de normes h = {h,} indueix, doncs, una metrica euclidiana en
Lg. Denotarem aquesta metrica també per h. A més L és una ret en Lg. Sigui
V = Vol(Lg,1). Es pot demostrar que

deg(T) = —log(V) + %logIDEI,

on Dr és el discriminant del cos E.
Podem aplicar el teorema de Minkowski a aquesta situacio. Sigui B el con-
junt de punts de Lg de mida petita. Aixo és

B={selrllslly =1, Vv}.
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Clarament, aquest conjunt B satisfa les hipotesis del teorema de Minkowski. Si
cTe\g(f) augmenta, CoVol(L) disminueix. En particular, si (Te\g(f) és prou gran,
podem aconseguir que

CoVol < 274 Vol(B)

i pel teorema de Minkowski existeix una secci6 0 # o € L amb ||o||, < 1 per
tot v. En altres paraules, existeix un element 0 # o € H°(X,L). Per tant, el
teorema de Minkowski implica un resultat completament analeg al teorema de
Riemann-Roch.

6 TEOREMA (TEOREMA DE RIEMANN-ROCH ARITMETIC ASIMPTOTIC)

deg(I) >> 0 = HO(X,I) # {0}.

Génere 0 Génere 1

Génere 2

FIGURA 3: Corbes de génere zero, u i dos.

7 La conjectura de Mordell

El génere d’'una corba complexa llisa i projectiva (vegeu la figura 3) és un in-
variant per homeomorfisme que caracteritza completament el tipus topologic
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de la corba. El valor d’aquest invariant té moltes conseqiiencies. Per exemple,
des d’'un punt de vista analitic, el génere és igual a la dimensi6 de I’espai de
les formes diferencials holomorfes sobre la corba.

D’acord amb les seves propietats, en una primera classificacié de les cor-
bes, podem dividir-les en tres categories. Genere zero, génere u i génere major
o igual que u. Aquesta classificacié correspon al que coneixem com dimensio
de Kodaira. Génere zero es equivalent a dimensié de Kodaira negativa, genere
u a dimensié de Kodaira zero i génere major o igual que u a dimensio de
Kodaira u. Aquesta classificacié es manifesta en tots els aspectes de la corba.

Des d’'un punt de vista analitic, tota corba és el quocient d’una varietat com-
plexa simplement connexa per un grup discret d’automorfismes holomorfs.
Per génere zero aquesta varietat és 1'esfera de Riemann, per génere u és el pla
complex i per génere major que u és el semipla de Poincaré.

Des del punt de vista de la geometria diferencial, tota corba admet una
metrica riemanniana amb curvatura constant. Les corbes de génere zero tenen
curvatura positiva, les de génere u curvatura zero i les de génere major que u,
curvatura negativa.

Des del punt de vista de la geometria algebraica, en el cas de génere zero,
el fibrat canonic no té seccions, de manera que no existeix el morfisme ca-
nonic. En el cas de grau zero, la dimensi6 de la imatge del morfisme canonic
és zero, mentre que per a génere major o igual que u la imatge del morfisme
canonic té dimensié u. Aquesta distincié doéna lloc a la dimensié de Kodaira
que comentavem previament.

La classificacié mitjancant la dimensi6 de Kodaira es reflecteix també en el
comportament aritmeétic de les corbes. Suposem que tenim una corba definida
sobre Q, com per exemple el conjunt de punts del pla projectiu que son so-
Iucié d’un polinomi amb coeficients racionals. Els punts amb coordenades en
Q s’anomenen punts racionals. En qualsevol dels tres casos pot no existir cap
punt racional. Es per aquest motiu que ens limitarem a estudiar el cas en que,
almenys, hi ha un punt racional. En el cas de genere zero, I’existencia d'un
punt racional implica que hi ha tota una familia de punts parametrizats per
IP’%I. En el cas de génere u, el conjunt de punts racionals té estructura de grup
abelia. Un teorema demostrat per Mordell assegura que aquest grup abelia és
finit generat. Aixi, el nombre de punts pot ser finit o infinit, depenent del rang
del grup. Per ultim, la conjectura de Mordell [25], demostrada per Faltings [10],
cobreix el cas de génere major que u:

7 TEOREMA (CONJECTURA DE MORDELL) Sigui X una corba projectiva llisa de
génere major que u, definida sobre Q. El conjunt de punts racionals és finit.

Per veure clarament quin és ’analeg geometric de la conjectura de Mordell,
hem d’elaborar una mica més el concepte de punt racional. Per aix0, comenca-
rem observant que, eliminant els denominadors, podem construir un model X
definit sobre Z de la corba racional X. Aquest model no és tnic, pero I’eleccié
d’'un model o altre no afectara el resultat final. A més, podem suposar que X
és un esquema regular.
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De la mateixa manera que podem veure Spec(Z) com una corba, el model
X és una superficie fibrada sobre Spec(Z) (vegeu la figura 4):

m: X — Spec(Z).

fibra singular fibra llisa

Cz

seccio s

SpecZ PY *
P a

FIGURA 4: Superficie aritmeética.

Aixi com els punts p € Spec(Z) son els nombres primers, la fibra de X
sobre p, que denotarem X, és la reduccié modul p de X. Llevat d’'un nombre
finit de casos, aquesta reducci6é sera una corba llisa. Ens referirem a X com
una superficie aritmeética.

Donat un punt amb coordenades projectives racionals, després d’eliminar
denominadors, obtenim un punt amb coordenades enteres. Podem suposar
fins i tot que el maxim comu denominador de les coordenades és u. D’aquesta
forma, reduint modul p obtenim un punt en cada una de les fibres X,. Es a
dir, donar un punt racional és equivalent a donar una secci6 de la fibracio .

Ara queda clar a que podrem anomenar conjectura de Mordell geométrica:

8 TEOREMA (CONJECTURA DE MORDELL GEOMETRICA) Sigui 1t: X — C una su-
perficie fibrada sobre una corba C. Suposem que la fibra genérica és una corba
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llisa de genere major o igual que dos i que la fibracio no és isotrivial, és a dir
que les fibres no son isomorfes entre si. Aleshores el nombre de seccions de la
fibracio és finit.

La versi6é geometrica de la conjectura de Mordell va resultar ser més sen-
zilla que la conjectura aritmeética original. Va ser demostrada per Manin I’any
1963 utilitzant la connexi6 de Gauss-Manin. El 1966 Grauert va donar una
nova demostracié de la conjectura de Mordell. Un cop demostrada la versio
geometrica de la conjectura, semblava natural intentar adaptar la seva demos-
tracio al cas aritmetic. Pero en ambdues demostracions s’utilitza de manera
essencial I'existéncia d’un cos base, el cos dels nombres complexos, C, que té
derivacions no trivials. Aquest és un ingredient del qual no es disposa en el
cas aritmetic. De manera que, en principi, les dues demostracions no poden
adaptar-se a aquest cas.

Posteriorment, Parshin [28] va elaborar una nova estratégia per a la demos-
tracié de la conjectura de Mordell relacionant-la amb la conjectura de Shafare-
vich. La conjectura de Shafarevich assegura que, amb les hipotesis adequades,
nomeés existeix un nombre finit de classes d’isomorfisme de fibracions de cor-
bes no isotrivials. Parshin va demostrar, a més, la conjectura de Shafarevich
per families de corbes amb bona reducci6é en tots els punts, i va realitzar im-
portants avencos en el cas general. Arakelov [5] va estendre els treballs de
Parshin demostrant la conjectura de Shafarevich i donant una nova demostra-
cio de la conjectura de Mordell geometrica.

En aquest punt, 'argument de la demostracié de la conjectura de Mordell
geometrica encara utilitza I'existéncia de derivacions en el cos base i, per tant,
no es pot adaptar al cas aritmetic. Tot i aix0, una bona part de la demostracio
es basa en la teoria d’interseccié sobre superficies. Aixi, si aquesta estrate-
gia havia de donar una demostracio de la conjectura de Mordell aritmetica,
un primer pas seria desenvolupar una teoria d’interseccié sobre superficies
aritmetiques. Aquesta teoria hauria de ser capac de proporcionar invariants
numerics analegs al grau i per tant una superficie aritmetica hauria de tenir
propietats analogues a les d’una varietat completa. Aquesta teoria d’intersec-
cio en superficies aritmeétiques va ser introduida per Arakelov [4], i és el punt
de partida de la Teoria d’Arakelov.

Posteriorment, L. Szpiro va estendre els resultats de Parshin i Arakelov al
cas de caracteristica positiva. A més, amb el seu treball, va quedar clar quins
eren els problemes que s’havien de resoldre per tal que aquesta estrategia
conduis a una demostracié de la conjectura de Mordell [30], [31]. Aquests
problemes van ser finalment resolts per Faltings [10], que va publicar una
demostracio de la conjectura de Mordell 'any 1983.

8 Rudiments de la Teoria d’Arakelov

En aquesta secci6 donarem unes breus nocions de la Teoria d’Arakelov. Per
simplificar, ens centrarem Unicament en el cas de les superficies aritmetiques



Una introduccio a la teoria d’Arakelov 79

sobre Spec(Z). Convé notar, per una part, que la teoria ha estat estesa a qual-
sevol dimensi6 per Gillet i Soulé i, per I'altra, que es poden considerar varietats
aritmetiques sobre bases més generals, com 'anell d’enters d'un cos de nom-
bres.

Un altre detall a tenir en compte és que, en la teoria original, Arakelov im-
posa certa condici6 d’harmonicitat. Pero en no ser el producte exterior de dues
formes diferencials harmoniques necessariament harmonic, aquesta condicio
es va descartar a I’hora d’elaborar la generalitzaci6 a dimensi6 superior. Es per
aquest motiu que en aquesta seccio no en farem cap referéncia.

C 7 C(C

SpecZ Spec C

FIGURA 5: Superficie aritmética compactificada.

Sigui X — Spec(Z) un esquema regular, pla i projectiu sobre Spec(Z), de
dimensio relativa u. Es a dir, X és una superficie aritmética. Com que Spec(Z)
no és una varietat projectiva, X no es comporta globalment com una varie-
tat projectiva. Per exemple, no podem construir un producte d’interseccié no
trivial que sigui invariant per equivaléncia racional. El nostre primer objectiu
sera compactificar X.
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Per a compactificar Spec(Z) afegiem un punt, que corresponia a la im-
mersio Z — R. En consequiéncia, per a compactificar X, haurem d’afegir
la fibra en aquest punt. Aquesta fibra sera la varietat real Xg = X % R. Ara bé,

la varietat real X esta determinada pel parell (X¢, F), on X¢ és la varietat com-
plexa X¢ = Xg ® C i F és la involuci6 antilineal definida per conjugacio
complexa. Per simplificar la discussio, treballarem tinicament amb la varietat
Xc. Pero, per ser precisos, a tots els objectes que definim sobre X¢ se’ls hauria
d’imposar una condicié de compatibilitat amb la conjugacié complexa F.

La varietat aritmética compactificada X té I’aspecte de la figura 5. Tot ob-
jecte aritmetic ha d’estar necessariament format per dos components. Una
part definida sobre la varietat entera X, i una altra part sobre la varietat com-
plexa Xc. Observem que totes dues varietats sén de naturalesa molt diferent;
no tenen, per exemple, la mateixa dimensio. Els dos components d’un objecte
aritmeétic seran, en conseqiiéncia, també molt diferents.

Una part important de la geometria algebraica que es vol imitar en la teoria
d’Arakelov és la relaci6 entre fibrats vectorials i cicles algebraics. Aquesta re-
lacio es realitza mitjancant 1'as de classes caracteristiques. El seu aspecte més
senzill és la relaci6 entre divisors de Cartier (fibrats de linia o fibrats vectorials
de rang u) i divisors de Weil (cicles algebraics de codimensi6 u), que ja vam
discutir en el cas d'una varietat aritmetica de dimensié u. Generalitzarem ara
aquesta discussio6 al cas de les superficies aritmetiques.

Com en el cas de dimensio u, un fibrat de linia aritmeétic és un parell (£, h)
on £ és un fibrat de linia sobre X i h és una metrica hermitica sobre el fi-
brat de linia L¢. (Més precisament, a la meétrica h se | li ha d'imposar el fet de
ser F-invariant). El grup de Picard aritmetic de X, Pic(X), és el grup de clas-
ses d’isometria de fibrats de linia sobre X. Es a dir, dos fibrats hermitics son
equivalents si existeix un isomorfisme entre ells que conservi les metriques.

Vegem ara queé és un divisor de Weil aritmeétic. El component sobre X és
un divisor de Weil algebraic en el sentit usual, és a dir, una combinaci6 lineal
formal de subvarietats de codimensié u. El punt clau és escollir com és el
component sobre Xc. Es logic imposar que els components sobre X i sobre X¢
estiguin relacionats. Un divisor de Weil D sobre X determina al seu torn un
divisor D¢ sobre Xc. Aquest divisor és una combinaci6 lineal de punts:

Dc = > nyp.

Pero el component sobre Xc ha de ser un objecte de codimensié u en X.
Donat que Xc ja té codimensié u en X, resulta que aquest objecte ha de
tenir codimensi6 zero en Xc. Donat que el divisor D¢ té codimensié u en
Xc, el component sobre X¢c no pot ser simplement el divisor D¢, sindé un
objecte relacionat amb ell, pero que es comporti com si tingués codimen-
si6 zero en Xc. Un exemple d’objectes de codimensié zero son les funcions.
D’aix0 en resulta que un possible candidat al component sobre X¢ del divisor
D sigui una funci6é que determini el divisor D¢. Aquestes consideracions (i al-
gunes altres, com el teorema 9) ens porten a definir un divisor aritmetic com
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un parell D= (D, gp), on D és un divisor de Weil sobre X i gp una funcio6 de
Green per D¢, que definirem tot seguit.

Si C és una corba complexa llisai D = > n,p és un divisor, llavors una
funci6 de Green per D és una funci6 diferenciable sobre C — D, tal que en un
entorn coordenat al voltant del punt p € C pot escriure’s com

gp(t) = f(t) —nplog(lt|?), (14)

amb f una funci6 diferenciable.

Vegem un exemple de funci6é de Green. Sigui f una funcié racional i sigui
D = div(f) el seu divisor associat. Llavors —log(|| f]|?) és una funci6é de Green
per D.

Observem que, a partir del divisor aritmetic D= (D, gp), podem construir
una 2-forma diferencial

A 1 —
w(D) = %aagp .

A partir de I'’equacio (14), es pot veure que w (D) s’estén a una 2-forma dife-
rencial llisa sobre tota la corba Xc. Aquesta forma diferencial representa la
mateixa classe de cohomologia que el divisor Dc.

Donat que la suma de dues funcions de Green per dos divisors és una
funcio de Green per la suma de divisors, es té que el conjunt dels divisors
aritmetics Div(X) té estructura de grup.

Designarem per Rat(X) el subgrup de Div(X) generat pels divisors de
la forma div(f) = (div(f),—log(l.fl?), on f és una funci6 racional en X.
Aquests divisors es denominen divisors racionalment equivalents a zero. El
grup de classes de divisors és el quocient

CH' (X) = Div(X) /Rat(X).

Sigui ara (£, h) un fibrat de linia hermitic, i sigui s una seccié de L. Ales-
hores

div(s) = (div(s), —log(h(s)))

é;s\ un divisor aritmetic. A més, si s’ és una altra seccio, el divisor div(s’) —
div(s) és racionalment equivalent a zero. Per tant, obtenim una aplicaci6

div: Pic(X) — CH (X).

El resultat segiient demostra que I'elecci6 de la funcié de Green com al
component sobre X¢ és adequada:

9 TEOREMA L’aplicacio div és un isomorfisme de grups.

El problema segiient és construir un producte d’intersecci6 entre divisors
aritmetics ('analeg a comptar punts d’'interseccié entre corbes planes).
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Siguin D = (D,gp) iE = (E,gg) dos divisors aritmetics. Suposarem que
D i E no tenen components comuns. Volem definir un producte d’intersecci6
(D, E). Aquest producte d’intersecci6 el podrem descompondre com

(D,E) = (D,E)fin + (D, E) .

El component finit (D, E)gin €s construeix a partir de les multiplicitats d’inter-
seccio, i la seva definici6 és purament algebrogeometrica.
El component a l'infinit es calcula a partir de les funcions de Green:

A A 1 —
(D,B) = g (Ew) + 5 Lw 9£03dD

on, si Ex = Y. nyp, llavors gp(Ex) = 2. npgp(p). Observem que, en no tenir
els divisors D i E components comuns, els dos termes de la dreta de la igualtat
anterior estan ben definits. Observem també que aquesta formula no és arbi-
traria, sind que ve imposada per les propietats que volem obtenir del producte
d’intersecci6. En particular, la propietat de simetria i el fet que, si D = div f
o E =div f, llavors (D,E) = 0. Aquesta ultima propietat és conseqiiéncia de
la formula del producte. A partir d’aqui es pot demostrar el resultat basic
de la teoria d’Arakelov:

10 TEOREMA Sigui X una superficie aritmética «compactificada», projectiva so-
bre Spec(Z). El producte d’interseccio de cicles indueix un producte bilineal si-
meétric no trivial

CH (X) ® CH (X) — R.

En aquest punt disposem d'un llenguatge i unes eines per a les superficies
aritmetiques completament analegs al llenguatge i eines usuals en les super-
ficies algebraiques. Les preguntes que, de manera natural, ens plantegem ara
son les segiients: fins a quin punt es pot desenvolupar aquesta analogia? Es
una analogia purament formal, o, com en el cas de les corbes, podem traduir
els teoremes classics de la geometria algebraica de superficies al cas aritmetic?
La resposta és que I’analogia pot arribar a fer-se extremadament precisa, i que
la gran majoria dels teoremes geometrics tenen un analeg aritmetic. Han estat
demostrats, per exemple, I'analeg del teorema de I'index de Hodge per Néron,
Faltings [11] i Hriljac [18], la férmula d’adjuncio, per Arakelov, i el teorema de
Riemann-Roch, per Faltings [11].

9 Alguns progressos recents en teoria d’Arakelov

Acabarem aquesta nota fent un breu comentari sobre el desenvolupament de
la teoria d’Arakelov en aquests darrers anys. Aquest comentari no és exhaus-
tiu, i només pretén donar una visié de conjunt d’algunes de les linies actuals
d’investigacio.
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Una primera linia de treball és la fonamentacio i el desenvolupament dels
conceptes basics de la teoria. En aquest apartat podem destacar la introduccio,
per H. Gillet i C. Soulé, dels anells de Chow aritmeétics per varietats de dimen-
si6 superior, de la teoria K aritmeética i de les classes de Chern aritmetiques
que relacionen tots dos conceptes, [14], [15]. També podem mencionar I'ex-
tensio a les varietats quasiprojectives per I'autor [9], la generalitzacio a fibrats
vectorials amb diferents tipus de metriques degenerades per A. Moriwaki [26],
V. Maillot [24] i U. Kiithn [20] i 'estudi de les varietats singulars per W. Aitken
[3].

Una altra linia de treball important és la demostraci6é dels analegs aritme-
tics dels principals teoremes de la geometria algebraica. Un lloc central en
aquest apartat 'ocupa el teorema de Riemann-Roch aritmeétic per Gillet i Soulé
[16] i Faltings [12]. Aquest resultat depén, en gran mesura, dels treballs de
J. M. Bismut sobre torsi6 analitica. Altres resultats importants son el teorema
de Bézout aritmeétic per Bost, Gillet i Soulé [7], la formula de Hilbert Samuel,
obtinguda per Gillet i Soulé a partir del teorema de Riemann-Roch aritmetic i
posteriorment per Abbes i Bouche [1], un teorema d’Adams-Riemann-Roch per
Roessler [29], el teorema del punt fix de Lefschetz (Kohler i Roessler[19]) (una
versio equivariant del teorema de Riemann-Roch), I'analeg d’un altre teorema
de Lefschetz sobre la relaci6 entre el grup fonamental d'una varietat i el d'un
divisor (Bost [6]), els analegs aritmeétics de les conjectures estandards per vari-
etats abelianes (Kiinnemann [21]) i varietats que admeten una descomposicié
ceHular (Kiinnemann i Maillot [22]) i un analeg del criteri de Cayley-Bacharach
(Gasbarri [13]).

Una tercera linia de treball son els calculs explicits en teoria d’Arakelov.
Un problema important és trobar cotes per a 'autointerseccio del fibrat ca-
nonic d'una superficie aritmetica. L'interes d’aquest problema esta en el fet
que I'obtencié d'una cota general permetria demostrar una versio efectiva de
la conjectura de Mordell. S"han trobat cotes per les superficies aritmétiques
obtingudes a partir de corbes de génere dos per Bost, Mestre i Moret-Bailly [8]
i per corbes modulars (Abbes, Ullmo [2]). També podem esmentar en aquest
apartat la nova relaci6 entre els diferents invariants analitics d'una superfi-
cie de Riemann obtinguda per J. Guardia [17]. En un altre camp diferent, s’han
obtingut férmules explicites pels nimeros d’intersecci6 aritmetics en Grasma-
nianes (Maillot [23], Tamvakis [33]) i varietats de banderes (Tamvakis [32]).

Finalment, cal destacar els progressos en teoria d’altures i I’aproximaci6
diofantica realitzats per nombrosos autors com ara Batirev, Bombieri, Michell,
Morivaki, Szpiro, Tschinkel, Ullmo, Zhang i d’altres.
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