BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 15, nam. 1, 2000. Pag. 55-70

Demostracio automatica*

JUAN CARLOS MARTINEZ

1 Introduccio

En la demostraci6 automatica es planteja el problema de trobar, en un cert llen-
guatge formal, métodes mecanics de demostracié de teoremes que puguin dur-se a
la practica. El llenguatge formal que es faci servir ha de complir dos requisits basics:

(a) Ha de tenir una capacitat expressiva prou amplia per poder representar pro-
blemes formals.

(b) Ha de tenir la propietat que, a través d’ell, sigui possible desenvolupar meca-
nismes d’inferéncia automatica que puguin ser implementats en un ordinador.

En els anys seixanta, s’observa la utilitat dels llenguatges de predicats per al
disseny de meétodes eficients de demostracié automatica. Robinson, ’any 1965, in-
trodui, a través d’aquests llenguatges, 'anomenat meétode de resolucio, que és un
refinament del métode que havia desenvolupat Herbrand I’any 1930. La resolucio,
tanmateix, va resultar més eficient que els metodes de demostracié automatica que
s’havien desenvolupat fins aquell moment. Actualment, és un metode basic per de-
mostrar teoremes, que s’utilitza en problemes d’InteHigeéncia Artificial.

En el camp de la Informatica, hi ha un bon nombre d’exemples de problemes
computacionals, que poden ser tractats mitjancant el metode de Resoluci6. Per
exemple, els problemes d’analisi i sintesi de programes dins la programacié con-
vencional. En el cas de I’analisi de programes, podem descriure I’execucié d'un pro-
grama per mitja d'una formula « d’un llenguatge de predicats, i també es pot des-
criure la condici6 que el programa acabi amb una altra formula S. Aleshores es
tracta de demostrar que la formula S es dedueix de la formula «, per poder verifi-
car que el programa acabara la seva execucio. I, en el cas de la sintesi de programes,
donat un conjunt de férmules de predicats que descriuen un problema, es pot uti-
litzar la resoluci6 per determinar si existeixen solucions al problema i, en cas que

* El contingut d’aquest treball correspon a la conferéncia inaugural del curs 98-99 de la Facultat de
Matematiques de la Universitat de Barcelona.
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existeixin, per poder dissenyar un diagrama de flux, per mitja del qual es puguin
trobar aquestes solucions.

Un altre exemple és 'anomenat problema de l'isomorfisme de grafs, que con-
sisteix a saber si dos grafs (dirigits) son isomorfs o, més en general, si un graf és
isomorf a un subgraf d'un altre graf. Aquest problema té interés en la practica, a
causa del fet que una formula quimica que representa un compost organic es pot re-
presentar mitjancant un graf. Per consegiient, el problema de saber si dues formules
quimiques corresponen al mateix compost organic és un problema d’isomorfisme
de grafs. En aquest cas, podem representar els grafs en qiiestié per mitja de for-
mules d'un llenguatge de predicats i, aleshores, el problema es redueix a demostrar
que la formula que descriu un dels grafs es dedueix de la férmula que descriu I'altre
graf.

D’altra banda, una de les aplicacions de la demostracié automatica més relle-
vants, actualment, s’ha produit en la programacioé declarativa, atés que, a través
d'un refinament del meétode de resolucié, s’ha aconseguit desenvolupar un llen-
guatge de programacio, el PROLOG , amb un nivell de programaci6é superior al dels
llenguatges convencionals, que disposa d’'un mecanisme d’execucié de raonament
automatic.

L’objectiu d’aquest treball és presentar el meétode de resolucié i mostrar com
s'utilitza en el mecanisme d’execucioé del PROLOG. Mostrarem aleshores, a la secci6 1
i 2, les nocions de logica que calen per poder introduir el tema de la resoluci6. A
la secci6 3, mostrarem el metode general de resolucio. A la seccio 4, estudiarem el
model computacional del llenguatge PROLOG. I a la secci6 5, veurem, com a aplicacio,
un programa escrit en PROLOG que serveix per colorejar un mapa amb quatre colors,
de manera que no hi hagi mai dos paisos veins als quals se’ls assigni el mateix color.

2 Preliminars

En aquesta seccid, estudiarem alguns dels conceptes fonamentals sobre llenguatges
de predicats.

1 DEFINICIO Anomenarem alfabet dels simbols logics el conjunt format pels tipus
de simbols segrients:

(a) Una quantitat infinita i numerable de variables v.,...,Vy,....
(b) Els connectius logics =, vV, A, = [ <.

(c) Els quantificadors 3 i V.

(d) Els simbols auxiliars (,)1i,.

2 DEFINICIO Un vocabulari és un conjunt format pels segiients tipus de simbols:

(a) Simbols de constant.
(b) Simbols de funcio, cada un amb una certa arietat associada.
(c) Simbols de predicat, cada un amb una certa arietat associada.

Denotarem els simbols de predicat per P,Q,R,...; els simbols de funci6é per
f,9,h,...;els simbols de constant per a, b, c, d,...;iles variables per u, v, x, y, z,...
En el cas de simbols de funcié o de predicat, denotarem per un superindex la seva
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arietat. Es a dir, escriurem f" (R"), si f (R) és un simbol de funci6 (de predicat) de
n arguments.
Els dos conceptes basics segiients s’utilitzaran durant tot el treball.

3 DEFINICIO Sigui T un vocabulari. Definim el conjunt dels termes T (T) per les regles
segtients:

(1) x € T(T) per a tota variable x.
(2) ¢ € T(T) per a tot simbol de constant c € T.
3) Sifretity,...,ty, € T(T), aleshores f(t1,...,t,) € T(T).

4 DEFINICIO Sigui T un vocabulari. Anomenarem atom una tira de simbols R (t1, .. .,
tw),onR*eTity,...,tn € T(T).

Aleshores ja podem descriure un graf dirigit per una conjuncié d’atoms, repre-
sentant els elements del graf per mitja de constants i considerant un simbol de
predicat P de dos arguments. Per exemple, el graf

a b

<
<

c < d
el podem representar per mitja de I’expressio:
P(a,c) AP(b,a) AP(b,d) AP(d,c) AP(d,a) AP(c,b).

En general, necessitem no obstant formules més complexes per representar pro-
blemes formals. En el meétode de resolucié, les formules que s’utilitzen soén les sen-
tencies d’un llenguatge de predicats. Introduim aquest concepte informalment. Per
a una definicié formal, remetem el lector a [3].

5 DEFINICIO Una senténcia és una tira de simbols que agrupa un conjunt finit i no
buit d’atoms, mitjancant els connectors logics de —, v, A, — 1 <, de manera que qual-
sevol intervencio de qualsevol variable estigui afectada per algun dels quantificadors.

Si ¢ és una senténcia que agrupa datoms respecte d’un vocabulari T, direm que ¢
és una T-sentencia.

Considerem, per exemple, el vocabulari T = {s!, f1, P!, R? }. Aleshores, la tira de
simbols
Vx(P(x) — 3y (P(y¥) AR(s(x),¥) AR(y,s(f(x)))))

és una T-sentencia.
Per poder interpretar i avaluar les senténcies d’un llenguatge de predicats, intro-
duim el concepte segiient:
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6 DEFINICIO Sigui T un vocabulari. Una T-estructura és un parell (D,I) on D és un
conjunt no buit, que anomenarem domini de l'estructura, i I és una aplicacio de
domini T que satisfa les condicions segtients:

(1) Sice 1,I(c) € D.
(2) Si f* e 1,1(f) és una funcio de n arguments sobre D.
(3) SiR™ € T, I(R) és una relacio de n arguments sobre D.

Aleshores, per avaluar el valor de veritat d'una senténcia en una estructura, subs-
tituim els simbols de constant, de funci6 i de predicat per les interpretacions cor-
responents i agafem com a domini dels quantificadors el domini de I’estructura.

Denotem per V el valor vertader i per F el valor fals. Si H és una T-estructura i
¢ és una T-sentencia, denotem per H(¢) el resultat d’avaluar ¢ en H. Per exemple,
considerem la senteéncia

¢ =Vx(P(x)—3Iy(P(y) AR(s(x),¥) AR(y,s(f(x)))))

ilestructura H = (N,I) on I(P) = {m € N: m és primer }, I(R) = { (m,n) € N?:
m < n}, I(s) és la funcié successor sobre els nombres naturals i I(f) és la funcio
factorial. Aleshores, la interpretacio de ¢ en H és la condicié que expressa que «per
a tot primer p existeix un primer g tal que p < g < p! + 2». Com és sabut que
aquesta condicio és certa, tenim que H(¢) = V.

7 DEFINICIO Sigui T un vocabulari. Siguin ¢+, ..., ¢y, ¢ T-senténcies. Diem que ¢ és
una conseqiéncia logica de ¢, ..., ¢y Si, per a tota T-estructura H tal que H(¢p,) =
V,...,H(¢y) =V, tenimque H(¢p) = V.

Escriurem {¢q,..., ¢} = ¢ per expressar que ¢ és conseqiiencia logica de

b1, Pu.

8 DEFINICIO Una T-senténcia ¢ és insatisfactible si per a tota T-estructura H,
H(¢) =F.

Observeu que, si ¢1,..., Py, P son sentencies, les dues condicions segiients son
equivalents:

(1) {¢1’---,¢n} ':(b'

(2) p1 A... AP A és insatisfactible.

Aleshores, el que es vol aconseguir en la resolucio és determinar si una senténcia
és conseqiiéncia d'un conjunt finit de sentencies. I per demostrar-ho es procedeix
per refutacio, és a dir, s'intenta demostrar que és insatisfactible la conjuncio6 de les
hipoétesis del teorema amb la negaci6 de la tesi.

Considerem ara el graf G; que hem donat anteriorment:
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a b

A

C < a

que representem, considerant els elements com a constants, per mitja de la senten-
cia
¢1 =P(a,c) AP(b,a) AP(b,d) AP(d,c) AP(d,a) AP(c,b).

Aleshores, si volem demostrar que aquest graf és isomorf al graf G, seglient:
y

X > y4

denotem els elements de G, per mitja de variables, i descrivim G, mitjancant la
senteéncia

¢o = AxIyIzAu(P(x,v) AP(y,u) AP(u,x) AP(u,z) AP(z,y) AP(x,z)).

Aleshores, la senténcia (¢p; — ¢2) expressa que G; i G» sén isomorfs. Veurem
a la secci6 3 com és possible provar aquest fet per resoluci6, demostrant que la
senténcia ¢p; A = ¢ és insatisfactible.

3 Formas de Skolem

En el métode de resolucio, s'utilitza una caracterizacié de Skolem, que simplifica
notablement el problema de determinar si una senteéncia és insatisfactible. Per in-
troduir aquesta caracterizacio, necessitem algunes nocions previes.

9 DEFINICIO (a) Anomenarem literal un dtom o la negacio d’un atom.
(b) Una clausula és una disjuncio (possiblement buida) de literals.
(c) Sip = ¢p1 V...V ¢y és una clausula, definim el conjunt de membres de ¢ per

Mb(¢))2 {¢)1’---7¢)1’l}-

10 DEFINICIO Una senténcia ¢ esta en forma prenexa, si ¢ és de la forma Q1x1 ...
Qnxny,onQq,...,Qy € {3,V } i Y és una conjuncio de clausules. Direm aleshores
que Q1x1...Qunxy és el prefix de ¢.
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El resultat segiient expressa que qualsevol sentencia té una forma prenexa.

11 TEOREMA Per a tota T-senténcia ¢ existeix una T-sentencia ¢’ en forma prenexa,
tal que, per a tota T-estructura H, H(¢p —~ ¢p') = V.

Per demostrar el teorema 11, podem seguir I’algorisme segiient:

(1) Aplicant les equivaléncies logiques corresponents, s’eliminen els simbols d’im-
plicacio6 i d’equivaléncia en la férmula ¢.

(2) Aplicant novament equivaléncies logiques, es porten els simbols de negaci6 da-
vant dels atoms.

(3) Canviant el nom de les variables que calgui, es porten els quantificadors a I'es-
querra de la formula.

(4) Novament, mitjancant equivaléncies logiques, es transforma la féormula sense
quantificadors que queda en una conjuncié de clausules.

El lector pot consultar [3] per a una prova detallada del teorema 11.

12 DEFINICIO Una senténcia ¢ esta en forma de Skolem, si ¢ és de la forma Vx; ...
Y xn, on Y és una conjuncio de clausules.

13 TEOREMA Per a tota T-senténcia ¢ existeix una t’-senténcia ¢’ en forma de Sko-
lem amb T’ 2 T tal que:

¢ insatisfactible < ¢’ insatisfactible.

A continuacio, posem de manifest un algorisme que permet construir per a qual-
sevol senténcia ¢ una sentencia ¢’ que satisfa la condicié del teorema 13. Pel te-
orema 11, podem suposar que las senténcies amb que treballem estan en forma
prenexa. Aleshores, a cada sentencia ¢ en forma prenexa, li assignem una sentén-
cia en forma de Skolem ¢** per induccié sobre k(¢) = nombre d’intervencions
del quantificador existencial en el prefix de ¢. Si k(¢) = 0, posem ¢k = ¢p. Supo-
sem que k(¢) > 0. Tenim que ¢ és de la forma Vxi...Vx,3yQi1z1...Qmzm@P
amb ¢ sense quantificadors. Ara definim un terme t de la manera seglient. Si
n = 0, definim t = ¢, on ¢ és un simbol de constant nou. I, si n > 0, definim
t = f(x1,...,xn) on f és un simbol de funci6 de n arguments nou. Sigui ¢’ I'ex-
pressio que resulta de substituir en ¢ tota intervencio de la variable y pel terme t.
Sigui x = Vx1...Yx,Q121 ... Qmzmy’. Aleshores, per induccio, definim ¢** = x5k,

Ara, és possible comprovar que ¢ és insatisfactible si i només si ¢ és insatis-
factible.

14 DEFINICIO A la senténcia ¢ se la denomina forma de Skolem de ¢.
Per exemple, una forma de Skolem de la senténcia
Vx3y3z((-P(x,y) AQ(x,z) AS(¥)) VR(x,V,2))
és la senténcia

Vx((=P(x, f(x)) VR(x,f(x),g(x))) A (Q(x,9(x)) VR(x, f(x),g(x)))A
(S(f(x)) VR(x, f(x),9(x)))).
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4 Resolucio

Denotem per O la clausula buida. En el métode de resolucio, es tracta d'inferir O a
partir d'un conjunt finit de clausules, la insatisfactibilitat del qual es vol demostrar.
El concepte clau en el metode de resolucio és el de resolvent de dues clausules. Pre-
viament, introduim aquest concepte en el context de les clausules sense variables,
per fer-ho més entenedor.

15 DEFINICIO Per a tot literal @ definim

|\ oy, siy ésun atom.
~W = @, siy = ~¢ per a algun dtom ¢.

16 DEFINICIO Siguin ¢ 1, ¢2, ¢ clausules sense variables. Direm que ¢ és un resol-
vent basic de ¢ 1, ¢po, si existeix un literal @ tal que ¢ € Mb(¢,), ~ ¢ € Mb(p2) i

Mb(p) = (Mb(p1) \ {w}) U (Mb(P2) \ {~y1}).

Per exemple, un resolvent de les clausules P(a) v Q(b) i -P(a) v =R (b,c) és la
clausula Q(b) v -R(b,c).

Ara, en considerar clausules en el context general, el primer que necessitem, per
definir la noci6 de resolvent, és establir un criteri que ens permeti aparellar atoms.
Per exemple, podem aparellar una variable x amb una constant a i aixi obtenim,
com a resolvent de P(x) v Q(b) i =P(a) v =R(b,c), la clausula Q(b) v =R(b,c).
Tanmateix, no és possible computar cap resolvent de les clausules P(x) v Q(b) i
-P(f(x)) v ~R(b,c), perque la variable x intervé en el terme f(x).

Aleshores, el criteri que busquem ve donat per I'anomenat algorisme d’unificacio.
En primer lloc, hem de definir que s’entén per conjunt unificable.

17 DEFINICIO (a) Una substitucio és un conjunt finit de parelles {t1/x1, ...,tn/Xn },
onty,..., ty, sontermesixi,...,x, son variables diferents dos a dos.

(b) Una substitucio {t1/x1,...,tn/xn } ésbasica, sity,...,t, son variables.

(c) Si¢ ésun atom (o, en general, una combinacio booleana d’atoms)iA = {t,/x1,...,
tn/xn} és una substitucio, denotem per ¢A la tira de simbols que resulta de re-
emplacar en ¢ tota intervencio de x; per t; (i = 1,...,n). Aleshores direm que
¢A és una realitzacio de ¢.

(d) SiW ésun conjunt de literals i A és una substitucio, escrivim WA = {wA: w € W }.
Aleshores es diu que A és un unificador de W, si [WA| = 1. Es diu que W és
unificable, si té algun unificador.

18 DEFINICIO Descrivim informalment I'algorisme d’unificacié. Rep com a entrada
un conjunt W d’atoms, finit i amb almenys dos elements, i determina si W és unifi-
cable. A més, si W és unificable, I'algorisme dona com a sortida un unificador de W.
Per aixo, en cada pas de comput, I'algorisme tracta d’aparellar una variable x d’un
dels atoms amb un terme t d’un altre atom de manera que x,t estiguin alineats en
els atoms escollits i x no intervingui en t. Si es pot trobar aquesta variable x i aquest
terme t, se substitueix en cada datom tota intervencio de x pert.
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Per exemple, considerem el conjunt

{P(c,x,f(g(»),P(z,f(2), f(u))}.

Tenim que, en aquest conjunt, ¢ esta alineat amb z, x esta alineat amb f(z) i g(y)
esta alineat amb u. Llavors, podem aparellar ¢ amb z, obtenint el conjunt d’atoms

{P(c,x, f(g(¥)),P(c, f(c), f(u))}.

En aquest nou conjunt, x esta alineat amb f(c) i g(y) esta alineat amb u. Aleshores,
aparellem x amb f(c), aixi obtenim el conjunt

{P(c,f(c), f(g()),P(c, f(c), f(u))}.

Ara, aparellant g(y) amb u, arribem al conjunt unitari

{P(c, fc), flgy))}

Per tant, s’obté com a sortida l'unificador {c/z, f(c)/x,g(y)/u}.

Per a una descripcio rigurosa de 'algorisme d’unificacio, remetem el lector a [2].

19 DEFINICIO Siguin ¢+, ¢, ¢ clausules. Diem que ¢ és un resolvent de ¢p1, P2, Si
es compleixen les tres condicions segiients:

(1) Existeixen substitucions basiques &, n, tals que ¢p1& i ¢p2n son clausules sense va-
riables en comui.

(2) Existeixen L < Mb(¢1),M = Mb(¢p>), amb LM + O, tals que el conjunt N
d’atoms que intervenen en LE U Mn és unificable.

(3) Per a algun unificador o de N obtingut mitjancant I'algorisme d’unificacio, es
compleix:
(a) LEo = {x}, Mno = {~ x} per a algun literal x.
(b) Mb(¢p) = (Mb(¢p1) \ L)Eo U ( Mb(¢2) \ M)no.

Per exemple, considerem les clausules ¢p; = P(x) v Q(f(x)) v Q(z) i ¢ =
R(x,y) Vv 7Q(x). Prenem & = {u/x}, n = &. D’aquesta manera, donem un nom
nou a la variable x de ¢, per tal que no se sobreposi amb la variable x de ¢»,. Ara,

prenem L = { Q(f(x)),Q(z) }iM = { -Q(x) }. Tenim N = { Q(f(u)),Q(2),Q(x) },
que és unificable per { f(u)/z, f(u)/x }. Per tant, P(u) VR(f(u),y) és un resolvent

de 1, Ppo.

20 DEFINICIO Sigui ® un conjunt de clausules.

(a) Definim R(®) com el conjunt
{¢p: existeixen ¢p1, P> € ® tals que ¢ és un resolvent de ¢p1, P2 }.
(b) Definim R°(®) = &, R"**1(d) = R(R™(P)).

El resultat segiient és el teorema central de resolucio6 .
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21 TEOREMA Siguin X1,...,Xn, X Senténcies. Sigui

Vxl...‘v’xm(qbl/\.../\cbk)

una forma de Skolem de X1 A ... A Xn A —X. Sigui ® = { ¢p1,..., ¢y }. Aleshores, son
equivalents:

(D X1, Xn} EX-
(2) O € R"(®) per a algunn = 0.

El teorema 21 doéna lloc a un procediment automatic de demostracié per saber si
una senténcia és conseqiiéncia d’'un conjunt finit de senténcies, en cas que ho sigui.
El procediment consisteix a anar computant els conjunts R"(®), i comprovar si en
algun pas s’obté la clausula buida. Observeu que si el teorema fos fals, és a dir, si
no es cumplis la condici6 (1), el procediment de demostraci6 no tindria final. D’altra
banda, com a conseqiiéncia del teorema d’indecidibilitat de Church, sabem que no
és possible desenvolupar un metode de demostracié automatica que s’aturi sempre
i determini si el teorema en qiiestio és vertader o fals.

El lector interessat podra trobar una demostraci6 del teorema 21 a [2].

Quan el métode de resolucié es duu a la practica, se sol incorporar-hi diverses
restriccions a fi de fer-lo eficient. En el cas del problema de I'isomorfisme de grafs,
quan computem un resolvent de dues clausules, s’ha de complir que una d’elles
sigui un atom i s’ha d’elegir en I'altra clausula el primer literal, és a dir, el que estigui
més a l’esquerra. Considerem els dos grafs que hem posat de manifest anteriorment:

G1:

A

Gz:

X

Y

z

Considerem les senténcies:
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¢1 =P(a,c) AP(b,a) AP(b,d) AP(d,c) AP(d,a) AP(c,b),
¢ = AxIyIzIu(P(x,¥) A P(y,u) A P(u,x) A P(u,z) AP(z,y) AP(x,z2)).

Llavors, per provar que G; i G2 son isomorfs, hem de demostrar que ¢, és conse-
qiiéncia logica de ¢;. I per aixo, demostrem per resolucié que ¢; A —~¢» és insatis-
factible. Obtenim aleshores les premisses segiients:

1. P(a,c).
2. P(b,a).
3. P(b,d).
4. P(d,c).
5. P(d,a).
6. P(c,Db).

7. -P(x,y)v -P(y,u)Vv -P(u,x)v -P(u,z)v-P(z,y)Vv -P(x,z).

Ara, resolem 4 amb 7 (elegint el primer literal de 7), i aixi obtenim la substitucio
{d/x,c/y},1iobtenim com a resolvent:

8. —-P(c,u)v -P(u,d)v -P(u,z)v-P(z,c) v -Pd,z).

A continuacio, resolem 8 amb 6, i aixi traiem I’aparellament b/u, i obtenim com a
resolvent:

9. —-P(b,d)v —-P(b,z) v -P(z,c)Vv -P(d,Zz).

Ara, resolem 9 amb 3, i obtenim:

10. —-P(b,z) v -P(z,c) v -P(d,z).

Aleshores, elegim 2 i 10, obtenint I'aparellament a/z i el resolvent:
11. —-P(a,c) Vv —P(d,a).

A continuacio, resolem 1 amb 11, derivant:

12. -P(d,a).

I ara, resolent 5 amb 12, arribem a 0.

També, és interessant observar com la substitucio {d/x,c/y,b/u,a/z} que
hem obtingut en aplicar I'algorisme d’unificacio, és un isomorfisme entre els dos
grafs. El refinament del métode de resolucio, que es fa servir en el problema de
I'isomorfisme de grafs, és I'anomenat meétode de la V-resolucio. En general, quan
aquest metode s’utilitza en el cas del problema de I'isomorfisme de grafs, I’ordina-
dor no tan sols ens indicaria que els dos grafs son isomorfs sin6 que, a més, ens
donaria com a sortida un isomorfisme entre ambdos grafs. Un tractament detallat
d’aquest metode es troba a [2].

Per a més exemples d’aplicaci6 de la resolucio, remetem el lector a [2], [5], [6] 1 [7].
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5 El llenguatge PROLOG

El nostre proposit en aquesta seccié és descriure, a través d'un refinament del me-
tode general de resolucio, presentat a la secci6 anterior, el mecanisme d’execucio del
llenguatge PROLOG. En primer lloc, definim les clausules que s’utilitzen en aquest
llenguatge de programacio.

22 DEFINICIO Una regla és una clausula de la forma ¢ v =1 v ...V 2y, onn =0
ip,db1,...,Pn son atoms.

A una regla p v -y V...V ~¢y se la denota per I'expressio equivalent ¢ —
b1 A ... A Py. Aleshores hom diu que ¢ A ... A Py és 'antecedent de la regla, i ¢ el
consequent.

23 DEFINICIO Un programa logic és una seqiiéncia finita de regles.

Intuitivament, parlant en termes de programacié convencional, si R = ¢ <
¢1 A ... A ¢y és una regla d'un programa logic, podem pensar R com una funcio,
I'encapcalament de la qual és ¢ i el cos d’instruccions ¢y, ..., ¢d,.

24 DEFINICIO Un objectiu és una expressio de la forma ¢1 A ... A pp,onn = 1 i
¢1,...,Pn son atoms.

Quan es té un programa logic, es vol recaptar informacié del programa, escrivint
per a aconseguir-ho un objectiu.

Sig =1 A... APy ésun objectiu, escriurem ~ ¢p = ¢y V...V 7¢,. Observeu
que ~ ¢ és una expressio equivalent a —¢.

Per establir el significat d'un programa i d’'un objectiu, se suposa que les varia-
bles, que intervenen en una clausula d'un programa, estan quantificades universal-
ment (és a dir, per V), i les variables que intervenen en un objectiu, ho estan exis-
tencialment (és a dir, per 3). Escriurem ¢(x1,...,Xx,) per expressar que xi,...,Xn
son les variables que intervenen en ¢. Aleshores, si P = (¢p1(X1),...,Pn(Xyn)) ésun
programa logic i ¢/() és un objectiu, es tracta de demostrar que

{Vyl(bly---,vynd)n} = Hyw

I per aconseguir-ho, es demostra que és insatisfactible la senténcia que expressa la
negaci6 del teorema, és a dir:

VX1P1 Ao AVX Py A VY.

25 DEFINICIO Descrivim I'interpretador per a programes logics. Rep com a entrades
un programa logic P i un objectiu x, i dona com a sortida una realitzacio de x si
el comput té éxit, i dona «fallida» en cas contrari. Utilitzarem una variable RS on
guardarem el resolvent que obtinguem en cada pas de comput, i una variable VS
(variable de sortida) on tindrem, al final, el resultat que busquem en el cas en qué el
comput tingui éxit. L’algorisme consta aleshores de les etapes segtients:

Etapa 1. Assignar ~ x a la variable RS i x a la variable VS.

Etapa 2. Elegir un literal —~¢ de RS i una clausula ¢ = @' — @ A ... A @;, del
programa P, amb les variables canviades de nom, de manera que el conjunt {Y, '}
sigui unificable. Si no existeixen tal literal i tal clausula, passar a 'Etapa 5.
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Etapa 3. Computar un resolvent de ¢ i RS agafant L = {-y@}, M = {¢'} i N =
{y, @'}, i assignar-lo aleshores a RS.

Etapa 4. Assignar a VS I'expressio que resulta d’aplicar o a V'S, on o és l'unifica-
dor de { @, g’ }, utilitzat en 'Etapa 3, i tornar aleshores a I’Etapa 2.

Etapa 5. Si RS = O, donar sortida =V S. Si no, donar sortida «fallida».

Observeu que en cada pas de comput de l'interpretador es genera un resolvent
de la forma @1 V...V 2@y, On Y1,..., Py, SO dtoms. En la practica, a fi de no ha-
ver d’arrossegar els simbols de negacio, els interpretadors treballen amb la negacio
del resolvent, és a dir, amb l'expressio Y1 A ... A Yy, a la qual s’anomena objectiu
actual. En cada pas de comput, I'objectiu actual és la formula que es vol demostrar.
Aleshores, el que es fa en les Etapes 2 i 3 de l'interpretador equival a substituir en
l'objectiu actual I'atom @ per I'antecedent de la clausula ¢ i a aplicar aleshores a I’-
expressio resultant I'unificador de { Y, @'}, que s’ha obtingut mitjancant I'algorisme
d’unificacio.

En les diferents versions de PROLOG, el criteri per elegir un atom de 1'objectiu
actual acostuma a ser el d’elegir el primer, és a dir, el que hi ha més a I’esquerra. I
la simulaci6é en PROLOG de I’eleccié no determinista d’'una clausula en I’Etapa 2 de
I'algorisme, es realitza mitjancant una recerca seqiiencial i un retorn enrere, de la
manera segiient. L’interpretador elegeix la primera clausula del programa (segons
I'ordre d’aparicio), el conseqiient de la qual s’unifiqui amb I’atom elegit en 'objec-
tiu actual. Si aquesta clausula no existeix, I'interpretador consideraria 1'objectiu de
I’etapa anterior (és a dir, dona una volta cap enrere en el comput), elegiria de bell
nou el primer atom i a continuacio6 escolliria, en el cas que existis, la segiient clau-
sula del programa, el conseqiient de la qual s'unifiqués amb aquest atom. El retorn
enrere en el comput el realitza també I'interpretador de PROLOG, quan hagi arribat
a la clausula buida. D’aquesta manera, intenta trobar totes les solucions possibles
per a un objectiu que li hagim subministrat.

Observeu que el meétode de resolucio per a programes logics que hem mostrat en
I'interpretador, és un refinament del metode general de resolucié que hem mostrat
a la secci6 3. Per a aquest refinament, es pot demostrar un teorema de completesa
semblant al teorema 21 (vegeu [4]).

En el context de la programacio logica, el simbol de conjunci6é «A» es denota per
una coma «,». Una substitucié {t;/x1,...,tn/Xn } es denota per mitja del conjunt
d’equacions {x; = t1,...,xn = ty }. En un programa en PROLOG, els identificadors
que denoten constants han de comencar per una lletra mintuscula, i els identifica-
dors que denoten variables per una de majascula. Al final de cada clausula d'un
programa s’ha de posar un punt.

En el PROLOG, el tipus d’estructura de dades que s’utilitza preferentment sén
les llistes, a l'igual que en altres llenguatges d’Inteligéncia Artificial, com ara el
LIsp. Una llista és una seqiiéncia ordenada d’elements del mateix tipus sense una
longitud predeterminada. En PROLOG, els elements d’'una llista es representen entre
claudators i separats per comes. La llista buida es representa per [ ]. I una llista no
buida es representa per un terme de dos arguments, separats per una barra vertical;
el primer representa el primer element de la llista, i el segon la resta de la llista.
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El programa segiient determina si un element pertany a una llista:

membre(X, [X|L]).
membre(X,[Y|L]) — membre(X,L).

El programa es pot utilitzar no només per saber si un element es troba en una llista,
sin6 també per obtenir tots els elements d'una llista donada. Suposem, per exemple,
que prenem com a objectiu:

membre(X, [a,b,c]).

Aleshores el que desitgem és obtenir, en la variable de sortida, X els elements de la
llista d’entrada [a, b, c]. Vegem com actua en aquest cas l'interpretador de PROLOG.
En primer lloc, elegeix la primera clausula del programa. Atés que aquesta clausula
no té antecedent, s’arriba a la clausula buida O, obtenint com a soluci6 X = a. A
continuacio, I'interpretador fa una volta enrere en el comput, elegint ara la segona
clausula del programa. S’obté com a objectiu actual I'atom

membre(X, [b,c]).

Novament, s’elegeix la primera clausula, obtenint la solucié X = b. Ara, 'interpreta-
dor fa una volta enrere, tornant a elegir I’objectiu

membre(X, [b, c]).

Aleshores s’aparella aquest objectiu amb el conseqiient de la segona clausula, obte-
nint com a objectiu actual
membre(X, [c]).

Ara, s’aparella aquest atom amb la primera clausula, i s’arriba a la solucié X = c.

6 El problema dels quatre colors

En aquesta secci6, mostrem un programa en PROLOG per a colorejar un mapa amb
quatre colors, de manera que no hi hagi dos paisos veins amb el mateix color. Com
és ben sabut, 'any 1976 es va resoldre la famosa conjectura segons la qual quatre
colors son suficients per colorejar un mapa d’aquesta manera. El programa que
veurem és el que hi ha en [8].

Préviament, estudiarem el segiient programa auxiliar:

seleccionar(X, [X|L],L).
seleccionar(X,[Y|L],[Y|M]) « seleccionar(X,L,M).

En aquest cas, I'interpretador va elegint els elements d'una llista que li donem com
a entrada en el segon argument de 1'objectiu, de manera que, quan selecciona un
element de la llista, registra en el tercer argument de 1’objectiu la llista resultant d’e-
liminar I'’esmentat element. La idea és que quan l'interpretador elegeixi la primera
clausula, seleccionara el primer element de la llista que, en aquell moment, tinguem
en l'objectiu actual, i quan elegeixi la segona clausula, aquest primer element es re-
gistrara en el tercer argument del predicat. Aleshores, pel metode del retorn enrere,
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I'interpretador anira elegint tots els elements de la llista que li subministrem, de la
manera indicada.
Per exemple, posem com a objectiu:

seleccionar(X, [a,b,c],L).

En primer lloc, s’elegeix per unificar la primera clausula, amb la qual cosa aconse-
guim la clausula buida, obtenint la solucié X = a,L = [b, c]. A continuaci6, s’efectua
una volta enrere, amb la qual cosa es torna a I’objectiu

seleccionar(X, [a,b,c],L),

elegint-se ara per unificar la segona clausula del programa amb les variables amb el
nom canviat, per exemple els noms X1,Y1,L1,M1. S’obtenen aleshores els apare-
llaments X = X1,Y1 =a, L1 = [b,c], L = [a|M1]. L’objectiu actual és ara I’atom

seleccionar(X1,[b,c],M1).

Es tria aleshores la primera clausula, i s’obtenen els aparellaments X1 = b, M1 =
[c], amb la qual cosa aconseguim la solucié X = b, L = [a,c]. A continuacio té lloc
un retorn enrere, i aixi es torna a considerar 1’objectiu

seleccionar(X1,[b,c],M1).

Ara, s’elegeix la segona clausula del programa, amb les variables canviades de nom,
posant, per exemple, X2,Y2,L2, M2. Aixi s’obtenen els aparellaments X1 = X2,
Y2 = b, L2 = [c], M1 = [b|M?2]. Aleshores, s’aconsegueix, com a objectiu actual,
I'atom

seleccionar(X2,[c],M2).

Novament, es tria per unificar la primera clausula, obtenint aixi els aparellaments
X2 =c¢,M2 =[],1iarribant per tant a la solucié X = ¢, L = [a, b]. A continuacio, es
fa una altra vegada un retorn enrere en el comput, i s’elegeix per unificar la segona
clausula del programa, obtenint d’aquesta manera I’atom

seleccionar(X3,[ ],M3)

com a objectiu actual. Ateés que el segon argument d’aquest atom és la llista buida,
I’esmentat atom no pot unificar ni amb la primera clausula ni amb el conseqiient de
la segona i, amb aix0, s’acaba aqui I'execucio.

Tornant al problema dels quatre colors, representem un pais com un terme de
tres arguments de la forma:

pais ({(nom del pais), (color del pais), (llista de colors dels paisos veins)).

Per exemple, si volguéssim colorejar el mapa d’Europa, escriuriem una llista de
la forma:

[pais(holanda, H,[B,A]), pais(bélgica,B,[F,H,L,A]),...... ]

on els noms dels paisos son constants i els identificadors en majascules s6n varia-
bles que representen els paisos, i als quals se’ls anira assignant colors, d’acord amb
allo que s’especifiqui en les clausules del programa.
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Vegem aleshores les clausules de que consta el programa:

colorejar_mapa ([Pais|Paisos],Colors) — colorejar_pais (Pais,Colors),
colorejar_mapa (Paisos,Colors).

colorejar_mapa ([ ],Colors).

colorejar_pais(pais(Nom,Color,Veins), Colors) —
seleccionar(Color,Colors,Reste),
membres (Veins,Reste).

seleccionar(X, [X|L], L).

seleccionar(X,[Y|L],[Y|M]) « seleccionar(X,L, M).

membres([X|L], M) — membre(X, M), membres(L, M).

membres([ 1, M).

membre(X, [ X|L]).

membre(X,[Y|L]) — membre(X, L).

Amb aquestes clausules, 'interpretador de PROLOG seria aleshores capac de co-
lorejar el mapa amb els quatre colors que li subministrem. Mitjancant les dues pri-
meres clausules, es coloreja una llista de paisos amb una llista de colors, colorejant
cada pais de la llista, fins que la llista de paisos quedi buida. Per mitja de la tercera
clausula, s’elegeix un color per al pais que s’estigui considerant, utilitzant el pro-
grama «seleccionar» i, a continuacio, es comprova mitjancant el programa «mem-
bres» que no hi ha cap pais vei que tingui el color seleccionat. Si hi hagués algun
pais vei amb aquest color, I'interpretador retornaria enrere en el comput, i elegiria
aleshores un altre color per al pais considerat.

Ara, si volem que l'interpretador coloregi el mapa d’Europa, posariem les clau-
sules:

mapa (europa, [pais( holanda, H,[B,A]), pais(belgica,B,[F,H,L,Al),...... D.

colors (europa, [vermell,verd,blanc,blau]).

Aleshores, per poder extreure la solucié que ens doni I'interpretador, posariem
la clausula:

colorejar (Nom,Mapa) — mapa (Nom, Mapa),
colors (Nom, Colors),
colorejar_mapa (Mapa, Colors).

Referéncies

[1] BRATKO, I. PROLOG: Programming for Artificial Intelligence , Addison-Wesley,
Massachusetts, 1990.

[2] CHANG, C. L., LEE, R. C. T. Symbolic Logic and Mechanical Theorem Proving,
Academic Press, Nova York, 1973.

[3] EBBINGHAUS, H. D., FLUM, J., THOMAS, W. Mathematical Logic, Springer-Verlag,
Berlin, 1994.

[4] LroyD, J. W. Foundations of Logic Programming, Springer-Verlag, Berlin, 1987.

[5] LoveELAND, D. W. Automated Theorem Proving, North-Holland, Amsterdam,
1978.



70 Juan Carlos Martinez

[6] MARTINEZ, J. C. Fundamentos de Demostracion Automcdtica de Teoremas, Mathe-
matics Preprint Series No. 219, Universitat de Barcelona, 1996.

[7] SCHONING, U. Logic for Computer Scientists, Birkhauser, Berlin, 1989.
[8] STERLING, L., SHAPIRO, E. The Art of PROLOG, MIT Press, Cambridge, 1986.

DEPARTAMENT DE LOGICA

FACULTAT DE MATEMATIQUES
UNIVERSITAT DE BARCELONA

GRAN VIA DE LES CORTS CATALANES, 585
08007 BARCELONA
martinez@mat.ub.es



