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Representacio de nombres reals mitjancant nombres de
Fibonacci*

PAULO RIBENBOIM

L’objectiu d’aquesta nota és deduir una nova representacio dels nombres reals
positius com a suma de séries que involucren nombres de Fibonacci. Aixo sera una
aplicaci6 facil d'un vell resultat de Kakeya [6]. L’article acaba amb un resultat de
Landau [7] que relaciona la suma > ,,_;1/F, amb valors de les séries theta; ens sem-
bla que val la pena desenterrar el resultat de Landau, que a hores d’ara és forca
inaccessible.

1. Sigui (s;);>1 una successioé de nombres reals positius tal que s; > sp > s3 > « -+ i
lim;_5; = 0. Sigui S = 3’7 18; < oo.

Diem que x > 0 és representable per la successid (s;)j=1 Si x = Z;-":lsij (amb
i] <ip < i3 < ---). Aleshores necessariament x < S.

El primer resultat és degut a Kakeya; per completesa, en donem una demostracio.

1 PROPOSICIO Les condicions segiients son equivalents:

1) Totx,0 < x < S, és representable per la successio (5;)i>1, X = Z;-":lsij, onip és
el menor index tal que s;, < x.

2) Totx,0 < x < 8, és representable per la successio (S;)i1.

3) Peratotn=1, sy, <> .1 5Si

DEMOSTRACIO: 1 — 2. Aix0 és trivial.

2 — 3. Si existeix n > 1 tal que s, > > 5,1 i, sigui x tal que s, > x > > 70,11 S
Per hipotesi x = Z;‘;lsij amb i; < i2 < ---.Com que s, > x > s;,, llavors n < iy, i
per tant x = 3718, < 3 _n1 Sk, la qual cosa és absurda.

3 — 1. Essent lim;_,s; = 0, existeix el menor index i; tal que s;, < x.

Analogament, existeix el menor index i tal que i1 < ipis;, <x —S$;,.

Més generalment, per a tot n > 1 definim i,, com el menor index tal que i,,_; < iy
i, <x- Z;‘;ll Si -

Aleshores x > 37 s;,. Suposem que x > 37 ;5; .

* Versio catalana, actualitzada per I’autor, d'un article aparegut a I’Enseign. Math. 31 (1985), 249-259.
Traduccié de XAVIER MASSANEDA.
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Observem que existeix N tal que sim > N aleshores s;,, < x— Z}”:l Si- Altrament,
existirien infinits indexs n; < n, < n3 < --- tals que Sin, = X — Z;‘jl Si Al limit
tindriem 0 = limkwsink > X - Z;-": 15i;, > 0,1 aixo és una contradiccio.

Triem N minimal amb la propietat esmentada anteriorment.

Mostrem: per tot m = N, i, + 1 = ij41. De fet

m

Sipmel < Siy <X =D S,
j=1

de manera que, per definicié de la successi6 d’'indexs, i,, + 1 = i,41. Aleshores els
conjunts segiients coincideixen: {iy + 1,iny +2,in +3,...} = {iN, IN+1, IN+2,- .- }.

Seguidament mostrem que iy = 1. Si iy > 1 considerem I'index iy — 1, i per la
hipotesi (3):

Sin-1< D Sk= ). S, <X— > Si .
k=i J=N J=1

Tenim iy < iy — 1 < in. Siiy_1 < iy — 1 aixo és impossible, ja que iy ha estat
definit com el menor index tal que in_1 < iy 1S5, <x - Z?’:’f i Alxi i1 =iv - 1,
ésadir, s;, , <x-— Z?f:’f Si; 1 aixo va en contra de I'eleccié de N com a minimal amb
la propietat indicada.

Per tant iy = 1ix > 37,5, = 2i.;8; = S, en contra de la hipotesi. O

Fixem-nos que si les condicions anteriors se satisfan per a la successio (s;);-1,
aleshores sim > 0 tot x, 0 < x < S = > .1 Si, €s representable per la successio
(Si)i=m+1 amb iy el menor index tal que m + 1 < iy is;, < X.

Efectivament, la condici6 (3) se satisfa per a (s;);>1, i aleshores també per a
(5i)ism+1- Com que 0 < x < S’, 'observacio se segueix de la proposicio.

La proposici6 1 ha estat generalitzada (vegeu, per exemple, Fridy [5]). Considerem
ara la qiiestio de representacio tnica (aixo fou generalitzat per Brown a [3]).

2 PROPOSICIO Amb les notacions anteriors, les condicions segiients son equivalents:
2’) Tot x,0 < x < S, té una unica representacio x = Zj-‘;lsij.
3) Peratotn=1,sy =i .15
4’) Peratotn =1, sy = ms1 (i per tant S = 2sy).

DEMOSTRACIO: 2’ — 3'. Suposem que existeix n > 1 tal que s, # >, Si. Com
que (2’) implica (2), i per tant també (3), tenim s, < >3, .1 5. Sigui x tal que
Sn < X < X p.1Si- Per 'observacio que hem fet més amunt, x és representable

per la successio (5;)i>n+1, €sadir x = > Sk, Per altra part (2’) implica (2), i per
J=1
kj=n+1

tant també (1), i aixi x té una representacié x = 23’0:151',, on i; és el menor index
tal que s;, < x. De s, < x es dedueix que i, < n, de manera que x tindria dues
representacions, en contra de la hipotesi.

3 — 4'. Tenim Sy, = Sp41 + Djeni2 Si = 2Sp41 Per a tot n > 1,1 per tant s, = 2,%151
per atotn > 1.
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4’ — 2’. Suposem que existeix x, 0 < x < S, amb dues representacions diferents
X = isij = iskf :
j=1 j=1
Sigui jo el menor index tal que i;, # kj,; diguem ij, < kj,. Aleshores X7 ; s; =

(o) (o)
2izjo Sk; = Zn:ijou Sn-
Per hipotesi, després de dividir per s;, tenim:

s ZL" S 2tk = S 20

>
n=ij, Jj=Jo Jj=Jo
[e9) [e9) [e9)
= 2V BT o2l Koy 21k
J=Jjo+1 n=ij, J=Jjo+1
i per tant Z;-‘;hu 2171 <0, 1a qual cosa és impossible. O

Per raons practiques, observem el segiient: si s, < 2sy,1 per atot n > 1, la
condicio (3) se satisfa. Efectivament

Z $i<2 Z Siy1=2 Z Sis

i=n+1 i=n+1 i=n+2
- 0 - 0
ipertant Sp.1 < D pn2SilSn <28ns1 < Diipni1 Si

2. Donem ara diverses maneres de representar nombres reals.
En primer lloc, la representacié diadica, que, és clar, pot obtenir-se directament
amb facilitat.

3 COROLLARI Tot nombre real x, 0 < x < 1 es pot escriure de manera unica de la
forma x = 23’11% (ambl<n; <np<nz<---)

DEMOSTRACIO: Aix0 s’ha vist a la proposicio 2, prenent s; = 1/2. O

4 COROELARI Tot nombre real positiu x es pot escriure de la forma x = Zj-‘;l ni (amb
J
N <Np<N3 <---)

DEMOSTRACIO: Considerem la successio (1/1),>1, que és decreixent i amb limit O,
i observem que >, _;1/n=oil/n<2/(n+1) peratotn > 1. Aixi, pel teorema
de Kayeka i I'observacio feta anteriorment, tot x > 0 és representable de la manera
indicada. |

5 COROLLARI Tot nombre real positiu x es pot escriure de la forma x = Z‘f:l—pl, (on
.
J

p1 < p2 < p3 < --- ésla successio creixent dels nombres primers).

DEMOSTRACIO: Considerem la successio (1/pi)i-1, que és decreixent i amb limit O.
Tal com va demostrar Euler, > i ;1/p; = «. Pel teorema de Txebixev (demostracio
del «postulat» de Bertrand) existeix un nombre primer a cada interval (n,2n); aixi
Pis1 <2piil/p; <2/pi.1 peratoti= 1. Pel teorema de Kayeka i 'observacio feta
més amunt, cada x > 0 és representable de la manera indicada. O
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3. Tot seguit representarem nombres reals mitjancant nombres de Fibonacci. Co-
mencem donant algunes propietats d’aquests nombres.

Els nombres de Fibonacci son: F; = F» = 11i per a tot n > 3, F,, és definit per la
relaci6 de recurréncia Fy, = Fy_1 + Fn_o.

Aixi la successio de nombres de Fibonacci és

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144,...

En la proposici6 seglient donem una expressio en forma tancada per als nombres de
Fibonacci; aquesta expressio és deguda a Binet (1843).

Siguin « = @ (el nombre d’or)i S = —@. Aleshores x+ B =1, x = -1, i per
tant «, B son les arrels de 'equacio X2 -X-1=0i-1<B8<0<1 < « Tenim:

0("7[3” , oqn- 0("*1

6 LEMA Peratotnzl,Fn=T f <Fp< 5

“"JKBH pera n > 1. Ales-

DEMOSTRACIO: Considerem la successio de nombres G, =
hores G> = G1 = 1; a més,
-1 _ Bn—l o(n—Z _ Bn—Z
Gp-1+Gn2 = +

a2 (x+ 1) - BB+ 1) o — B C

- /5 ST T
jaque o = &+ 1, B2 = B + 1. Aleshores la successio (Gn)n>1 coincideix amb la
successio de Fibonacci. Establim ara les estimacions. Sin > 1 llavors (-=8)" = 1/x™ <
ol = —a"B=a"(x-1) ="l —an i

n_Bn - oM + (_B)n O("*l

F, = <
" V5 V5 V5
Analogament, si n > 2, llavors (—B)" = 1/0(" <2 = g1 = " l(x-1) =
o —a"liF, = "‘"Jgﬁ" > "‘"’%ﬁ)" > f ; aix0 també és cert quan n = 1. O

Per a tot m > 1 sigui I = X571 7. Tenim:

7LEMA Peratotm=1,I;, < oo, 1 <Ip <I3<---,iliMy—c i = .

DEMOSTRACIO: Tenim

) 1/m B
V5 m T (S)lmalim
Im < Zl<0("1> = (5 Z(al/m> =T xUm_1

si observem que 1/x!/™ < 1. Seguidament, tenim

)

1 1
Im—l = Z Fl/m71 < Zlell/m = Im .
n=

n=1+n

9]

Finalment,

[ 00 l/m
(v/5)1/m 1
Im = Z l/m > Z ((x’VLJrl) = ol/m x xl/m_1"
n:1

n=1

per tant, limy,_ I, = o. O
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8 PROPOSICIO Per a tot nombre real positiu x existeix un vinic m > 1 tal que x =
1 . 5 1

Z;-":l i, Pero X no és de la forma Z;-":IW.
lj ij

DEMOSTRACIO: Observem primer que cadascuna de les successions (1/Fy/ ") a1 €8
decreixent amb limit 0. Pel lema anterior, existeix m > 1 tal que I;;,-1 < x < I, (amb
Ip = 0).

Observem que 1/F, < 2/Fp1 <2M/Fy.yperam=>1,jaque Fpy1 = Fp+ Fpo1 <
2F,. Per la proposicié 1 i una observacié feta anteriorment, x és representable
de la forma indicada, mentre que la darrera afirmacié es dedueix de x > I,;,_1 =
SE /M O

El nombre I, = >;,_;1/F, sembla ésser forca misterios. Tal com hem vist, /5 <
I1 < +/53%. La pregunta sobre la irracionalitat de I; va estar molt de temps sense
resposta. André-Jeannin va demostrar el 1989 que I, ésirracional, amb un metode re-
miniscent del métode d’Aspéry per demostrar la irracionalitat de £(3) = >;r_; 1/n3.

4. Fl 1899 Landau va donar una expressio de I; en termes de la série de Lambert i
les series theta de Jacobi. La série de Lambert és L(x) = >;_; 5, €S convergent
per a 0 < x < 1, com es pot verificar facilment pel criteri de la raé.

Les series theta de Jacobi, que son d’importancia crucial, per exemple en la teoria
de funcions eHiptiques, es defineixen de la manera seglient, pera0 < |g| <1iz € C:

01(z,q) = i i (~1)ngn-2)*e@n-)miz
n=—cw
= 2q'%sinmrz-2q4sin3mz +2¢%°/*sin5mz + - - -
02(z,q) = i q("+%)2e(2n71)ﬂiz
n=—cw
= 2q'%cosmz +2q°*cos3mz +2q°** cos5mZz + - - -
03(z,q) = i q" edniz
N=—o0
= 1+2qcos2mz+2q*cos4mz +2q° cos6mz + - - -
04(z,q) = i (_1)1’Lq1’£2e2n‘n‘iz

Nn=-—oo

= 1-2qcos2mz +2q*cos4mz —2q° cos61TZ + - - -

En particular, tenim

0:1(0,q) = 0

02(0,q) = 2g'*+2q°% +2¢*4 + ...
03(0,q) = 1+2q+2q*+2q°+---
04(0,q) = 1-2q+2q*-2q°+---.

Provem a continuacio el resultat de Landau.
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9 PrROPOSICIO Tenim:
D Sy = V5 [LER) - L) .
2) Shoom = —V5(1+2B4 + 2810 +2B36 + .. ) (B+ B+ B+ )
= —2105(0,B) - 62(0, $4)102(0, B*).

DEMOSTRACIO: 1) Tenim

1 5 V5o s

Fn "o —pn T G pn T

i per tant

1 i 1
\/gnleZn

Ms HMS
'm

B4n i i 4k+2 i i (4k+2)n
32

Bik+2 B6 310
T g2 T1-_pgT1-pget1_pgno "

Com que |B]| < 1, aleshores

i%= 5[LB) - L(BY] = \/_[L(?’_Z\/g)—L(7_3\/§)}_

=
Il

2) Tenim ara

® BZn+1

L < 1 _ _ < 2n+1 _ pR4n+2 8n+4
\/gzp - Zl+B4n+2_ EOB (1-5 +8 + )

n=0 2n-1 n=0
(<B+ B = B+ BT = B0+ + (—BF+ B0 — B15 4 B2 -
(_35+315_325+335_"')+(_B7+,321_,335+349_

+ o+

Ens cal ara determinar el coeficient de ™ (per m senar), observant que, com que
la série és absolutament convergent, es poden reordenar els seus termes.

Si m és senar i d divideix m, llavors B™ apareix al paréntesi que comenca amb
—B'd amb signe

+ quan d =3 (mod4)
— quan d=1 (mod4).

Aleshores el coeficient &;,,, de ™ és &, = 63(m) — 61(m), on

o1im) = #{d| 1l<d<m, dim i d=1 (mod4)}
03(m) = #{d| 1l<d<m, dim i d=3 (mod4)}.

Un resultat ben conegut de Jacobi (vegeu el llibre de Hardy i Wright, pagina 241)
relaciona la diferéncia 61 (m) — 63(m) amb el nombre v (m) = 72(m) de represen-
tacions de m com a suma de dos quadrats. Més precisament, sigui 7 () el nombre
de parells (s,t) de nombres enters (inclosos el zero i els enters negatius) tals que
m = s2 + t2. Jacobi mostra que

r(m) =4[61(m) - 63(m)] .
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Se’n dedueix que el nombre ¥’ (m) de parells (s, t) d’entersamb s > t > 0im = s2+t2
és
, rim) quan m no és un quadrat
r'(m) =

8
% +1= W quan m és un quadrat

(el primer sumand correspon a la representacié de m com a suma de dos quadrats
no nuls). Aleshores

_rim) -2r'(m) quan m no és un quadrat
™4 " |- (m)-1) quanm ésun quadrat .

Essent m senar tenim s # t (mod 2), i per tant
1 = 1 d
— — £ m
\/g Z F2n+1 z mB

n=0 m=1
'm senar

= 20 +B+BO+B0 4. BB B+ )
+ (B+B+BP+--0)
= —(1+2B4+2B0 42830 4+ .. HYB+BI+BP+--).

Aixi

[

> 1 = 5 (1 +2B*+ 2B 42836 4. Y (B+BI+BB 4 1).

n=-0 F2n+1

Ara podem expressar aquesta formula en termes de les séries de Jacobi. Concreta-
ment:

1+2B8%+2B16 12836 4 ... (1+2B+2B*+2B2+2B16 +...)
- (2B+2B%+2B% 4 ---)

03(0,B8) — 02(0,8%),

i aleshores

> =—g[e)g(o,m—92<o,34>]92<0,34>- .

Una féormula no publicada de Gert Almgvist (1983) dona una altra expressio de
I, en termes de seéries theta de Jacobi:

I = \/Tﬁ {[92 (0,;—%)]2 +%JO1 (%log&; (x,é—%)) cotnxdx} .

Carlitz va considerar també el 1971 els nombres segiients:

d 1
Sk VLZ::IFnFn+1"'Fn+k,
de manera que So = >,,_11/Fn = I1.
Clarament, totes les series anteriors son convergents. Carlitz mostra que S3, S7,
S11,- -+ € Q(v/5), mentre que Sy = 1k + 1y So pera k = 1in, 1, € Q.
Hom pot preguntar: quina mena de nombre és So? Els nombres So, S1,S2, son
algebricament independents?
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