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Un model matematic per a 'analisi d’imatges*

VICENT CASELLES, BARTOMEU COLL, JEAN-MICHEL MOREL

1 Introduccio

Dins el camp de la visi6 per ordinador, el tractament o I’analisi de les imatges és una
de les tasques fonamentals. Moltes son les aplicacions on es té una base d’'imatges
respecte de les quals es necessita fer una analisi per a una posterior interpretacio o
per poder extreure una informacio que després podrem processar. En algunes apli-
cacions, com és el cas de les aplicacions industrials i mediques, s’obtenen seqiiencies
d’imatges tridimensionals (3D). Pensem en el cas de la tomografia axial computada
(TACQ), la qual ens dona informaci6é en 3D de les estructures internes del cos huma.
Poder entendre aquestes imatges requereix la identificacio i modelitzacio6 de les su-
perficies dels objectes que son presents en les estructures en 3D. En el cas de les
imatges per satelit, un dels problemes prové del renou present en la imatge ma-
teixa, degut potser a problemes de captacio o transmissio. En aquest cas s’intenta
fer un filtratge o preprocessament, intentant eliminar aquest renou i conservar la
informaci6é inherent a la propia imatge. El reconeixement automatic de les formes
és també un dels camps de la visi6 on I'analisi de les imatges és una part fonamen-
tal. Pensem en el reconeixement de la signatura o la lectura automatica de caracters.
En el cas de la videovigilancia potser es tracta d’identificar els trets principals en la
fisonomia d’una persona o bé d’analitzar algun objecte que hi apareix. I no oblidem
el camp de la robotica, on I'analisi de les imatges en temps real que s’obtenen de
I’entorn 3D en queé es mou el robot, és d’'una gran importancia en la reconstruccio
del seu entorn fisic. En aquest cas, I’analisi o processament de les imatges seria
un exemple del que anomenam Visio de baix nivell, mentre que el problema de la
robotica aniria lligat a la visio d’alt nivell.

Aquests tan sols son alguns exemples d’aplicacions en el mén de la visidé per
ordinador, en el qual ’analisi de les imatges té un paper fonamental. En aquesta
analisi no és facil extreure la informaci6é continguda en la imatge a partir dels nivells
de grisos associats als pixels de la imatge. Es per aixo que es fa necessari saber com
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es formen les imatges de la vida real i quines son les operacions basiques que les
conformen. En general, les imatges de la vida real o quotidiana que es projecten
sobre la nostra retina, esdevenen un puzle a causa de la descomposicioé arbitraria
dels objectes que fan els uns sobre els altres a causa de les oclusions i ombres a
que donen lloc. Aquest puzle el resolem perllongant mentalment els objectes a
partir de les ombres i les oclusions. Aquesta capacitat que tenim per completar els
objectes s’anomena completacio amodal, segons la teoria del fenomenoleg Kanizsa
(vegeu [10]). Quan tenim una imatge natural, és a dir, una fotografia d’'una escena
exterior o interior presa amb una camera estandard, i la digitalitzam, és a dir, la
posam dins la memoria de I'ordinador com si fos una matriu amb nombres, llavors
ens plantejam si podem definir algorismes de tal manera que puguem dur a terme
aquesta «completacié amodal» (les juncions en T) i per tant, restituir una part de
I’estructura fisica de I’escena fotografiada.

Estudiarem el mapa topogradfic de laimatge com I’estructura basica que ens dona
la informaci6 sobre els objectes de la mateixa imatge, aix0 és, una descripcié com-
pleta de la imatge per les fronteres dels conjunts de nivell i les juncions, o singula-
ritats produides per aquestes fronteres ([3], [4]). Aquesta estructura sera invariant
pels canvis de contrast de la imatge, propietat important imposada pel mateix model
que estudiarem en la generacié d’imatges. Aquest fet ens portara a definir un tipus
de singularitats essencials associades al mapa i de donar uns models matematics
per poder simplificar la complexitat del mapa. Finalment, presentarem uns models
de filtratge per a imatges segons els principis d’invariancia que es demanen als di-
ferents models, basats en I'anomenada teoria de I'scale-space, i que preservaran les
singularitats basiques de la imatge.

2 Lateoria de Kanizsa: generacio de les imatges

2.1 Model simplificat per a la generacié d’imatges naturals

Una qiiestio que ens plantejam dins ’analisi d’imatges, prové del cami a partir del
qual les imatges han estat fisicament generades. En el mén de I’actistica, la principal
operacio per a la qual els sons son generats és la vibracio d’algun material rigid o
elastic. Si pensam en el cas del senyal i des d’'un punt de vista matematic, els sons
elementals son senyals ocillatoris de manera que, quan diversos sons sén emesos
de manera simultania, el resultat final del senyal és simplement sumar els sons
elementals. Com a consequencia d’aquest fet, el mén dels sons és modelitzat com
a un espai vectorial amb descomposicions lineals.

En general, ’analisi dels sons intenta amb aquest tipus de descomposici6 trobar
les diferents fonts amb el seu diferent temps i localitzacio de les freqiiéncies. Per una
part, 'analisi de senyals descompon el senyal en sons elementals que millor poden
ser localitzats en freqiiencia (analisi de Fourier) o en temps (analisi en ondetes o
wavelets), o el dos alhora (Gabor, etc.), i per I’altra, ho fa de tal manera que aquesta
descomposicio sigui tan diferent com sigui possible (descomposicio ortogonal). Dins
I’analisi d'imatges també es tractaria de trobar aquests objectes basics (o sons, en el
cas dels senyals) en els quals es pogués descompondre la imatge. Vegem-ho per al
cas d’'un model simple de generaci6 d’imatges.

D’acord amb aquest model basic, la generacio d’imatges naturals té lloc quan la
Ilum solar o artificial reflectida pels objectes fisics és obligada a passar pel forat
d’una cambra negra (o caixa negra) i finalment s’imprimeix sobre la cara oposada
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del forat de I'interior de la caixa negra. L'inica hipotesi que cal fer és que la llum es
propaga en linia recta, fet cert per al problema que estem tractant. Llavors, si (x, )
és un punt generic d'un pla fotosensitiu, anomenam u(x,y) el resultat d’aquesta
impressio, el qual podem suposar que és un valor real que mesura la intensitat (o
energia) de la imatge avaluada al punt (x, y).

Segons la hipotesi lambertiana, la llum natural o artificial que es reflecteix sobre la
superficie dels objectes és la mateixa en totes les direccions. Aquesta hipotesi posa
uns problemes: diferents parts de la superficie dels objectes reflecteixen diferents
intensitats de llum. Per altra part, els objectes poden ocultar a altres diverses fonts
de llum. En aquest ultim cas, apareixen les ombres sobre les seves superficies.

2.2 Queé és una imatge digital?

La diferéncia entre una fotografia o imatge natural i una imatge digital, és donada
pel tipus de codificacié. Per posar una fotografia dins la memoria d'un ordinador,
es divideix la imatge en petits trossos quadrats, que anomenarem pixels, i a cada un
d’aquests quadrats o pixels li associarem un nimero que representa la lluminancia

Per a la codificacio, cada nimero representa el nivell de gris associat al pixel
(x,y). Generalment, el negre esta codificat pel zero, el 1 representa un color un poc
menys negre, el 2 és encara un poc menys negre que el 1 i aixi. Dins la convencio
que s’utilitza en el mon de la informatica, el 255 representa la codificacié del color
blanc.

Aquestes convencions no son absolutes. Pensem en una fotografia. Si no hi ha
massa llum, la foto tendeix a saturar-se al negre mentre que si hi ha massa llum, la
foto tendeix a saturar-se al blanc. I aixo és perque la majoria dels captors de llum
no son lineals i, encara pitjor, tenen un rang finit. Per aix0, quan la llum és massa
forta (o feble) hi ha una saturacioé dels captors cap al blanc (o cap al negre).

Encara que el blanci el negre absoluts no existeixen en la percepcio, ’escala de les
intensitats lluminoses intermeédies existeix, i normalment la codificam pels nombres
enters creixents de 0 a 255. Llavors, amb aquesta divisio en pixels, una imatge digital
és una matriu de nimeros dins la memoria de I’ordinador.

A resposta del captor

_ intensitat lluminosa

'

foscor saturacio

FIGURA 1: Resposta no lineal dels captors.

Es evident que quan digitalitzam una fotografia, la imatge resultant digitalitzada
es pareixeramés als nivells de grisos de la foto silaresoluci6 és més alta. La resolucio
es pot entendre com la capacitat del sistema de la imatge per reproduir el contrast
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dels objectes de mides diferents. Per contrast, entenem les diferéncies en intensitat
dins un mateix objecte o bé entre un objecte i el fons que I’enrevolta. Notem que si
una imatge digital ha estat digitalitzada amb una resolucio suficient, ella mateixa té
incorporada tota la complexitat i la riquesa de la fotografia.

2.3 Operacions basiques en la generacio d’imatges: oclusions i
transparéncies

Ben igual que en el cas de I'analisi de senyals o de sons, hem d’analitzar el fet mateix
de la generaci6 d’'imatges naturals. A partir de I’analisi de les operacions basiques
que donen lloc a les imatges naturals, podrem analitzar I’estructura dels objectes
que conformen les imatges (vegeu [3]).

2.3.1 Oclusio Seguint la teoria de Kanizsa, generalment veiem les parts dels ob-
jectes davant de nosaltres que no ens queden ocultes per altres objectes. Ho podem
formalitzar dient que els objectes han estat posats al’escena, un per un o un darrere
I’altre.

Donat un objecte A davant la camera, anomenam A la regi6 de la imatge plana
sobre la qual s’ha projectat I'objecte per la camera. Anomenam u 4 el nivell de gris de
la imatge de 'objecte A aixigenerat, el qual esta definit en la regi6 plana A. Suposem
que I'objecte A s’afegeix a una escena real R tal que la seva imatge era v. Observam
una nova imatge, la qual depén de quina part de I'objecte A esta davant els objectes
de R i quina darrera. Suposem que A oclusiona objectes de R i no esta ocult per cap
objecte de R. Tenim llavors una nova imatge g, ; definida per:

Up,i = Ua en A 1)
Up,i = UV en RZ2\A.

Notem que en aquest model basic no hem tengut en compte els efectes de I'ombra.

2.3.2 Transparéncia Suposem que una de les fonts de llum és un punt en I’espai
euclidi i que un objecte A s’interposa entre una escena R, la imatge de la qual és v,
i aquesta font de llum.

Anomenarem S I'ombra de A i S la regi6 que ocupa S en la imatge plana. Llavors
la imatge resultant u es defineix com a:

S = 2
Upsy = vV en Ro\S

Upsgy = 9) en §S. (2)
on g denota una funci6 de contrast degut a I’ombra, la qual se suposa que és uni-
forme en S.

Clarament, g(s) < s, ja que la lluminositat decreix dins una ombra. Lnica
hipotesi que podem fer sobre g és: punts d’igual nivell de gris s abans d’haver-hi
I’ombra (mateix color) després de ’'ombra tenen un nou nivell de gris g(s), pero el
mateix pels diferents punts.

Una variant de I'efecte de 'ombra, el qual ha estat discutit per Kanizsa, és el
fenomen de la transparéncia. En aquest cas, un objecte homogeni transparent S
s’interposa entre part de I'escena i ’'observador. Ja que S intercepta part de la llum
enviada per l’escena, obtenim una relacié equivalent per al cas de I'ombra i per
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tant, des del punt de vista del processament d’imatges, transparéncia i ombra sén
equivalents. Si la transparéncia (o ombra) passa de manera uniforme sobre tota
I’escena; llavors, la darrera relacio sera

ug =9g), (3)

la qual cosa ens diu que I’escala de nivell de grisos de la imatge s’ha alterat per una
funci6 de canvi de contrast no decreixent.

Notem que en el moén real tenim moltes fonts diverses de llums, ombres, au-
toiluminacions dels objectes, llums difoses, etc. i per tant, el procés és molt més
complex que el del model basic presentat.

2.4 Requeriments per als operadors d’analisi d’imatges

Segons les operacions basiques definides abans en la generacio d’imatges, oclusio i
transparencia, qualsevol processament de la imatge ha d’evitar destruir I'estructura
de la imatge resultant d’aquestes operacions (1,2). Llavors el nostre model simple
de generaci6 d’'imatges ens imposa que les operacions d’analisi d’imatges han de
ser invariants respecte a qualsevol canvi de contrast, un requeriment proposat per
Matheron [14]. Direm que una operacié T sobre una imatge és invariant per contrast
si
T(g(u)) =g(T(u))

per a qualsevol funci6é de canvi de contrast g no decreixent. Exemples classics d’a-
quests tipus d’operadors sén I’erosio, la dilatacio, I'obertura i el tancament.

Ja s’ha comentat abans que la major part dels captors de llum sén no lineals, i
per aixo quan la llum és massa forta o feble, es produeix una saturacié dels captors.
Llavors els canvis de contrast no son causats nomeés pels sensors sin6é també pels
canvis d’intensitat de la llum i els mateixos objectes presents en l'escena, el que
doéna lloc als canvis de contrast local.

L’evidéncia de la invariancia de contrast en algunes branques de la visio per or-
dinador associades al reconeixement de formes és directa. Julesz, en la seva teoria,
proposa els extrems de curvatura (racons o terminacions en la seva terminologia)
aixi com les seves orientacions, com a claus per a la deteccio de textures. Tambeé
la teoria d’Attneave sobre el reconeixement huma de les formes, proposa els punts
de curvatura i d’inflexié com a punts que contenen aquesta informacio6 basica. En el
cas de l'orientacio, aquesta és donada per un vector tangent a la isofota i no s’altera
per un canvi de contrast, igualment que la curvatura, la qual és calculada com la
curvatura de les linies de nivell.

3 L’estructura basica per a 'analisi d’imatges. El mapa topografic

Anomenam objectes basics una classe d’objectes matematics, més simples que tota
la imatge, els quals permeten descompondre la imatge i a partir dels quals la podem
reconstruir. Dos exemples classics dins la descomposicié d'una imatge sén:

e Descomposicié additiva en ondes simples: Els objectes basics de I'analisi de
Fourier son el cosinus i el sinus; de I’analisi d’ondetes, ho son les ondetes o el
paquet d’ondetes; els objectes basics de I'analisi de Gabor son les gaussianes
modulades per sinus i cosinus. En tots aquests casos, la descomposicio és
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additiva i no s’adapta a ’estructura de les imatges. De fet, les operacions que
ens porten a la construccié d’imatges reals son fortament no lineals i la més
simple d’elles, el canvi de contrast, no preserva la descomposicié additiva.
Aquesta objecccio no és certa en el cas de la compressio d’imatges, ja que en
aquest cas les estructures de les escales fines de la image son les dominants i
aquesta estructura és lineal.

e Representacio de la imatge per una segmentacio, és a dir, la descomposicio de

la imatge en regions homogenies separades per fronteres o contorns. La nocio
de contorn va lligada a la noci6 de discontinuitat i aquests contorns han estat
considerats, i encara ho son en molts de casos, com als objectes basics de la
imatge. Un resum dels models relacionats amb I’analisi variacional per a la
definici6 de la noci6é de contorn, el podem trobar en [15], on s’argumenta que
tots els metodes de deteccio de contorns son variacionals. La idea de contorn
basat en la discontinuitat de la imatge no imposa cap restriccio sobre el salt,
pero en la practica no ho podem calcular si no fixam la intensitat del contrast
en els contorns, normalment un valor constant per a tota la imatge. Aquest
criteri no és invariant respecte als canvis de contrast. Més encara, els classics
detectors de contorns basicament consisteixen en la convoluci6 de la imatge u
amb un nucli k, seguit per un detector de contorns de tipus diferencial. Llavors
si g ésno lineal, k x (g(u)) # g(k x u).
La morfologia matematica ofereix una alternativa: descompondre una imatge
u en els seus conjunts de nivell, aix0 és, en els conjunts Xju = {x € R?: u(x) =
A}, A € R, i els conjunts X, s’anomenen conjunts de nivell de u. Una imatge
pot ser reconstruida a partir dels conjunts de nivell per la formula:

u(x) = sup{A,u(x) > A} = sup{A,x € X, u}.

La descomposicio és, per tant, no lineal i redueix la imatge a una familia de
conjunts al pla {X,}. Obviament, si transformam la imatge u en g(u) on g és
una funcio6 creixent, entesa com a una funci6 de contrast, llavors els conjunts
de nivell de g(u) son els mateixos que u. Anem, doncs, a definir el mapa
topografic associat auna imatge i a enunciar el resultat sobre la seva invariancia
per canvis de contrast locals (vegeu [4]).

Sigui O un domini en R2. Sigui u: Q — R una imatge, és a dir, una funcioé mesu-
rable i fitada.

1 DEFINICIO Donada una imatge u, anomenarem conjunts de nivell superiors de u
els conjunts de la forma [u = A], on A € R.

2 DEFINICIO El mapa topogrdfic superior d’una imatge és el conjunt format pels com-
ponents connexos dels conjunts de nivell de u, [u > A], A € R.

Notem que, per la formula anterior, el mapa topografic superior associat amb u
determina de manera tnica la funcié u. També podriem treballar amb els conjunts
de nivell inferiors de u, [u < A].

Anomenam linies de nivell de u les fronteres dels conjunts de nivell superiors de
u. Si suposam que podem determinar els conjunts de nivell de u a partir de les seves
fronteres, les linies de nivell, llavors podem redefinir el mapa topografic de u com la
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familia de les linies de nivell de u. Aquest és el cas si la nostra imatge té la propietat
que per a cada conjunt de nivell [u > A], A € R, la frontera 0[u > A] és donada
com la uni6 numerable o finita de corbes de Jordan tancades. Llavors, les linies de
nivell orientades defineixen els conjunts de nivell i, aixi, la funci6 u. Aquest fet
restringeix el nostre model funcional per imatges continues pero no representa cap
restriccio al mon de les imatges digitals. De fet, en el camp discret podem associar
a cada conjunt de nivell un unic conjunt finit de corbes orientades de Jordan, les
quals defineixen la seva frontera i, reciprocament, el conjunt de nivell es defineix de
manera Unica a partir de les seves corbes de Jordan. En aquest cas, les anomenarem
corbes de la imatge. En el que segueix, suposarem que aquestes corbes de nivell
existeixen, bé sigui perque la imatge és discreta o bé perqué pertany a un espai
adequat de funcions.

3 DEFINICIO Si u pertany a un espai de funcions tal que cada component connex
d’un conjunt de nivell és fitat per un conjunt numerable o finit de corbes de Jordan
orientades, llavors anomenarem mapa topografic de u la familia d’aquestes corbes
de Jordan.

Noteu que, quan visualitzam el mapa topografic, tan sols visualitzarem les corbes
de Jordan sense especificar els seus nivells A o la seva orientacio. Evidentment, per
al cas de la reconstrucio6 de la imatge de u, necessitam aquesta informacio.

Si suposam que els conjunts de nivell son subconjunts tancats de Cacciopoli de
R2, aix0 és, conjunts tancats els quals tenen llargaria finita, llavors la seva frontera
essencial és una uni6é numerable o finita de corbes tancades de Jordan i, possible-
ment, un conjunt de mesura de Hausdorf H! nuHa. En aquest cas, podem descriure
els components connexos dels conjunts de nivell per la seva frontera. Aquest és un
cas interessant perque cobreix el cas de les funcions de variacio fitada, o simplement
de classe BV, les quals han estat emprades en certs models de les imatges, com per
exemple en el cas de la deteccié de contorns, realcament de la imatge, etc. De fet,
si u € BV (Q), llavors gairebé tots els conjunts de nivell [u > A] s6n conjunts de
Cacciopoli i el mapa topografic de u pot ser descrit en termes de les linies de nivell
de u, per la formula de la reconstruccio.

3.1 Propietats d’invariancia del mapa topografic superior

Provarem que el mapa topografic és invariant per contrast. Sigui Q un domini en el
pla (per exemple, un rectangle). Donada una imatge u: Q - R, A e Rix € [u = A},
denotarem per cc([u = A], x) el component connex de [© > A] en Q que conté a x.

4 DEFINICIO Direm que una aplicacio multivaluada h: Q x R — P(R) és una multi-
funcié monotona si

MM1) h(x,A) és un interval de R per a qualsevol x € Q i A € R.
Sigui h= (., A) = inf{u: u € h(x,A)}, h*(,,A) = sup{u: u € h(x,A)}.
MM2) SiA > u, llavors o bé h(x,A) = h(x,u) obé h*(.,u) <h (., A).
MM3) u,crh(x,A) és un interval de R.
5 DEFINICIO Sigui u: Q — [a,b] una imatge i sigui {X,: A € [a,b]} la familia dels

seus conjunts de nivell. Direm que una aplicacio multivaluada h: QO x R — P(R) és
un canvi de contrast local per a u si
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H1) h és una multifuncio monotona tal que per a cada A € R, h=(.,,A), h™(.,A) son
mesurables en Q.

H2) Siu(x) <A, llavors h* (x,u(x)) = h (x,A) <h*(x,A),x € Q, A € R.

H3) h*(x,A) = h*(y,A) per a tot x,y pertanyent al mateix component connex de
[u=A],AeR.

H4) Siguiv(x) = h*(x,u(x)). Siy € cc([v = ul,x) onu € h(x,A), x € Q, A € R,
llavors h(x,A) = h(y,A).

6 DEFINICIO ([6]) Siguiu: Q — [a,b] una imatge. Divem que v és una representacio
local de u si existeix algun canvi de contrast local h tal que v(x) = h*(x,u(x)),
x € Q.

La seglient proposicié prova que els canvis de contrast locals preserven el mapa
topografic superior i per lo tant, el mapa topografic.

7 PROPOSICIO Siguiu: Q — [a,b] isiguiv(x) = h*(x,u(x)), x € Q, una represen-
tacio local de u. Llavors:

) vix) = supth™(x,A): x € Xpu}, x € Q. Amés, x € Xyu si i només si x €
Xh(X’;\)U, xeQ,AeR.

ii) v és una funcio mesurable.

iii) Siguil (resp. I'') un component connex de [v > u] (resp. [u = A]) el qual conté x
iu=nh*(x,A). LlavorsT =T1".

iv) Per a cada component connex X de [u > A] existeix yu i un component connex Y
de Y, tal que X =Y iinversament.

El proper resultat ens diu que si dues imatges tenen el mateix mapa topografic
superior, llavors estan relacionades per un canvi de contrast local. En aquest cas,
les imatges poden ser considerades com a classes d’equivalencia de funcions, modul
canvis de contrast local.

8 TEOREMA Siguinu,v: R™ — R dues funcions mesurables i fitades (imatges), i siguin
X\, respectivament Yy, la familia dels seus conjunts de nivell. Donat un conjunt de
nivell X, (o Y)) i un punt x € R", suposem que per a cada component connex X de
X, existeix yu i un component connex Y de Y, tal que X =Y i aixo mateix amb X, i
Y, intercanviats. Llavors existeix un canvi de contrast local g(x,A) tal que v(x) =
9" (x,u(x)).

Una interpretacio intuitiva del mapa topografic pot ser donada per les seglients
equivalencies:

« Components connexos dels conjunts de nivell = Unio booleana d’objectes fisics.
e Linies de nivell = Concatenaci6 de trossos de fronteres d’objectes fisics.

¢ Juncions alineades = Frontera en oclusio.
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3.2 Les singularitats de Kanizsa: les juncions en T

Notem que en el procés de formacié de la imatge, ja sigui continua o digital, hi pot
haver un canvi de contrast desconegut i no recuperable. Amb I'estructura donada
pel mapa topografic, laimatge s’ha reduit a uns objectes que so6n invariants respecte
als canvis de contrast, els components connexos dels conjunts de nivell de la imatge.
A més, en el cas de les imatges digitals i per a segons quins espais de funcions en
el cas analitic, el mapa topografic d'una image pot ser descrit per la familia de les
seves corbes de nivell.

P
m |
a) b)

2)

FIGURA 2: Analisi en relleu de la informaci6 de la imatge.
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La figura anterior és una mostra d'una imatge generada per una oclusié. En aquest
cas, un disc gris és parcialment tapat per un quadrat meés obscur. La figura b) ens
dona una perspectiva d’aquest relleu. La imatge a) representa el quadrat sobre el
disc i és una projeccio de la figura b). Les figures c¢) i d) son dos conjunts de nivell
a diferents nivells del relleu donat per b). Les figures e) i f) son les fronteres dels
conjunts de nivell o les corbes de nivell de la imatge, aixi com ho hem definit abans.
Finalment la figura g) ens dona la superposicio de les dues linies de nivell e) i f).
En aquest cas apareixen dues lletres T, o juncions, i I’estructura que es dona és la
seglient: Hi ha una part comu a les dues linies de nivell diferents i dues parts que no
son comuns. Llavors a partir d’aqui podem deduir que una juncié en T es produeix,
quan es té un primer contorn, un segon que arriba fins el primer i es tallen, de tal
manera que el primer es comporta com la barra horitzontal de la T i el segon, com la
barra vertical. Basat en la teoria de Kanizsa, podem definir les parts significatives de
les imatges com el resultat d'una segmentacio de les linies de nivell per les juncions
enT.

Llavors a partir d’aqui podem enunciar ’algorisme:

o Calcular els conjunts de nivell.
e Calcular les linies de nivell, o fronteres dels conjunts de nivell.

e Comparar dues a dues aquestes linies de nivell per trobar els punts on bifur-
quen i donen lloc als punts de juncio en T.

3.3 Calcul de les linies de nivell i juncions sobre les imatges digitals

En una imatge digital, els conjunts de nivell sén calculats per un simple llindar A
i en la tecnologia actual, A = 0,1,2,...,255, aixi que podem associar a la imatge
digital 255 nivells de grisos diferents. Les corbes de Jordan frontera dels conjunts
de nivell, les linies de nivell, son facilment calculables per un algorisme de calcul de
contorns, el qual ens dona cadenes de segments verticals o horitzontals limitant els
pixels.

A nivell discret, definirem les juncions en T, com a qualsevol punt de la imatge
plana a on dues linies de nivell (amb nivells diferents A) es troben. Es a dir, con-
siderarem que es troben en un punt si les linies de nivell divergeixen de manera
significativa 'una de I'altra. Llavors per poder distingir aquesta situacié de la situ-
acio en la qual dues linies de nivell paraleles es troben en diferents punts a causa
dels efectes de la quantificacio, decidim tenir en compte una junci6 en T sii I'area de
Pobjecte que se superposa A, I'area de l'objecte ocult B i 'area del fons, son suficient-
ment grans, és a dir, més grans que un cert llindar que imposarem. En qualsevol cas,
el llindar d’area només depén dels parametres de quantificacié de la imatge digital i
tendeix idealment a zero quan la qualitat de la imatge tendeix a infinit. A més, aquest
llindar d’area ens delimita la talla dels objectes que consideram en aquesta analisi.
Llavors, a partir d’aquestes premisses, I’'algorisme per a la deteccio de juncions, és
el seglient:
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Imatge 3.1 Imatge 3.2

Imatge 3.5

FIGURA 3: Experiment del mapa topografic. La imatge original El cami-
nant (autor: Paco Perales) és la imatge 3.1. La imatge 3.2 mostra el mapa
topografic de la imatge 3.1 per les linies de nivell multiples de 2. A la
imatge 3.3, el mateix pero pels multiples de 10. La imatge 3.4 és la imatge
original i la imatge 3.5 mostra el mapa topografic de la imatge 3.4, pels
multiples de 30.
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Algorisme de detecci6 de juncions en T

Fixem un llindar d’area n (a la practica, n = 40 pixels sembla suficient per
eliminar juncions associades a arees molt petites) i un llindar b (a la practica,
b = 2 és suficient per eliminar els efectes de la quantificacio dels nivells de
grisos).

A qualsevol punt x on dues linies de nivell es troben: definim Ag < pg el valor
minim i el valor maxim de u dins I’entorn de 4-pixels al voltant del punt x.

Denotam per L, el component connex de x en el conjunt {y,u(y) < A} i per
M, el component connex de x en el conjunt {y,u(y) = u}. Calculam el més
petit A > Ap tal que 'area de L) és més gran que n. Anomenam aquest valor
A1. Trobam el més gran p, A1 < pu < o, tal que I'area de M, és més gran que n.
Anomenam aquest valor uy. Si y; — Ay = 2b, i siel conjunt {y,u; - b = u(y) =
A1 + b} té un component connex el qual conté el punt x amb area més gran
que n, aleshores ens quedam x com un punt de juncio.

L. |
Imatge 4.1 Imatge 4.2
N
'm : 1
Imatge 4.3 Imatge 4.4

FIGURA 4: Experiment pel calcul de les juncions a partir de 'algorisme an-
terior per diferents valors dels parametres n i b. En aquest experiment,
imatge 4.1 és la imatge original. La imatge 4.2 ens mostra el calcul de les
juncions amb un llindar d’area n = 100 i el parametre de quantificacio b = 2.
A la imatge 4.3, n = 100 i b = 4. Finalment, a la imatge 4.4, n=40ib = 2.
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Una vegada definit el mapa topografic i enunciat 1’algorisme per al calcul de les
juncions en T, és evident que tenim molta informacio, i llavors el problema és com
podem destriar la informacié més basica del mapa respecte a la secundaria. Aquest

fet ens porta a donar una possible resposta per als objectes basics associats a I’'analisi
d’imatges:

Els objectes basics de la imatge son les juncions en T i les parts de les linies de nivell
que junten aquestes singularitats.

3.3.2 Visualitzaciéo del mapa topografic Es clar que l'estructura del mapa to-
pografic conté tota la informacio. Pero per tal de visualitzar aquesta estructura,
podem definir diferents estratégies que ens permeten simplificar el mapa topografic
sense perdre la informacio6 basica de les principals linies de nivell i juncions.

Imatge 5.3 Imatge 5.4

FIGURA 5: La imatge 5.1 és la imatge 3.4 en la qual s’han eliminat tots els
components connexos extremals d’area menor que 80 pixels. La imatge 5.2
mostra les linies de nivell de la imatge 5.1 que sén multiples de 20 (quan-
titzaci6). La imatge 5.3 és la imatge original i la imatge 5.4 és la imatge 5.3
després d’eliminar tots els components connexos extremals d’area menor
que 100 pixels.
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e Una primera eina per al filtratge de la imatge és I'aplicaci6 de 1’algorisme de
Vincent-Serra [18]. Aquest algorisme invariant pel canvi de contrast elimina
tots els components connexos extremals de la imatge que tinguin area menor
que un cert nombre de pixels, normalment entre 10 o 30 pixels depenent de la
talla de la imatge.

e Un altre cami en la simplificaci6 del mapa topografic és donat pel procés de
quantitzacio. En aquest cas, s’intenta extreure la informacié redundant que hi
pugui haver al mapa topografic, particularment al cas de contorns on es pot
tenir una acumulaci6 de linies de nivell. Per aixo es presenten les linies de
nivell multiples d'un cert factor i, en conseqiiéncia, eliminam totes les altres.
Aquesta informacio6 eliminada pot ser important, pero el que es pretén és oferir
una representacioé parcial pero coherent de I'estructura de la imatge.

4 Filtratge de la imatge preservant les singularitats de Kanizsa

4.1 El model de I’scale-space

En aquesta primera part del treball s’ha presentat el mapa topografic com I'estruc-
tura basica de la imatge invariant per canvis de contrast locals. Donada una imatge,
el problema que es planteja quan es proposa trobar les estructures, els objectes, les
linies, etc., que componen la imatge mateixa, €s un problema de dificil solucio. Que
entenem nosaltres mateixos per objecte o per linia per intentar-ho definir amb un
algorisme i detectar-ho?

Imatge 6.1 Imatge 6.2

FIGURA 6: Experiment en l'aplicacié de I'equacio de la calor. En aquest
experiment, la imatge imatge 6.1 és la imatge original. La imatge 6.2 és el
resultat d’aplicar I'’equaci6 de la calor a la imatge 6.1 fins al temps t = 20.

La teoria classica esta basada en la deteccio dels contorns utilitzant la informacio
que ens donen els gradients alts associats a la imatge. Es a dir, donada una imatge,
podem calcular els gradients a cada punt i llavors considerar que estem en un punt
de contorn si el valor absolut del gradient és gran. Perd si ho fem directament sobre
la imatge, podem trobar punts de gradient alt, per6 que estiguin associats al renou.
Llavors una solucio per extreure aquesta informacio de la imatge és usar un filtre
lineal. El filtre lineal més conegut és la convolucié amb la funcié gaussiana, i va ser
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Koenderink ([12]) el que va adonar-se que la convolucié amb la gaussiana era equi-
valent a resoldre I'equaci6 de la calor. Després de passar aquest filtre lineal, es pot
aplicar 'operador gradient per trobar els punts on el gradient és alt (veure [13]). Es
evident, que depenent de quina variancia té la gaussiana, el resultant pot ser molt
diferent, és a dir, la imatge estara més o menys filtrada i per tant els detalls de la
imatge poden quedar difuminats segons I’escala. Aquesta és la idea de 'anome-
nada analisi multiescala, que discutirem després. Si pensam en I’equaci6 de la calor,
agafam com a condici6 inicial la imatge i si cercam la solucié convolucionant amb
la gaussiana, el resultat sera molt diferent depenent del temps alla on ens aturem.
Asimptoticament, quan el temps tendeix a infinit, la soluci6 tendeix a una constant.

En general, per calcular estructures en una imatge u(x, ), (x,y) € R?, la teoria
de I'scale-space o analisi multiescala proposa reemplacar la imatge original per una
versio filtrada u(t, x, y) (vegeu [19]). Com Witkin remarca, els contorns aixi trobats
depenen de I'escala de la gaussiana. El parametre d’escala, que denotam per t, me-
sura el grau de filtratge que nosaltres volem donar a la imatge. Notem que per a
t = 0 ens referim a la imatge original i per a u(t, x,y) a la imatge filtrada al temps
t. Ha estat provat en un treball d’Alvarez-Guichard-Lions-Morel [1], que el procés
de filtratge local és representat per solucions d’equacions diferencials de tipus pa-
rabolic, amb condici6 inicial u (0, x, y) = u(x, y), laimatge que volem analitzar. Per
distingir els diferents models que hi ha dins la teoria de I’scale-space, es tenen en
compte les propietats d’invariancia de I'operador associat a I’equacié en derivades
parcials: afi, morfologic o de contrast, etc. Aquest fet esta en correspondeéncia amb
les propietats que li demanam a un bon model, que aplicam al filtratge de les imat-
ges: que sigui invariant per una transformacio afi de la imatge, que sigui invariant
pels canvis de contrast aplicats a la imatge, etc. A partir de les diferents equacions
proposades en la literatura, donem tres exemples, a causa de la seva invariancia
respecte a algunes propietats descrites anteriorment.

e L’equacio de la calor [19]:

ou
i Au (4)

e L’equacio de la curvatura mitja (equaci6 d’Osher-Sethian [16], vegeu també [11])

ou
3" |Dul| curv(u) (5)

o El model AMSS ([17], [1])

ou

e [Dul(curv(u))3 (6)

on Au = g% + 22712 és la Laplaciana de u(t, x, y) respecte a les variables (x, y),

Du = (g—fc‘, g—;) denota el gradient espacial de u, |[Du| és la norma euclidiana

de Du i curv(u) = div(‘g—zl), la curvatura de les linies de nivell de u, div =

% + % és 'operador divergencia. Esta provat en [1] que 'equaci6 de la calor

és I'inica equacio6 lineal isotropica dels models de scale-space, mentre que el
model donat per I’AMSS és I'inic model invariant per contrast i invariant afi
dins els models donats per I'scale-space (vegeu tambeé [17]). En el context de



78 V. Caselles, B. Coll, J. M. Morel

I’scale-space, invariant per contrast significa que I'operador de filtratge T;: u —
u(t) = Tru commuta amb qualsevol canvi de contrast u — g(u), on g és
qualsevol funcio6 real no decreixent. L'equacié d’Osher-Sethian és com un cas
intermedi, en que les dues son quasilineals i invariants per contrast.

El problema que ens plantejam és el seglient: hem de filtrar primer de tot la
imatge per uns d’aquests models per després intentar cercar les estructures basiques
de la imatge com per exemple les juncions? En primer lloc, qualsevol d’aquests
models no té en compte la simetria de les juncions en T. A més, amb el filtratge de
la imatge perdem informacié que després no podem recuperar, les juncions en T
es queden desplacades o bé perdem la seva informacio, ja que les juncions sén un
tipus de singularitat inherents al mateix procés de formacié de la imatge. Per una
altra part, sabem que I'algorisme que hem donat per al calcul de juncions en T és
invariant per contrast, que és un dels principis basics dins I’analisi d’imatges.

Llavors, el que proposam és detectar les singularitats de la imatge, previament
a qualsevol procés de scale-space que li vulguem aplicar. Com ja hem dit abans,
el problema que se’ns planteja quan miram el mapa topografic és la quantitat d’in-
formaci6 que hi ha i les oscillacions que es donen a les linies de nivell que ajunten
les singularitats. Ja s’han donat uns models per a una millor visualitzacio: elimi-
nacio6 de linies de nivell petites i la quantitzacio. En el cas del filtratge multiescala o
scale-space, donada una linia de nivell que ajunta dues singularitats, podriem utilit-
zar I'scale-space aplicat a les corbes per suavitzar aquests trossos de linies de nivell
(vegeu [5]), pero fixant els extrems.

4.2 Models de filtratge per a imatges i corbes

El més invariant scale-space proposat en [1], és I'scale-space afimorfologic (AMSS),
aixo és, una equaci6 del tipus anterior la qual és invariant respecte als canvis de
contrast i a les transformacions afins de la imatge plana,

ou 3
e |Du|(curv(u))s (7)
M(O) = MUy,

on

Uxex (Uy)? = 2UxyUxUy + Uyy (Ux)?

curv(u)(x,y) = (x,y) (8)

(u2 +u3)?
és la curvatura de la linia de nivell que passa per (x, ). La interpretacié del model
AMSS és donada en [1] i correspon a la segiient equacié d’evolucio per corbes pro-

posada de manera independent en [17] i que anomenam ASS, o scale-space afiper
corbes

%—f(t,s) (curv(C(t,s)))57i(t,s)
C0,s) = Co(s),

©)

on C(0,s) és una corba inicial dins el pla i parametritzada per s, 7i(t,s) és el vec-
tor normal unitari a C(t,s) i curv(C(t,s)) la curvatura de la corba a C(t,s). La
relacio entre (AMSS) i (ASS) és formalment la seglient: (AMSS) mou totes les linies



Un model matematic per a I'analisi d’'imatges 79

de u(t,x,y) com si cada una d’elles es mogués pel model (ASS). A nivell matematic,
pero, existencia i unicitat no es donen al mateix grau. (AMSS) té una Unica soluci6 en
el sentit de les solucions de viscositat quan la condici6 inicial és continua. (ASS) té
una Unica solucio6 regular quan la corba inicial és convexa [17]. La major dificultat en
la classificacio proposada en [1] és la hipotesi que la imatge inicial uy(x) és continua
respecte a x. Sense aquesta hipotesi, el model (AMSS) i els relacionats models mor-
fologics perden consistencia matematica. Aquestes dificultats poden ésser obviades
si empram el meétode d’Osher-Sethian [16]: Si volem aplicar el model (AMSS) a una
imatge binaria i per tant, discontinua 1x, donada per la funci6 discontinua de X o
funci6 caracteristica, substituim la funcié que ens dona la distancia en signe 1x de
la imatge inicial ug a X, la qual es Lipschitz i t¢ X com a conjunt de nivell zero:
X ={x,up(x) < 0}.

Apliquem a u©g el model (AMSS) i definim I’evolucié de X com el conjunt de nivell
zero de u(t). Evans i Spruck [7] han provat que aquesta evolucié no depén de la
funci6 de distancia triada i coincideix amb (ASS) quan I’evolucio de la frontera de
X esta ben definida i és regular. En altres paraules, poden emprar (AMSS) o bé per
moviment de funcions continues o bé per moure un conjunt simple, o una corba
de Jordan simple, només movent la seva funci6 distancia. Si pensam en funcions
discontinues, podem deduir que I'’evolucio del (AMSS) sera ben definida només si ho
podem reduir al moviment conjunt de les corbes de nivell simples. La péerdua de
continuitat té pero una conseqiiencia: la simetria es romp quan dos fronts es troben
com és el cas de les juncions en T.

4.3 Un model de Kanizsa per a I’evolucio d’imatges

En primer lloc, una correcta descomposicié de la imatge implica una prévia seg-
mentacio6 de les linies de nivell. Després d’aquesta descomposicié donada pel mapa
topografic, només el filtratge donat per I'’equacio del tipus (AMSS) o (ASS) pot ser
aplicat. Aix6 implica que podem moure les linies de nivell (ja sigui per suavitzar el
mapa topogafic o bé per aplicar ’analisi donat pe I’scale-space), pero amb condicions
alafronterainternes: les linies de nivell, durant el seu moviment donat per I’equacio
d’evolucio, sén obligades a passar pels punts extrems, les juncions en T.

En el cas de les imatges digitals, el conjunt de juncions és finit. Anomenam
Z ={z1,22,...,2zn} aquest conjunt. D’acord amb la discussio previa, hem d’adaptar
el model d’evolucié donat per 'equacio (AMSS) a les imatges amb juncions en T.
Llavors

ALGORISME: Model de filtratge que preserva les juncions, invariant afi i invariant pels
canvis de contrast.

e Calcul de les juncions zi, z2,... , z, (per 'algorisme de detecci6 de juncions, el
qual és invariant afi).

e Moviment de cada un dels trossos de les corbes de nivell C que junten les jun-
cions pel model (ASS). Si la corba té punts extrems, es queden fixes i I’evolucio
donada pel (ASS) no permet a la corba creuar altres juncions. La corba final
despreés de la seva evoluci6 ve donada per C(t).

e A partir de les corbes C(t), es pot reconstruir una imatge filtrada, la qual té
les corbes C(t) com a linies de nivell i les z; com a juncions. Aquesta recons-
truccio6 és possible gracies a que el model (ASS) preserva la inclusié de corbes
(vegeu [2]).
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4.3.1 Discussio analitica de 'algorisme [’algorisme anterior és ben definit si es
prova que el model (ASS) és matematicament correcte; aquest punt pero, no esta
completament solucionat, com ja s’ha dit abans. Llavors considerem la variant del
model (AMSS) donat per ’equacio en derivades parcials que implementa I’algorisme.
Considerem la funci6 1z ¢ la qual és regular (és a dir, C*) i satisfa I'’equacio

1::(x,p) =1 (10)

si la distancia de (x,y) a Z és més gran que ¢ i

1ze(x,¥) =0 (11)

si la distancia de (x,y) a Z és més petita que % i0 <1z, <1 en qualsevol altre cas.
Llavors el model considerat és

(AMSS) aa—bt‘ = 1;./Du| (curv(u))s. (12)

Aleshores, com esta provat en [8], [9], (AMSS¢) té una Unica soluci6 de viscositat.

La interpretacio de (AMSS,) és essencialmet basada en la idea de preservar les

singularitats donades per Z i moure les linies de nivell de u amb punts extrems sobre
el conjunt de juncions Z per la variant del model (ASS) donat a I’algorisme anterior.
Notem que la velocitat d’aquestes linies de nivell és alterada en un entorn de radi €
del conjunt de juncions Z.
4.3.2 Analisi numeérica de les principals equacions Com s’ha discutit abans, el
model donat per (AMMS,) és el model correcte per ésser numericament implemen-
tat. Un esquema numeric per a ’equacié (AMSS) ha estat proposat per L. Alvarez i
F. Guichard [2], basat en un métode de diferencies finites.

Seguint aquest model, posam I'equaci6é (AMSS) en la forma

ur = (| vu |® curv(u))l/3 = (uiuxx — 2UxUyUxy + ULUyy) 3

Al nostre cas, per fixar I'evolucio dels punts de juncid, fem el segiient canvi: Si
(x,y) ésun vertex de la malla que pertany a Z, simplement fixam a ’esquema donat
els quatre pixels que enrevolten (x,y). Aquest petit canvi a I’esquema numeric té
dramatiques consequiencies en I’evolucio de la imatge dins I’scale-space, com veurem
en els experiments numerics.
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4.3.3 Experiments

Imatge 7.1 Imatge 7.2

Imatge 7.3 Imatge 7.4

Imatge 7.5 Imatge 7.6

FIGURA 7: Algorisme de deteccio de juncions i filtratge d'imatges que pre-
serva les singularitats de Kanizsa. La imatge original és la imatge 7.1 El
caminant. Imatge 7.2 dona el resultat de I'aplicacio de I’algorisme de de-
tecci6 de juncions aplicat a El caminant amb area n = 40 i llindar b = 2.
Les fronteres de les imatges generen gairebé una linia de juncions, com es
veu entre la silueta de I’'home i el fons de la imatge. Imatge 7.3: Analisi pel
model (AMSS) de la imatge 7.1 a I'escala t = 12. Imatge 7.4: L'algorisme
aplicat a la imatge 7.1, en la mateixa escala. Les juncions fixes son les de la
imatge 7.2. L'aplicaci6 de I'algorisme simplifica la forma de les linies de ni-
vell i permet una millor visualitzaci6 en I'organitzacié del mapa topografic
entre les juncions i les linies que junten juncions. Imatge 7.5: linies de ni-
vell multiples de 5 de la imatge original El caminant. Imatge 7.6 mostra les
linies de la imatge 7.4, multiples de 5.

81
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5 Conclusions

A partir d’'un model simple de generaci6 d’imatges, hem analitzat I’estructura del
mapa topografic com a estructura basica de la imatge invariant als canvis de contrast
local. En aquest sentit, el mapa topografic conté tota la informaci6 de la imatge, amb
un algorisme de reconstruccio tan sols guardant la informaci6 dels nivells de gris
i I'orientacié de cada linia de nivell. Podem de fet simplificar aquesta informaci6
eliminant totes les corbes de nivell petites respecte a un cert llindar o parametre,
0 bé per un procés de quantitzacio. Per una altra part, I'estructura de les linies de
nivell posa en evidencia I’estructura dels objectes en oclusio, i dona lloc a les juncions
en T. Aquestes singularitats resulten ser fonamentals en la generacio d’imatges per
oclusions o transparencies d’objectes 3D.

S’ha presentat la teoria de I’scale-space com a un model per calcular les diferents
estructures de tamanys diversos que es troben en una imatge. Pero aquests models
de filtratge no tenen en compte les singularitats de la imatge, com és el cas de les
juncions en T. Una possible solucié passaria per detectar aquestes singularitats de
la imatge, com a pas previ a qualsevol procés de scale-space que li vulguem aplicar.
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