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Equacions en derivades parcials estocastiques
pertorbades per un soroll blanc*

DAVID NUALART

L’objectiu d’aquesta xerrada ha estat presentar alguns dels problemes i resultats
principals que s’han obtingut en l'estudi de les equacions en derivades parcials
estocastiques pertorbades per un soroll blanc en espai i temps. Ens hem centrat
en l'equaci6é de la calor unidimensional, que és potser ’exemple que s’ha analit-
zat amb més detall. La solucié d’aquest tipus d’equacions és un camp aleatori
{u(t,x),t > 0,x € R}, és adir, peracadat > 0icada x € R, u(t,x) és una variable
aleatoria en lloc d'un nombre real. Les trajectories d’aquest camp aleatori, o sigui, les
funcions (t,x) — u(t,x), son funcions Holder continues en temps i en espai d’or-
dres % —-€i % — €, respectivament, per a tot € > 0. Veurem també que la introducci6
de pertorbacions aleatories pot portar fenomens interessants, com la possibilitat
de resoldre equacions amb coeficients mesurables i afitats, o sigui, que no tinguin
necessariament la propietat de Lipschitz usual. Al llarg de la conferéncia descriu-
rem algunes d’aquestes propietats i indicarem també alguns problemes oberts dins
d’aquesta teoria.

1 Equacio de la calor amb soroll additiu

Considerem una barra de longitud L que es manté aillada, pero de manera que els
seus extrems estiguin sempre a la temperatura de zero graus. Si representem per
u(t,x) la temperatura a I'instant ¢t en el punt d’abscissa x de la barra i suposem
que la distribuci6 inicial de temperatures és donada per la funcié ug(x), aleshores,
u(t,x) satisfa I'’equaci6 de la calor en I'interval (0, L), amb condicions de Dirichlet
a la frontera, és a dir

ou _
o0 ox¥’
u(t,0) = wu(t,L)=0, (1.1)
u(0,x) = up(x).

* Conferéncia pronunciada a la Primera Trobada Matematica de la Societat Catalana de Matematiques,
mar¢ 1998.
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La soluci6 d’aquesta equacio és

L
u(t,x) = Jo Ge(x,y)uo(y)dy,

on G (x,y) és la solucio fonamental de I'equacio6 de la calor en l'interval (0, L) amb
condicions de Dirichlet a la frontera. Aixo vol dir que G;(x, y) és la soluci6 corres-
ponent a la condici6 inicial 6, (x) que fisicament representa un impuls de calor en
el punt y. Formalment, quan t tendeix a zero G¢(-,y) convergeix cap a la mesura
0, en el sentit de les distribucions.

La funci6 G(x,y) admet la seglient interpretaci6 probabilista. Sigui {B;,t > 0}
un moviment brownia de variancia 2 que surt del punt y € (0,L). Aixo vol dir que
{B¢,t = 0} ésuna familia de variables aleatories, definides en un espai de probabilitat
(Q, F,P), que compleix les seglients condicions:

i) Bo =Y.

ii) Peratot 0 < s < t, I'increment By — B té una llei normal centrada amb variancia
2(t — s) i és independent de la familia de variables {B;,0 < u < s}.

iii) Les trajectories del procés estocastic B; soén funcions continues de la variable t.

Aleshores x — G;(x,y) és la densitat de probabilitat de la variable aleatoria B;
suposant que fins a l'instant t el moviment brownia s’ha mantingut dins de l'interval
[0, L]. Es a dir, la probabilitat que B; pertanyi a un subconjunt mesurable D de [0, L]
ique {B;,0 <s <t} c[0,L] ésigual a la integral de la funci6 x — G;(x,y) en el
conjunt D:

P ({B: € D} n {Bs € [0,L], per atot s €[0,t]}) = J Gi(x,y)dx.
D
D’aquesta representacio probabilista es dedueix que
J Gi(x,y)dx <P {B; € D}, (1.2)
D

per a tot borelia B de [0, L]. Tenint en compte que B; té una llei normal N (y, 2t), de
la desigualtat (1.2) deduim

1 _x-)?
P

VATt ’

Gi(x,y) < (1.3)
per a tot x,y € [0, L].
L’expressio explicita del nucli G;(x, y) és la segiient:

+ 00

1 _( —x-2nL)2 _( +x-2nL)2
Gt(x,y)=ﬁ Z (e T —e )
N=—c0
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La grafica de la funci6 G;(x,y) perx =0,3,L =110 <t <0,05, és
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Volem pertorbar I’equacié (1.1) per un soroll blanc gaussia additiu. Per tal de
descriure aquesta pertorbacié explicarem primer qué s’entén per un soroll blanc
gaussia en espai i temps. Formalment un soroll blanc gaussia en espai i temps és
una familia de variables aleatories independents

{W(t,x), t>0,x€ [O,L]}

definides en un espai de probabilitat (Q, F,P) de manera que tenen lleis normals
centrades amb covariancia

E(W(t,x)W(s,y)) = 8(t —5)6(x - ¥).

Aixo implica que la variancia de cada variable W (t, x) ha de ser infinita, i per tant un
procés estocastic d’aquest tipus no existeix en el sentit ordinari. Per tal de donar una
formulaci6 rigorosa a aquest concepte cal considerar per cada borelia A c [0, «) X
[0, L] amb mesura de Lebesgue finita, |A| < o, la integral

W(A) = JA W (t,x)dt dx

(ue sera una variable aleatoria amb llei normal centrada de variancia |A|. D’aquesta
manera en lloc de treballar amb el conjunt de variables aleatories formals {W(t, X),

t >0,x €[0,L]}, considerarem la familia de variables aleatories {W (A)}, i introdui-
rem la segiient definicio:

1 DEFINICIO Direm que una familia de variables aleatories
{W(A),A C B([0,) x [0,L]), |A] < oo}
és un soroll blanc gaussia en espai i temps si es compleixen les condicions segtients:

i) W(A) té llei normal centrada de variancia |A| .
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ii) SiAy,...,Ay son borelians de mesura finita continguts en [0, o) x[0, L] i disjunts
dos a dos, aleshores, les variables W (A1), ... ,W(Ay) son independents.

iii) W(AU B) = W(A) + W(B), si A i B son disjunts.

L’aplicacié que fa correspondre la variable W(A) a la funcié indicatriu 14 es
pot estendre a una isometria lineal entre els espais de Hilbert L2([0, o) x [0,L])
i L2(Q, F,P). La imatge d’'una funcio f per aquesta isometria sera una variable
aleatoria que indicarem per W(f) i que té llei normal centrada amb variancia
IS [& £2(t, x)dxdt. També s’utilitza la notacio

0 L
W(f) = L) Jo S, x)W(dt,dx), (1.4)

i es diu que W(f) és la integral estocastica de la funci6 f respecte a la mesura
aleatoria W.
L’equacio (1.1) pertorbada pel soroll blanc W es formulara de la manera seglient:

2 .
%—;‘ - 27’;+W(t,x)
u(t,0) = wu(t,L)=0, (1.5)
u0,x) = uoplx).

La soluci6 d’aquesta equacio, si W (t,x) fos una funcio real afitada, seria

L t (L _
u(t,x) = L) Gi(x,y)uo(y)dy + Jo Jo Gi_s(x,y)W(s,y)dyds. (1.6)

A partir de la desigualtat (1.3) es dedueix facilment que G;_;(x,y) com a funcio6 de
les variables (s,y) és de quadrat integrable:

A

t L 5 t oL 1 (x-1)2
1 oy
Jo Jo Ciseyydyds < L) jo an(t-9)° Ty ds

fL@o
0 221 (t - 5) '

Per tant, la integral fé IOL Gi_s(x,y)W(s,y)dy ds es pot interpretar com una integral
estocastica del tipus (1.4) amb la notaci6

t (L
W(Gt-.(x,-)) = L) L) Gi_s(x,y)W(ds,dy).

D’aquestamanera u(t, x) definit per (1.6) sera una variable aleatoria amb llei normal
de mitjana fOL Ge(x,y)uo(y)dy ivariancia fé IOL G? (x,y)dyds.

L’estudi d’equacions en derivades parcials del tipus (1.5) pertorbades per un so-
roll blanc en espai i temps esta motivat per la necessitat de disposar de models
matematics per fenomens on apareixen impulsos instantanis de forma aleatoria, en
espai i en temps. El segiient fenomen de neurofisiologia n’és un exemple.

EXEMPLE: Considerem una neurona, que de manera molt simplificada imaginarem
com un cilindre prim de llargada L. Suposarem que les distancies longitudinals
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son d'un ordre de grandaria superior al diametre del cilindre, i designarem per
V(t,x) el potencial electric en la membrana en el punt d’abscissa x € [0,L] a I'ins-
tant t. Aquest potencial satisfa aproximadament ’equaci6 del cable %—‘t/ = g% -V,
en abséncia d’estimuls exteriors i amb condicions inicials i a la vora adequades. En
aquesta equacio hem pres els coeficients iguals a la unitat, i aixo es pot fer mesurant
les diferents magnituds fisiques en les unitats adequades (la de temps és de 5x 103
segons i la d’espai és de 700 micres).

La superficie de laneurona esta recoberta de sinapses a través de les quals rep im-
pulsos eléectrics que poden ser positius (excitacid) o negatius (inhibici6). Si I'impuls
que arriba a l'instant ¢ en el punt d’abscissa x és F(t,x), aleshores V sera solucio
de I'’equacié no homogeénia

2
%_‘t/ = 37‘; -V +F(t,x).
Els impulsos arriben de manera aleatoria i es poden modelitzar per un procés de
Poisson puntual. D’altra banda, com els impulsos son en general petits i molt nom-
brosos podem suposar que F(t,x) es descompon en la suma F(t,x) + W(t,x), on
F(t,x) és deterministai W (t,x), és un soroll blanc en espai i temps. La resposta de
la neurona a un impuls pot dependre del potencial en el punt, i per aixo, en lloc de
W (t,x), ens pot interessar tenir un terme de la forma g(V)W (t, x). Aix0 ens dona
un exemple d’equaci6 no lineal.

Un objectiu d’interes dins d’aquest model és la llei de probabilitat de l'instant

d’arribada del potencial a un nivell fixat.

1.1 Cas multidimensional

Suposem ara que la variable d’espai x pertany a un domini afitat D de R4, en lloc
de l'interval [0,L]. L’equaci6 de la calor en el domini D, pertorbada per un soroll
blanc gaussia W(A) en espai i temps, i amb condicions de Dirichlet a la vora de D,
s’escriura

ou

5 - Au + W(t,x),
ulpp = 0, (1.7)
u0,x) = uoplx).

Com abans, si G¢(x,y) denota la solucié fonamental de I’equaci6 de la calor en el
domini D amb condicions de Dirichlet a la vora, la solucio6 de (1.7) sera

t
w(t,x) = jD Ge(x, ) uo(y)dy + JO JD G (x, Y)W (s, )d ds.

Ara bé, en el cas d > 1 la soluci6 G;_s(x,?y) com a funcié de les variables (s, y)
no és de quadrat integrable en [0, t] x D, ja que utilitzant les minoracions del nucli
Gt(x,y) obtenim

v

t : .
J J Gis(x,y)dy ds CJ J (t —5) e T dy ds
0P 0 JB(x,r)

v

t
c’j s742g3¢ = o,
0
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on la bola B(x,r) esta inclosa en I'interior de D. Aixo vol dir que la solucié u(t, x)
és un procés estocastic generalitzat, i com en el cas del soroll blanc W (t,x), per
tal de tenir variables aleatories amb variancia finita hem de considerar les integrals
Jpu(t,x)@(x)dx, on @ € C§ (D) és una funci6 infinitament diferenciable amb su-
port inclos a D. La integral [, u(t,x)@ (x)dx tindra llei normal amb variancia

L)t L) (JD Gts(X,y)q?(x)dx>2 dyds < o.

La teoria dels processos estocastics generalitzats ha permes estudiar equacions
en derivades parcials estocastiques pertorbades per un soroll blanc additiu en espai
i temps en dimensié d > 1. Malauradament, les equacions no lineals no es poden
analitzar amb aquesta técnica ja que no se sap com definir la composicié duna
funcio6 no lineal amb una distribuci6. Un exemple d’equacié no lineal que apareix en
determinats fenomens de la fisica és I’equacio6 de la calor, amb un potencial aleatori
depenent del temps:

ou
ot
A la referéncia [14] Nualart i Zakai demostren que si d > 1 la solucié de (1.8)

es pot expressar com una serie d’integrals estocastiques multiples amb nuclis de
LP([0,T] x R%) on p < %:

=Au +uW(t,x), x € R4, (1.8)

u(t,x) = > In(fu(-, t,x)).

n=0

Utilitzant els coeficients en la base dels polinomis d’Hermite multidimensionals,
Nualart i Rozovskii [13] demostren que u(t,x) pertany a un cert espai de varia-
bles aleatories generalitzades. Citem també la monografia de Holden, Oksendal,
Ubge i Zhang [8] on s’analitzen diversos tipus d’equacions en derivades parcials
estocastiques mitjancant la teoria de les distribucions d’Hida.

2 Equacio de la calor estocastica unidimensional no lineal

En aquest apartat introduirem termes no lineals a ’equaci6é (1.5). Suposem que
f,9:10,0) x [0,L] x R — R séon funcions mesurables que compleixen la condici6o
seglient de creixement lineal:

|f(t,x,2)| +|g(t,x,z)| <K(1 +|z]). (2.9)

Considerem I'’equacio de la calor estocastica amb condicions de Dirichlet a I'interval
[0,L]:

2
88—1; = 271;+f(t,x,u(t,x))+g(t,x,u(t,x))W(t,x),

u(t,0) = wu(t,L)=0, (2.10)

u(0,x) = uo(x),

on W(t,x) és un soroll blanc en espai i temps. Si utilitzem el mateix métode que
en el cas lineal, mitjancant la solucié fonamental G;(x, y) de ’equacié de la calor en
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I'interval [0, L] amb condicions de Dirichlet a la vora, podem transformar 1'equacio
formal (2.10) en I'’equaci6 integral segiient:

L
ut,x) = jo Gi(x, ) (1) dy
t ~L
+J J Gi_s(x,y)f(u(s,y))dyds (2.11)
0Jo

t oL
+J j Gi_s(x,y)gu(s,y))W(ds,dy).
0JO

La integral estocastica que apareix en ’equacié anterior té un integrant G;_s(x,y)
g(u(s,y)) que és aleatori, i per aixo necessitem desenvolupar una teoria adequada
d’integracio6 estocastica de processos adaptats. Sense entrar en detalls tecnics, indi-
quem nomeés que la isometria

00 L
v W)= Jo Jo v(s,y)W(ds,dy)

definida a (1.4) es pot estendre a I’espai dels processos estocastics v = {v (t, x), (t,x)
€ [0,0) x [0,L]} adaptats i de quadrat integrable, és a dir tals que compleixen les
condicions segiients:

i) v(t,x) és Fi-mesurable per tot (t,x), on F; és la o-algebra generada per les
variables {W(A),A c [0,t] x [0,L]}.

i) E [ o v(t,x)%dxdt < oo.

Es pot demostrar (vegeu [16]) que un procés estocastic u adaptat i localment de
quadrat integrable (és a dir, tal que E fOT fOL u(t,x)2dxdt < « peratot T > 0), satisfa
I'equacio integral (2.11) si i només si u és una soluci6 feble de 'equacio (2.10), és a
dir, siinomés si

t t
(ur, ) = (uo,cp>+J (us,<p”>d5+j (f(us), @) ds
0 0
t L (2.12)
+j j g(u(s, X))@ ()W (ds, dx),
0JO

per a tota funci6 @ € C?([0,1]) tal que (0) = (1) =0,iperatott = 0,on (¢, )
designa el producte escalar en L2([0,L]).
El resultat fonamental d’existencia i unicitat de solucio és el segiient:

2 TEOREMA Suposem que els coeficients f i g compleixen la condicio de creixement
lineal (2.9) i a més la condicio de Lipschitz segrtient:

| f(t,x,2) - f(t,x, )| + |g(t,x,2) —g(t,x,y)| <K|z-yI.

Aleshores, existeix un unic procés estocastic continu, adaptat i localment de quadrat
integrable u = {u(t,x), (t,x) € [0, ) x [0, L]} solucio de I'equacio integral (2.11). A
meés, u satisfa 'equacio (2.10) en sentit feble i es compleix

E| sup |u(t,x)|?| <o
0<t<T
O<x<L
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peratotp = 2.

Tot seguit descriurem algunes propietats especifiques de les equacions en deri-
vades parcials estocastiques pertorbades per un soroll blanc en espai i temps.

2.1 Equacions amb coeficient de deriva irregular

Considerem el cas particular de I’equacio (2.10) en que el coeficient de difusio g és
constant, és a dir, el soroll blanc és additiu:

2
%—? = 271;+f(t,x,u(t,x))+gW(t,x),

u(t,0) = u(t,L)=0, (2.13)

u0,x) = uoplx).

Gyongy i Pardoux van demostrar a [7] el seglient resultat que ens dona I’existéncia i
unicitat de solucié sense suposar cap condicié de regularitat sobre el coeficient de
deriva f.

3 TEOREMA Sigui f: [0,0) x[0,L] xR — R una funciéo mesurable i afitada. Aleshores
existeix un unic procés estocastic continu, adaptat i localment de quadrat integrable
u = {u(t,x), (t,x) € [0,0) x [0,L]}, que és solucio de 'equacio (2.13).

La demostraciéo d’aquest resultat es basa en les segiients idees: Podem trobar
una familia de funcions Lipschitz continues f;, k, uniformement afitades, tals que
per cada n, fx decreix cap a una funcié f, quan k tendeix a infinit, i les fun-
cions fy creixen cap a f quan n tendeix a infinit. Sigui 1, x la solucié de 'equacio
(2.13) amb el coeficient f, k. Les propietats de monotonia i afitacio de les funcions
Jnx es transporten a les solucions u, x, de manera que les funcions u, y decreixen
cap a una funcié u, quan k tendeix a infinit i les u,, creixen cap a una funci6 u.
Només falta veure que u, (respectivament u) és solucié de (2.13) amb coeficient f;,
(respectivament f). Aixo es dedueix de les convergeéncies

T
h,l(nEJO | fok i (5,%)) = fo(un(s,x)) | ds = 0,

T
WmE [ | falita(s,0) = fuls,x) | ds = o,

per a tot x € [0,L]. Aquestes convergencies es basen en estimacions del tipus
seglient per a tota solucié u de (2.13)

T T Lo
EJ d(t,u(t,x))dt < K(T,p,€) (J J qb(t,z)pdzdt> , (2.14)
0 0 JR

per a tot p > %, x € (e,L —€), ¢ = 0. Observem que el camp aleatori u(t,x) no
apareix en el membre de la dreta de la desigualtat (2.14). Aixo0 es deu al fet que
podem minorar la variancia de les variables aleatories u(t, x).

En el treball [4] Gyongy va estendre aquest resultat al cas de 1’equacié (2.10)
suposant que el coeficient de difusi6 g compleix |g(t,x,z)| = 6 > 0ité una derivada
respecte la variable z localment Lipschitz continua.
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2.2 Equacions amb coeficient de difusié Holder continu
Considerem I'equaci6 diferencial ordinaria

dXt = |Xt|adt, (2.15)
amb la condici6 inicial xg = 0, on « és un parametre positiu. Si & > 1, I'"inica soluci6
d’aquesta equacio6 és la funci6 zero, pero si 0 < « < 1, hi ha infinites solucions de la
forma

xt=[(1—o)(t—to)*]Ts,

on ty = 0. La versio estocastica de I'’equacio (2.15) expressada en forma integral seria
t

Xe = | 1X1B@s), (2.16)
0

on B = {B;,t = 0} és un moviment brownia. L’any 1962, Girsanov va demostrar a [3]
el resultat seglient:

i) Si o > 3, aleshores X; = 0 és la solucié unica de 'equaci6 (2.16).
i) Si 0 < « < %, aleshores I'equaci6 (2.16) te infinites solucions.

Observem que la unicitat de soluci6 és valida en el cas determinista només per
« > 1, mentre que en el cas estocastic es manté per « > 5. Si suposem « > % es pot
demostrar que una soluci6é X; de (2.16) és nuHa de la manera seglient: Fixem € > 0 i
definim la funcio6

2 .
P (x) = Sc+5, silxl<e
|x], si|x| =€

Observem que la funcié @, (x) és dues vegades continuament diferenciable i la seva
segona derivada és %1[,“] (x). La formula d’It6 permet escriure

t t
6 4 ]. "
PeXe) = 5+ | @LOGIXIB(s) + 5 | @l (X0 IxI2ds.
Si prenem I’esperanca matematica de tots els termes de I’expressio anterior obtenim

E(@e(Xt))

1 (! P
I RACACSEARPE

t
1
+ ] E (et ea (XX ) ds
0 €

t 2c—-1
+ —€ .
2

NI NI Nl m

Aix0 implica, finalment,

E|X¢| = lgp(}E(CPe(Xt)) =0,

i, per tant, X; = 0 quasi segurament per a tot £ > 0.
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El resultat de Girsanov va ser generalitzat posteriorment per Yamada i Watanabe
a [18]. Concretament, aquests autors van demostrar 'existéncia i unicitat de solucio
per a equacions diferencials estocastiques de la forma

t
X, = Xo + JO o (X)B(ds),

suposant que el coeficient de difusié o satisfa una condici6 del tipus

lo(x)—o()| <h(lx -y,

on h és una funci6 creixent que compleix h(0) = 01i f(f h?—(zz) = +oo per a tot € > 0.

Observem que els coeficients o (x) = |x|% satisfan aquesta condicio6 si « > %

Tenint en compte aquests fets, ens podem preguntar si es poden demostrar re-
sultats semblants per a I’equaci6 de la calor (2.10) amb un coeficient g(x) de la
forma |x|%. Aquest problema és molt més dificil fins i tot en el cas particular « = %
L’existéncia i unicitat de soluci6 per a I'equacio

2
aa—Ltt :CZTLZLJF u(t,x)Wi(t,x), (2.17)

on x € R, és encara un problema obert. Nogensmenys, es pot demostrar ’existéncia
d'una soluci6 en llei per a aquesta equacio, és a dir, es poden construir un soroll
blanc en espai i temps W (t,x) i un camp aleatori u(t,x) que satisfan (2.17) (o bé
I’equacio integral associada). Aquest camp aleatori u(t,x) apareix com la densitat
limit (nombre de particules per unitat de longitud) d'un sistema de particules amb
ramificacio. Més precisament, el camp aleatori u (t, x) es pot construir de la manera
segiient (vegeu [16]):

a) Escollim de manera aleatoria punts en la recta real segons un procés de Poisson
puntual de parametre A > 0.

b) Posem particules en aquests punts de manera que segueixen moviments brow-
nians independents.

¢) Cada particula, després d'un temps aleatori que té llei exponencial de parame-
tre yu > 0, amb probabilitat % 0 bé es mor o bé es divideix en dues particules
que segueixen de nou moviments brownians independents.

Si prenem una successio de models d’aquest tipus amb parametres A, i u, de
manera que

lim Ay, = o, limE2 — 2> 0,
n n Ap
aleshores si Ny ([a,b]) designa el nombre de particules en un interval fixat [a, b],
es compleix que

b
L N (Ca, b2 [ e, xdx,

An T a

quan n tendeix a infinit, on u(t,x) satisfa 'equacié (2.17) amb condici6 inicial
up(x) = dx.
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3 Propietats de les solucions
En aquest apartat descriurem breument algunes de les propietats del camp aleatori
u(t,x) soluci6 de I'equacio (2.10).

3.1 Continuitat de les trajectories

Sigui u = {u(t,x), (t,x) € [0,0) x [0,L]} la solucié de 'equaci6 (2.10). Es pot de-

mostrar facilment una desigualtat de moments del tipus seglient, per a tot p > 2:
E(Jult,x) —u(s,0)|") = cplix = yP12 + |5 - t|P/*),

per tot x,y € [0,L], s,t € [0,T], on la constant ¢, depen de p, T, L, i de les
constants de Lipschitz dels coeficients f i g. Una demostracié d’aquesta propietat
es pot trobar a la monografia de Walsh [16].

3.2 Explosio en temps finit

Considerem I'equacio6 de la calor estocastica no lineal

2 .
%—? = 271; + u(t,x)YW(t,x),
u(t,0) = u(t,L)=0, (3.18)
u(0,x) = uop(x),

on suposarem que y > 1, per tal de garantir la unicitat de soluci6. En el cas y > 1,
el coeficient g(x) = x¥ no té la propietat de Lipschitz (la seva derivada no esta
afitada), i per tant no es pot assegurar l'existencia d'una soluci6 per a tot temps
t > 0. L’equaci6 diferencial ordinaria dx; = x{ dt, té per solucio

Xt = [xéfy -(y - l)t]ﬁ ,

que tendeix a infinit quan t t ﬁxé’y. Per a I'’equacio (3.18) Mueller va demostrar

a [10] que no hi ha explosio si y < %, és a dir, la soluci6 u(t,x) existeix per a tot
temps t > 0. Posteriorment, Mueller i Sowers [11] van demostrar que si I’exponent
y és molt més gran que %, aleshores, la solucié explota en un temps finit, amb
probabilitat estrictament positiva.

3.3 Propietat de Markov, distribucions invariants i solucions estacionaries

Es ben sabut que les solucions d’equacions diferencials estocastiques ordinaries sa-
tisfan la propietat de Markov. La propietat de Markov ens diu que el passati el futur
son condicionalment independents respecte el presenti és una conseqtiencia directa
del fet que el moviment brownia te increments independents.

Analogament, es pot considerar la solucié u(t,x) de I'equaci6 (2.10) com un
procés de Markov {u(t),t > 0} a valors en I'espai de funcions continues C([0,L]).
Una noci6é important en els processos de Markov és la de llei de probabilitat esta-
cionaria, de manera que si la variable inicial té aquesta llei, aleshores el procés té
aquesta mateixa llei en tot instant. Per a I'’equacio6 de la calor estocastica

ou  d°u

T T + f(t,x,ult,x)) +g(t,x,ut,x)W(t,x),
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amb condicions de Dirichlet u(t,0) = u(t,L) = 0, Sowers [15] va demostrar I’existén-
cia d’'una unica distribuci6 estacionaria yu en C([0,L]), suposant |f(t,x,z)| < M,
x>0i0<e<g(t,x,z) <K. Amés,lalleide u(t, ) convergeix cap a u en la norma
de la variacio total quan t tendeix a infinit.

En el cas d’equacions en derivades parcials estocastiques pertorbades per un so-
roll blanc en espai i temps, podem esperar una propietat semblant on es substitueixi
el passat i el futur per l'interior i I'exterior d'una determinada regi6. Aquesta gene-
ralitzacio de la propietat de Markov al cas de camps aleatoris és deguda a P. Lévy i
es pot formular de la manera segtient:

4 DEFINICIO Es diu que una familia de variables aleatories
u={u(t,x),t=0,xe[0,L]}

satisfa la propietat de Markov si per a tot obert connex i afitat amb vora regular
D c [0,) x [0,L], les o -algebres

o{u(t,x),(t,x) e D} io{u(t,x),(t,x) e D}
son condicionalment independents respecte la o -dlgebra
o {u(t,x),(t,x) € (0D)¢} .

Recordem que o {u(t,x), (t,x) € D} denota la o-algebra generada per les varia-
bles aleatories {u(t,x), (t,x) € D} i que (dD)¢ és el conjunt de punts z de [0, ) x
[0,L] tals que d(z,0D) < €.

En el treball [12] es demostra que la solucié de I'equacio6 (2.10) té la propietat
de Markov en el cas que el coeficient de difusié g és constant. Hom conjectura que
la propietat de Markov també es compleix en el cas general, pero fins en aquest
moment no s’ha pogut donar una demostracié d’aquest resultat.

4 Equacio de Burgers estocastica

L’equaci6é de Burgers
ot 0x2 ox

representa una versio simplificada de I’equacié de Navier Stokes. Es una equacio
no lineal en derivades parcials que modelitza de manera molt aproximada un camp
de velocitats en el cas de turbuléncia. Diversos autors han proposat la introduccio
d’una pertorbaci6 aleatoria per tal de millorar la modelitzaci6. Concretament, Da
Prato i Gatarek estudien a [2] 'equacio

2 .
%—;‘ - 37’;+u§—§+ gaW(t,x),
u(t,0) = wu(t,L)=0, (4.19)
u(0,x) = uop(x),

on W (t,x) ésun soroll blanc en espai i temps. El resultat principal d’aquests autors
és el segiient:
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5 TEOREMA Suposem que el coeficient g és Lipschitz i esta afitat. Aleshores existeix
una unica solucio de 'equacio integral
L
wtx) = | Getxyuo)dy

LT [F 3Gy
2J)oJo Oy

t ~L
+j j Geos (3, 1)g (u(s, ¥))W (ds, d),
0Jo

(x,y)u?(s,y)dy ds

que és un procés continu i adaptat tal que E(supggtg lu(t,x)|?) < oo, peratotp = 2.
<x<L
També es pot afegir un terme f(u) i considerar una funcié b(u) amb creixement
quadratic en lloc de u? (vegeu Gyongy [5]). La demostracio d’aquest resultat es basa
en el métode segilient: en primer lloc, per cada natural N sigui uy la soluci6 de
I'equacio

I
u(t,x) = Jo Ge(x,y)uo(y)dy

1 t Lathg 2
-3 |, J, Tt e ar a2y (4.20)

t oL
+j j Ges (%, ¥) g (Ttn (W) (5, ) (W (ds, dy),
0JO

on 1ty (1) denota el procés u truncat de la manera segiient:

u(t,x) si [lu(®)|l, <N

v (u) (t,x) = { Hiit((tt‘;CH)ZN si [[u(®)|[, >N

Aleshores, es tracta d’obtenir estimacions a priori que permetin demostrar que quan
N tendeix a infinit les solucions uy convergeixen cap a la solucié de I'’equacio6 origi-
nal. Es a dir, si

Tn = inf {t > 0 [[un (]| o) > N1,

aleshores, els temps aleatoris Ty creixen cap a infinit. Les estimacions a priori desit-
jades s’obtenen mitjancant metodes classics.

Aquest metode ha estat estes al cas de tota larectareal en el treball [6] de Gyongy
i Nualart. En el treball [1], els autors demostren un resultat d’existéncia i unicitat
de solucio per a I’equacio6 (4.19) en tota la recta real, suposant que el coeficient g és
constant, i utilitzant la transformaci6 de Cole-Hopf i la formula de Feynman-Kac.
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