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Nusos, matematiques i art*

RONALD BROWN

1 Introduccio

Els nusos dels quals parlaré son els nusos ordinaris de cada dia. Prenem un tros de
cordill com aquest:

/_\/

i hi fem un nus com aquest:

I

Naturalment, obtenim un cordill nuat. Aixo significa que no puc tornar a la situacioé
inicial del cordill, per molt que el torci, bellugui o estiri, a no ser que talli el cordill
o0 el deixi anar d'un cap o de I'altre.

Observem que és raonable dir que la distinci6é entre un tros de cordill nuat i un
sense nuar és una questio de natura geomeétrica. Pero aquesta no és la geometria
euclidiana tradicional de linies rectes, cercles, llargada i angles, ja que aquestes
propietats canvien en torcar i recargolar el cordill. La descripcié matematica precisa
del concepte de nus és una part de la nova geometria anomenada topologia, la qual
treballa amb propietats invariants per deformacions continues o transformacions.

* El present article és la versi6 catalana d’un article en anglés publicat a les actes del VI Congrés de
Llenguatges Naturals i Llenguatges Formals (Tarragona, 17-21 de setembre de 1990). La traducci6 és
de GEMMA BASTARDAS.
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Hi ha un cert nombre de raons per parlar d’aquesta matéria en aquesta conferen-
cia. Primer, el tema dels nusos té amplis aspectes artistics, historics i practics, de
manera que la gent entendra rapidament alguns dels problemes fonamentals i els
relacionara amb qiiestions del desenvolupament huma. Segon, per mitja de la mate-
matica dels nusos podem iHustrar alguns dels métodes basics de les matematiques i
mostrar com estan relacionats amb els metodes tradicionals de descobriment i ana-
lisi del mén que ens envolta. Tercer, és un tema que conté matematiques atractives.
Quart, té aplicacions importants recents a la ciencia.

2 Historia
Fer nusos ha estat un complement important de la vida diaria de la humanitat
des dels temps més antics dels quals es té coneixement. Encara hi ha races

primitives que subjecten els seus barrets, trampes, canoes i guarnicions amb
corretges nuades (Ashley, 1944).

S’ha dit que I’edat de pedra s’hauria d’anomenar I’edat del cordill! Hi devia haver
una bona motivacioé per tenir, per exemple, martells ben lligats als seus manecs.

El nus més antic que es coneix sembla ser la xarxa Antrea, que es pot veure al
Museu d’Antiguitats de Helsinki. La xarxa va ser trobada I'any 1923 en un panta a
Antrea, aleshores part de Finlandia, i ara part de I’antiga Uni6 Sovietica. Es creu que
una barca va bolcar i va perdre tot’aparell de pesca. La xarxamesurava 30 m X 1,5 m
amb 6 cm de malla. Tenia ploms de pedra i la fibra era d’escorca de desmai. El nus
usat encara s'utilitza avui en dia en aquelles zones. La xarxa data del 7200 a. C.
segons el carboni 14 i el pollen que s’hi han trobat, que semblen ser de més enlla de
les eres glacials.

Es pot suposar que el peix ha estat des dels primers temps una font important
de proteines, sovint suficient, i sense massa mitjans de contraatac! Podem imaginar-
nos com la tecnologia per aplegar i agafar peixos va anar evolucionant des dels inicis
més simples fins a la sofisticacié de la xarxa Antrea. Pero és dificil d’imaginar I’orga-
nitzaci6 social que era necessaria per a fer evolucionar i emprar una tal tecnologia
en una data tan remota —ni es pot decidir un calendari per a aquesta evolucio.

Des del punt de vista d’aquesta xerrada, la xarxa Antrea és també interessant com
a mostra del fet que ja en aquells temps remots hi havia una comprensi6 topologica
desenvolupada. De fet, es pot dir que la comprensio topologica, per exemple la
distinci6 entre dins i fora, és més primitiva que la comprensio dels conceptes de
geometria euclidiana. Els treballs primitius amb nusos confirmen que I’ésser huma
té un sentit innat de forma, d’estructura i de visi6 en ’espai no només de com sén
les coses sin6 de com haurien de ser per dur a terme certes funcions.

Ashley aplega en el seu Llibre dels nusos un recull de més de 4 000 exemples de
nusos, corbes i unions:

Per mi el simple fet de fer un nus és una aventura en l’espai ilimitat. Un tros
de cordill proporciona la latitud dimensional que és Unica entre les entitats.
Perqué un simple cordill és un objecte palpable que, a la practica, té només una
dimensi6. Si movem un sol cordill fora del pla, entrellacant-lo com vulguem,
obtenim objectes de gran bellesa en dues dimensions; i si escollim dirigir la fibra
fora d’aquest pla, s’afegeix una nova dimensié que proporciona una oportunitat
que esta només limitada per I'abast de la nostra imaginacio6 i la llargada del
cabdell de fil.
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Que podria ser més meravellos que aixo?

Pero sempre sembla haver-hi un altre cotxe davant de cada possible placa
d’aparcament. Aqui tenim un Sr. Klein que diu haver provat que els nusos no
poden existir en un espai de quatre dimensions. Aix0 és dolent en si mateix,
pero si algu altre vingués a provar que el cel no existeix en tres dimensions, quin
futur restaria per a ’expert nuador?

Val la pena explicar per qué els nusos no poden existir en quatre dimensions.
Per fer-ho, treballarem per analogia. Considerem, primer, un ésser que viu en dues
dimensions. Aquest ésser no es podria moure d'una banda a I’altra d'una linia sense
creuar-la. No obstant aix0, usant una tercera dimensié podria sortir del seu pla,
moure’s per sobre de la linia i tornar enrere cap al seu pla. Ara, per desfer un nus
n’hi ha prou amb ser capa¢c de moure una part del cordill a través d’'una altra, de
manera que, en el diagrama que segueix, la situacié de 'esquerra es transformi en

A A

Aixo no es pot fer directament en tres dimensions. Malgrat tot, donant una quarta
dimensio, una part del cordill pot saltar cap a la dimensi6 extra, moure’s a través
de l’altra peca i tornar enrere altra vegada a I’altra banda. Repetint aquest procés, i
fent les deformacions que calguin, es desfara qualsevol nus.

Naturalment, un matematic probablement preguntara: si a una corda nuada se li
pot desfer el nus en quatre dimensions, qué es pot nuar en quatre dimensions? La
resposta és la superficie d'un globus. Malgrat tot, és forca enginyosa la demostracio
que un globus nuat es pot desnuar en cinc dimensions! i encara és més dificil mos-
trar, com va fer E. C. Zeeman, que els nusos n-dimensionals en (n + 2) dimensions
es poden desfer en (n + 3) dimensions.

3 Nusos a lart

Els nusos i els llacos tenen una vella historia en art, i sovint reflecteixen un simbo-
lisme basic. Hi havia un nus vigilant I'entrada de la tomba de Tutankamon. Pensem
també en el nus gordia; en un «enllac» matrimonial; en el que li diu la Cleopatra de
Shakespeare a I’escurc6 amb queé comet suicidi:

Vine, miserable ésser mortal,

Amb les teves esmolades dents
Desfés d'una vegada

Aquest entortolligat nus de la vida.
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Hi ha una gran tradicié de nusos i llacos en I'art musulma i celta. L’apex dels
llacos celtes es troba en un manuscrit meravellos del segle viii, el Llibre de Kells.

L’escultor contemporani John Robinson ha usat temes de nusos com a simbols
universals en algunes de les enlluernadores escultures de bronze de la seva serie «U-
nivers». Una d’aquestes, Immortalitat, és una banda de Mobius nuada amb un nus
trévol, i pel seu creador representa «Passant la Torxa de la Vida». El nostre departa-
ment té la sort d’haver rebut com a donaci6 aquesta escultura d’edicié limitada.

El matematic i escultor america Helaman Ferguson ha materialitzat en bronze
teoremes matematics, en particular, una esfera salvatge nuada.

4 Origens de la matematica dels nusos

A T'hora de fer matematiques és més facil considerar un cordill amb els dos caps
ajuntats, que no pas considerar-lo amb les puntes subjectades. El contrast basic es
troba aleshores entre el cordill sense nus (aqui en tenim dos exemples)

i el nus més simple, el nus trevol:

Ens trobem ara davant del primer problema de teoria de nusos. Com sabem que
no hi ha cap métode per desfer el nus trévol? A primer cop d’ull, sembla una pre-
gunta estranya, perqué després d’uns instants d’experimentacié ens convenceriem
que aquest nus no es pot desfer. Pero un matematic vol més que aixo. En primer
lloc, vol tenir la certesa que el problema no rau en el fet que no hem estat capacos
de trobar un metode prou enginyos per a desfer el nus. En segon lloc, vol métodes
que s’aplicaran a casos més complicats i ens permetran distingir-los.

Si observem una taula de nusos, ens convencerem que no és gens obvi que els nu-
sos de la llista amb, diguem, nou encreuaments, siguin tots diferents. Per distingir-
los necessitem un xic d’algebra que ens porti a metodes de calcul.
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El primer estudi matematic seridés dels nusos va sorgir de I'abandonada (amb
justesa) teoria atomica dels vortexs, que es deu al gran cientific escocés lord Kelvin.
Recordem que, probablement, no hi va haver una demostracié definitiva i convincent
de I'existéncia d’atoms fins la teoria d’Einstein sobre el moviment brownia de 'any
1905. A mitjans del segle X1X, per aquells que van acceptar la teoria atomica, el
problema era explicar:

e la permanéncia dels atoms;

¢ les propietats vibratories dels atoms, tal com mostren les seves linies espec-
trals;

¢ la varietat d’atoms, tal com mostra la taula periodica dels elements.

Kelvin havia vist anells de fum fets pel seu amic el fisic P. J. Tait i va romandre
sorpres per la seva permanéncia. Havia vist aquells anells de fum rebotant entre ells
i també havia vist que tenien propietats vibratories. Va comprendre que un atom
podia ser un vortex a I’eter. L'unic problema que restava era la varietat d’atoms. En
el seu article del 1867 en els Proceedings of the Royal Society of Edinburgh Kelvin fa
les segiients afirmacions:

Hem presentat a la Societat diagrames i models de filferro per tal d’iHustrar
vortex atomics nuats, la ilimitada varietat dels quals és més que suficient per
explicar les varietats i allotropies dels cossos simples coneguts i llurs afinitats
mutues.

Avui en dia ja no s’escriuen frases com aquestal

Obviament, el primer pas en aquest programa va ser fer una llista de tots els
nusos i comparar-la amb la taula periodica dels elements, i va ser aixi com Tait va
comencar a fer una classificacié dels nusos. Rapidament es va veure que els nusos
i la taula periodica no tenien res a veure, i aviat es va abandonar la teoria atomica
dels vortexs. De tota manera, Kelvin va continuar amb un treball interessant sobre
la hidrodinamica dels vortex, mentre que, entre 1877 i 1885, Tait va publicar articles
sobre la classificacio de nusos fins a deu encreuaments. Aixi doncs tenim un exemple
meravellos d’'una especulacié romantica i totalment erronia que inspira un treball
significant i important. Aquesta historia hauria de tenir una certa moralitat per als
matematics, els quals practiquen un art en el qual els seus adeptes, obeint una severa
tradicid, ben rarament revelen les seves especulacions i els seus somnis, mentre no
son capacos de formular-los en la forma de conjectures precises.

Les taules de Tait van ser esteses a onze encreuaments pel matematic canadenc
Little i no es van millorar fins que Conway va establir alguns métodes nous I'any
1964. Aixi, en una sola tarda (va dir ell), va obtenir la classificaci6 dels nusos amb
onze encreuaments que per a Little va resultar ésser un treball de set anys!

5 Representacio de nusos

Per tal de discutir un objecte matematic, cal que aquest se’ns presenti d’alguna ma-
nera. En el cas dels nusos, comencem amb un tros de cordill o amb un model.
Aleshores comencem a dibuixar diagrames de nusos, representant en el pla el que
realment és 3-dimensional. De totes maneres, al’hora de dibuixar un diagrama, sem-
pre ho farem de la manera més simple possible. També ens esforcem per fer que
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el dibuix sigui, d’alguna manera, representatiu de la forma. Per exemple, excloem
diagrames en que tres o més linies es creuin en un punt, com en el diagrama segiient:
(El terme técnic per a designar aquest fet és que el diagrama esta en posici6 general.)

Classificar és un procés basic en la ciencia i en les matematiques. No farem un
llistat de totes les maneres com es pot presentar un nus. La pregunta fonamental
és: quan és que dos nusos séon el mateix? Originariament, aix0 va expressar-se en
termes de manipulacions, pero també es pot expressar en termes del diagrama. Hi
ha canvis en el diagrama que deixen tal qual els encreuaments, ja sigui tibant o
empenyent els arcs entre els encreuaments, com en el diagrama d’un nus trévol com
el que segueix:

Hi ha moviments que sén com fer passar un cap del cordill per sota o per sobre
de l'altre, com en el diagrama segiient:

A

També hi ha canvis en un dibuix en queé s’insereixen o es fan desapareixer un o
més encreuaments, com en els grafics de la pagina segiient:

Tots aquests moviments transformen un diagrama del nus, pero el fet més remar-
cable és que per a qualsevol parell de diagrames per a un mateix nus hi ha una
seqiiéncia d’aquests moviments que permetra passar d’'un diagrama a 'altre.
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/

Aquest és un procediment basic en matematiques: trencar un procés complicat
en una seqiiencia d’elements estandard.

6 Imatges especulars

El diagrama de la imatge especular d’'un nus s’obté canviant tots els encreuaments.
La imatge especular d’'un nus pot ser equivalent a ’original; en tal cas parlem de nus
amfiquiral. Si no hi ha nus, la figura és naturalment la mateixa que la seva imatge
especular. Aixo també és aixi amb el nus vuit: aquest fet es demostra a continuacio.

5 - &8
B !
DR
\(73 B

Pero el nus trévbol és quiral. La demostracié és forca dificil i no va ser fins fa
poc que es van trobar nous invariants que es poden calcular facilment i permeten
distingir el nus trevol de la seva imatge especular. En la taula de nusos, només fem
una llista dels nusos i no de les seves imatges especulars. Algunes taules marquen
els nusos quirals.
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7 Laritmetica dels nusos

Les matematiques no estudien només objectes individuals siné també les seves rela-
cions i les seves maneres de combinar-se. Es una caracteristica comuna de les mate-
matiques 'existéncia d’analogies entre les relacions dels elements de certes classes,
fins i tot quan sembla que no hi hagi cap mena de semblanca entre els mateixos
elements. Per exemple, quan escrivim x + y = y + x i xy = yx, fem veure una
analogia entre la suma i la multiplicacio, encara que la primera regla se satisfa en el
cas de la suma de nombres, de matrius, de vectors, i en altres casos.

Ara introduim una suma de nusos traient una part de cadascun i tornant-los a
ajuntar d’una altra manera.

Aquesta suma s’escriu com K + L i té bones propietats. La primera i més obvia
és que si escrivim 0 per indicar un cordill sense nus, aleshores K +0 = K =0+ K
per a qualsevol nus K. El segiient diagrama iHustra el que acabem de dir:

G

La segiient propietat facil és 'associativitat: K + (L + M) = (K + L) + M. Aixo
simplement ens diu que en ambdoés casos obtenim el resultat fent els tres nusos un

S
I8

—_

K+L+M

Pel que fa a la segiient propietat, la commutativitat, fa falta demostrar quelcom.
El segiient diagrama mostra la demostracié general a través d'un exemple:

& @@

L+K
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El segiient fet és considerablement més dificil de verificar i no en donem la de-
mostracio. La suma té canceHacio: K + L = K + M implica que L = M.

Pero encara hi ha un resultat més fort. Diem que un nus P és primer si P no es
pot escriure com a suma de nusos que siguin diferents d’ell mateix i del nus 0; o
sigui, P és primer si per a tota descomposiciéo P = K + L es té que o bé K = 0 o0 bé
L = 0. Aixi, un nus primer és el concepte analeg al de nombre primer, si ens mirem
la suma de nusos com a operacio corresponent al producte de nombres i el nus 0
com el numero 1.

Ara podem enunciar un resultat famos sobre nusos primers: qualsevol nus té una
descomposicio en suma de nusos primers i aquesta descomposico és unica llevat de
Pordre dels factors.

Les paraules «unica llevat de 1'ordre dels factors» aqui signifiquen que sén els
elements el que importa en la descomposicio, no pas l'ordre en qué estan escrits.
Aixo0 és analeg al fet que la llista de factors primers d'un nombre esta determinada
pel nombre. Per exemple:

60=2-2-3-5=5-2-3-2.

Una de les implicacions de la unicitat de la descomposici6é en suma de nusos primers
és que, en fer una llista de nusos, n’hi ha prou d’incloure només els nusos primers.
Una altra conseqiiéncia és que és impossible restar nusos: si K + L = 0, aleshores
els dos nusos K i L son 0. A la practica, aixo significa que no podem desenredar un
tros de cordill fent-hi un altre nus!

També hi ha distincions entre la descomposicié en nusos primers ila factoritzacio
en nombres primers. Aqui en tenim una: hi ha un algorisme per a la factoritzacio de
nombres en factors primers; en canvi, no hi ha cap algorisme per a la descomposicio
de nusos en sumands primers. Per altra banda, tot i que hi ha un algorisme per a
nombres, no és practic per a nombres grans, per exemple per a aquells de més de
100 digits. Aquesta dificultat dona peu a alguns sistemes criptografics.

Aquesta analogia entre nusos i nombres mostra el poder de les matematiques
d’ésser capaces d’influir en matéries i ciéncies ben diverses i d’atraure poderosament
la imaginaci6. Essencialment, les matematiques analitzen el comportament formal
i I'estructura dels processos, i després troben maneres de determinar les lleis d’a-
questes estructures. D’aquesta manera, les matematiques posen de manifest com
processos aparentment diferents es comporten de manera analoga i aquestes ana-
logies poden ser usades per a fer prediccions. En efecte, 'algebra tracta d’analogies
entre diferents comportaments.

La factoritzacio de nusos en sumands primers també mostra el procés de trencar
un objecte complicat en trossos estandard més petits. En aquest cas nostre, les
peces estandard son els nusos primers. En principi, classificar i fer una llista dels
nusos se simplifica per mitja d’aquesta descomposicio.

Una pregunta interessant és com poder dir si un nus és primer. Hi ha diverses
tecniques que estan al nostre abast, pero que requereixen molta algebra. Una altra
bona pregunta és si hi ha un nombre infinit de nusos primers. La resposta és si, i,
de fet, hi ha una bonica familia infinita de nusos primers, els nusos (7, 2)-torics, on
n és senar, els quals s’obtenen enrotllant un cordill al voltant d’un tor, n vegades
en un sentit i dues vegades en I'altre. Tots aquests nusos son diferents i tots ells
son primers. Aixo és forca dificil de provar i aqui no podem donar cap dels métodes
necessaris.
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8 Nusos, espai i llacos

Una manera d’estudiar un nus és estudiant I’espai al voltant del nus. Sivoleu estudiar
un lloc que us és estrany, diguem una ciutat, la primera cosa que feu és donar-hi
unes voltes. De manera similar, us podeu familiaritzar amb I’espai al voltant del nus
volant al seu voltant. Fent-ho aixi és natural d’intentar recordar el cami que es fa tot
portant algun cordill per a marcar-lo.

~\

Aix0 porta al desig d’estudiar el nus tot estudiant els llacos al seu voltant que
comencen en un punt donat. Es natural de classificar aquests llacos respecte de les
deformacions. El fet important és que les classes de tals llacos formen una estructura
matematica coneguda com a grup, és a dir, un conjunt, diguem G, tal que per a cada
parell d’elements a, b de G el seu producte ab és un element de G. Les regles son
les segiients:

e associativitat: per a qualsevol a, b, c de G; a(bc) = (ab)c,

o existéncia d’identitat: hi ha un element 1 a G tal, que per a qualsevol element
aaG,al =1la=a,

o existéncia d’inversos: per a qualsevol a de G hi ha un element b a G (anomenat
invers de a) tal, que ab = ba = 1.

Es pot provar que la identitat és tinica, aixi com també ho és I'invers d'un element
a. Per aquesta rao, l'invers de a s’escriu a~!.

Els grups son una eina fonamental per a 'estudi de la simetria. En aquest cas,
els elements del grup son les simetries d’'una estructura donada i el producte és la
composicio de les simetries. Aquest us dels grups esta molt estés per les matemati-
ques i a la ciencia. Per exemple, apareix en cristalografia, la fisica de les particules
elementals, I'estudi de guies d’ones simetriques, 'estudi i la construccié de codis
eficients i en molts altres camps.

L’'as de grups per a estudiar llacos té els seus origens en el treball de Poincaré
sobre mecanica celeste, en particular, en ’estudi del moviment de tres cossos sota
forces gravitatories. En el cas de les classes de llacos, ’estructura de grup ve del que
s’anomena producte de llacos; primer seguir-ne un i després I'altre:

Xy

X y

Producte de dos llacos
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En el cas de les classes de llacos al voltant d'un nus és molt util orientar primer
el nus; aix0 significa posar-hi una fletxa per a indicar en quin sentit es recorre el
nus. El proposit d’aquesta orientacio és aclarir com determinar un lla¢ que doni una
volta a una part del nus:

Producte xy dels llacos x i y Un llac al voltant de x i el seu invers

Si mireu els llacos al voltant de diverses parts d’'un encreuament d'un nus, podeu
veure que hi ha d’haver una relaci6é entre les classes de llacos. Aixo es mostra en el
seglient diagrama:

y=xzXx"!

Si apliquem aquestes relacions a tots els encreuaments d'un nus de cinc fulles,
s’obté una llista de cinc relacions entre els anomenats generadors x, v, z, u, W, com
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la que segueix:

u = xyx
x = ywyl,
y = wzw’!,
w = zuzl,

z = uxu L

D’aquestes relacions es poden eliminar tots els generadors excepte x i y per a ob-
tenir la relaci6é segiient:

xyxyxy x "ty lx-1y-1 =1,

El terme de I'esquerra correspon a enrotllar el cordill al voltant del nus segons I’es-
quema mostrat seguidament. Podeu fer el vostre nus amb un filferro (o, millor
encara, amb un tub de coure)

i aleshores enrotllar el cordill segons aquest precis esquema i, finalment, lligar els
caps. El cordill es despendra del nus! Aixo mostra com les matematiques de la teoria
de grups modelen la topologia del nus.

Les féormules com la que hem escrit abans sén especifiques del nus, encara que
el cas més usual és que el grup no es pugui reduir a tan sols dos generadors i una
relacio. La distinci6 entre grups especificats a través de generadors i relacions és un
problema interessant i no trivial.

9 Aplicacions

Durant molts anys després del treball original de Tait, els estudiosos dels nusos
eren una feli¢ colla d’excentrics que estudiaven una materia 'encant de la qual era
la seva base intuitiva i la barreja d’algebra i geometria usada per a solucionar els
seus problemes, pero que, aparentment, estava lluny dels principals corrents de les
matematiques. Aquesta darrera situacié ha canviat dramaticament aquests darrers
anys. S’han anat descobrint nous invariants que fan molt més facil la distinci6 de
molts nusos (per exemple el nus trevol i la seva imatge especular), i s’ha trobat
que aquests invariants estan relacionats amb problemes de mecanica estadistica i
de fisica de particules elementals. Els meétodes d’analisi d'un nus en termes dels
canvis d’encreuament necessaris per desfer un nus han resultat ser utils en ’estudi
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del desenrotllament del DNA quan es duplica. També s’han trobat camins nuats
en solucions d’equacions diferencials usades per a modelar el moviment caotic de
I'atmosfera de la Terra.

Les aplicacions de les matematiques s6n importants, tot i que no cal que siguin
la primera motivaci6é per fer un treball matematic. Tal i com escriu Ashley:

Des dels primers inicis fins avui, la joia d'un descobriment ocasional s’ha consi-
derat sempre que és recompensa suficient per a qualsevol esforc o sacrifici huma.
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