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Grafs aplicats a la resolucio de jocs

JOSEP M. BASART I PERE GUITART

1 Conceptes previs

Un graf G(V, A) (o simplement G si no hi ha ambigiiitat) és una estructura formada
per un conjunt finit de vértexs V i un conjunt finit de linies A, de manera que cada
linia relaciona dos dels vértexs. Les linies s’anomenen arcs si estan orientades, és a
dir, si tenen determinat el sentit de recorregut; en cas contrari, s’anomenen arestes.
Un arc que va del vertex x al vertex y es representa com una parella ordenada
(x,¥). Siel graf és simetric (x,y) és equivalent a (yv,x). Una aresta del tipus
(x,x) s’anomena lla¢. Un graf format per arcs s’anomena dirigit, si esta format per
arestes s’anomena simeétric i no considerarem grafs mixtos. Si G és dirigiti x € V el
conjunt dels antecessors de x ve donat per

I'(x) = {¥l(y,x) € A}.
Igualment, el conjunt dels successors de x ve donat per
I'(x) = {yl(x,y) € A}.

Si G és simetric, I'(x) = IT"!(x) i aquests elements son els veins de x. En un graf
dirigit,

grau_interior(x) = #{I1(x)}

grau_exterior(x) = #{I'(x)}.

Si el graf és simeétric es parla simplement de grau (x).

El graf subjacent corresponent a un graf dirigit s’obté de prescindir de I'orien-
taci6 imposada a cadascun dels arcs, dit d'una altra manera, el graf passa a ésser
considerat com si fos simétric. Un multigraf és tot graf que admet arestes repetides
una o més vegades, en aquest tipus de graf cada aresta incident en x € V contri-
bueix en una unitat al grau(x). Un cami de x a v (x,y € V) és una llista d’arestes
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(d’arcs) que comenca en x, tal que el vertex final de cada aresta (arc) és I'inicial del
seglient, tret del darrer que és y. Un graf simetric és connex si conté un cami entre
cada parella de vertexs. Un cami en qué coincideixen el vertex inicial i el final és
un circuit. Un circuit que no repeteix cap aresta (arc) s’anomena simple. Un circuit
és euleria si és simple i recorre totes les arestes (tots els arcs) del graf. Un graf és
euleria si té un circuit euleria. Un factor en un graf (multigraf) simeétric de n vertexs
és tot conjunt de n arestes que formen un o més circuits disjunts simples. Final
ment, el nucli d’'un graf dirigit és un subconjunt de vertexs tal que:

i) no hi ha cap arc entre dos vertexs del nucli, i
ii) hi ha un arc des de cada vertex fora del nucli cap a un veértex del nucli.

2 Tres jocs

Considerarem tres dels jocs paradigmatics en que un graf (diferent en cada cas)
serveix per modelitzar la situacio i analitzar-ne el desenvolupament. Aixi, amb I'us
adequat d’algun concepte o propietat del graf resultant es podra resoldre el joc. Els
jocs progressius finits —iHustrats en el primer joc— foren estudiats, en un context
més general, en [2], mentre que el model de resolucié del trencaclosques amb cubs
—corresponent al segon joc— aparegué en [5]. Tant [1] com [3] s6n obres generals
sobre la formulaci6 i ’analisi matematica de jocs. Pel que fa al darrer joc, els circuits
eulerians —tal com llur nom indica— van ser estudiats per L. Euler ara fa dos-cents
seixanta anys. Les seqiiencies de De Bruijn foren introduides en [4] i generalitzades
en [6].

2.1 Primer joc

«Es disposen vint-i-una cerilles damunt d’'una taula. Dos jugadors, al seu torn, en
van prenent una, dues, tres o quatre cada vegada. Guanya el jugador que pren la
darrera.»

Considerem aquells jocs per a dos jugadors en qué, al seu torn, cadascun fa una
jugada o moviment fins que un d’ells acaba guanyant. Si el nombre d’opcions per a
cada jugada és sempre limitat i el joc acaba necessariament en un nombre finit de
moviments, el joc s’anomena progressiu finit. Es el cas, per exemple, del joc proposat
més amunt, mentre que el joc de les dames no ho és. Un joc progressiu finit pot
ésser modelitzat mitjancant un graf dirigit G en queé cada estat del joc ve representat
per un vertex i cada transicié d'un estat x a un altre y es denota per (x,y). En el
cas del joc enunciat tindriem un graf de 22 vertexs (des de vint-i-una cerilles fins a
zero cerilles) indexats vg, V1, ..., V21. De v»; sortirien (v21, V2o), (V21, V19), (V21,V18)
i (v21,v17), a vg arribarien (v4, vg), (v3, Vo) (vV2,V0) i (V1,V0), 1 en els altres vertexs
hi hauria els arcs corresponents d’arribada i de sortida.

Una posicio guanyadora és aquella que doéna la victoria al jugador que l'asso-
leix. Una estratégia guanyadora és aquella que, en cada estat del joc, condueix el
jugador que la segueix cap a una posicié guanyadora. Com que els vertexs de grau
exterior nul en el graf corresponent a un joc progressiu finit es corresponen a posi-
cions guanyadores, s’anomenen vertexs guanyadors. En el joc de les cerilles tindrem
com a posicié guanyadora la representada pel vertex guanyador vy, mentre que pot
comprovar-se facilment que I’estratégia guanyadora consisteix a fer sempre una ju-
gada que deixi el joc amb un nombre de cerilles multiple de cinc, és a dir, moure
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sempre cap a v2q, V15, V10 O Vs. D’aquesta manera, el primer jugador s’assegura
la victoria si comenca prenent una unica cerilla. En general, a partir dels vertexs
guanyadors podem establir I'estrategia guanyadora analitzant les possibilitats en la
tornada enrere des dels vertexs guanyadors cap a I’estat inicial, tot detectant quins
son els vertexs «bons» que cal assolir per poder guanyar la partida. En el nostre
cas, per assegurar vg cal haver assegurat abans vs i, préviament, vy, V15 i vV29. No-
tem que el nucli de G corresponent al joc esta format precisament per aquests cinc
vertexs.

Passem ara a formalitzar la idea de vértexs bons i a situar-los en el graf G que
hem definit.

1 PROPOSICIO Si G té un nucli N, una estratégia guanyadora consisteix a situar-se,
en cada moviment, en un vertex de N.

PROVA: Ates que els vertexs que no estan en N han de tenir un arc cap a algun vertex
en N i que els vertexs guanyadors han de tenir grau exterior nul, és clar que tots els
vertexs guanyadors estaran en N. D’altra banda, per la definicié de nucli tenim que,
si el primer jugador fa una jugada cap a un vertex de N, el segon jugador haura de
moure cap a un vertex de fora de N i, a continuacio, el primer jugador podra tornar
a entrar-hi. Aixi, mantenint aquesta alternanca de vertexs dins i fora de N el joc
acabara amb la victoria del primer jugador. Notem que si el vertex inicial del joc esta
en el nucli, és el segon jugador qui es pot apoderar de I’estrategia guanyadora. 0O

Ara cal veure que el graf G de tot joc progressiu finit té un nucli (no tot graf dirigit
en té) i que aquest pot ésser localitzat facilment. Per a aixo ens cal abans estructurar
els vertexs de G en funci6 de com es troben de propers d'un vértex guanyador.
Definim per a cada x € V el seu nivell d(x) en G i construim els conjunts D; de
vertexs a nivell < t com:

dx)=0=T(x)={}

Do = {xld(x) = 0};
d(x):laxeéDoiF(x)gDo
Dy =Dy u {x|d(x) = 1};
dx)=tex¢Dy 1iT(x) €Dy
Dy =Dy U {X|d(X) = t}

Es clar que cada veértex a nivell 0 és un vértex guanyador, mentre que moure cap
a un vertex a nivell 1 porta a la derrota. Arribar a un vértex de nivell 2 també hi
porta, si és adjacent a un vertex de nivell 0, mentre que és un vertex que porta a la
victoria si tots els seus successors estan a nivell 1. I analogament per als vertexs
en els nivells superiors. Observem també que, per construcci6, cada vértex a nivell
t > 0 tindra un arc cap a un altre vertex a nivell ¢ — 1 pero mai un arc cap a un altre
vertex de nivell t o superior.

2 PROPOSICIO En tot joc progressiu finit el graf associat té un unic nucli.

PROVA: Per inducci6 sobre els D;. Sigui N; el conjunt de vertexs del nucli que estan
en D;. Pel cas base, el conjunt Dy, sabem que tots els vértexs guanyadors es troben
en el nucli, per tant, No = Dy. Prenem com a hipotesi d’inducci6é que N, _; és el
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conjunt de vertexs del nucli que es troben en D;,_;. Hem de trobar un conjunt tinic
de vertexs a nivell n tal que afegit a N),—1 formi el nucli N, per a D,,. Ara, si un vértex
x anivell n no és adjacent a cap vertex del nucli en N,,_1, aleshores, x ha d’estar en
Ny,; d’altra banda, si x és adjacent a algun vértex del nucli en N, _1, aleshores, x no
pot estar en el nucli. Per tant,

Np =Np—1 U {x|d(x) =nonT(x) N Ny_1 = {}}

és el conjunt de vertexs del nucli en D,. Per inducci6, G té un nucli i aquest és
unic. O

Tenim, doncs, per la demostracié inductiva de la proposici6é 2, un esquema per
a formar el nucli. Comencant el nucli amb els vertexs guanyadors, anem afegint-
hi —seguint 'ordre dels nivells— els vertexs que no s6n antecessors de cap dels
vertexs del nucli en I'estat actual. Per aconseguir aixo d’'una forma sistematica pot
seguir-se el procediment segiient d’etiquetatge numeric dels vertexs. A cada vertex
x li assignem una etiqueta E(x) definida com I'’enter més petit no negatiu que encara
no ha estat assignat a cap vertex en I'(x). Aixi, tot vertex x anivell O rep E(x) = 0;
a continuaci6, determinem E(x) per als vértexs x a nivell 1, després el mateix per
als de nivell 2, etc. Aquest procediment acaba generant el nucli del graf. Finalment,

3 PROPOSICIO L’etiquetatge E(x) dels vertexs x del graf G associat a un joc progressiu
finit és unic.

PrROVA: Es clar que cada vértex del graf rep una i només una etiqueta. Per la definicio
de l'etiquetatge, si x té E(x) = 0 no pot existir un (x,y) en G tal que E(y) = 0 ja
que, si fos aixi, x hauria rebut una etiqueta diferent. Igualment, tot vertex y amb
E(y) > 0 ha de ser vertex antecessor d'un vertex z amb E(z) = 0 ja que, en cas
contrari, tindriem E(y) = 0. Per tant, I'etiquetatge satisfa les dues propietats que
caracteritzen el nucli. |

2.2 Segon joc

«Disposem de quatre cubs pintats amb un dels quatre colors, blanc, vermell, negre
0 groc, en cadascuna de les sis cares. Es demana de formar una columna apilant
els quatre cubs de manera que aparegui una vegada cadascun dels quatre colors en
cadascun dels quatre costats de la columna.»

Si tenim cada cub pintat sencer amb un unic color, diferent del color de cadascun
dels altres tres cubs, els podem apilar de qualsevol manera i obtindrem una solucio.
En el cas general, pero, determinar si el trencaclosques té solucié o no, és forca
més complicat. Pensem que el cub presenta 24 simetries i que, per tant, tenim
en principi 244 configuracions possibles, tot i que —segons els colors assignats—
moltes podrien ésser descartades directament.

Durant I'analisi usarem la notacié segiient: cubl, Cub2,Acub3, cub4 seran els
quatre cubs del joc; B, V, N i G els quatre colors, mentre que f;, i, di, é; denotaran,
respectivament, els colors del i-ésim cub (1 < i < 4) en els costats front, rere, dret
i esquerre de la columna formada.

La soluci6 del trencaclosques verifica la que anomenarem propietat de separa-
bilitat o independéncia entre els costats adjacents en la columna de cubs. Aquesta
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propietat recull el fet que podem resoldre per separat el joc considerant iinicament
dos costats oposats de la columna (com ara el dret i I'esquerre), la resolucié dels
altres dos costats (front i darrere) es pot obtenir mitjancant la rotacié de cadascun
dels cubs (al voltant d’un eix horitzontal, en aquest cas). Aquesta possibilitat de
descomposici6 del problema en dos subproblemes sera explotada a continuacio.

El model per representar i analitzar el joc és un multigraf G amb les arestes
etiquetades. Assignarem un vertex a cadascun dels colors (B, V, N, G) i una aresta
entre dos vertexs x i y etiquetada k si el k-ésim cub té els colors x i y en cares
oposades. En total, doncs, quatre vertexs i dotze arestes. IHustrem en la figura 3 el
multigraf corresponent als quatre cubs representats en les figures 11 2.

B B
B G \Y B B \Y
G N
G G
cubl cub?

FIGURA 1: cubl i cub?2.

N G
N B G N \Y G
N G
\Y N
cub3 cub4

FIGURA 2: cub3 i cub4.

Per la propietat de separabilitat considerarem unicament els costats esquerre i
dret de la columna de cubs, és aci on volem obtenir —en cada costat— una cara amb
cada color. De fet, podem comencar rebaixant una mica més el proposit: demanem,
per ara, d’obtenir vuit cares oposades dels quatre cubs que en total facin apareéixer
dues vegades cadascun dels quatre colors. Més tard ja veurem com assegurar que
cada color apareix un cop en cada costat (esquerre i dret) de la columna.

En termes de grafs, volem determinar en el multigraf del joc quatre arestes, una
amb cadascuna de les etiquetes 1, 2, 3, 4, de manera que en el subgraf format cadas-
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4 4
\Y% N \Y% N
2 3 3
2
B G B G
1 Q 1
() (B)

FIGURA 3: Multigraf associat.

cun dels quatre vértexs tingui grau dos (per convencio6, cada llac contribueix en dues
unitats al grau del vertex corresponent). Aixo és el mateix que determinar un factor
que tingui les quatre etiquetes possibles en les arestes; en direm un factor canonic.
En la figura 4 tenim representats dos dels cinc factors canonics corresponents al
multigraf de la figura 3.

1

B 2 sc s
1 4

FIGURA 4: Dos factors canonics.

El pas segiient és veure com per a cada factor canonic podem obtenir la resolucié
parcial del joc, és a dir, els costats esquerre i dret de la columna de cubs amb els
quatre colors alternats. Considerem el factor canonic « de la figura 4. Si en fem
un recorregut al llarg del circuit comencant per un qualsevol dels vertexs, podem
obtenir una disposici6é dels cubs en la columna si fixem com a costat esquerre el
primer veértex de cada aresta trobada i com a costat dret el segon. Aixi, d’aquest
factor, comencant pel vertex V obtindrem: é4 =V, ds =N; é3 =N, d3 =G;é; =G,
d1 =Bié, =B, d2 = V. En el cas del factor B de la mateixa figura, obtindrem: é4 =
V, d4—N ez—N dz—B eg—B d3—V1e1—G dl—G

Arribats aci, podem donar el trencaclosques per resolt. Efectivament, només cal
inspeccionar el multigraf associat als cubs i determinar si hi ha dos factors canonics
disjunts d’arestes. Si aquest és el cas, per la propietat de separabilitat, cadascun
d’ells ens permetra —seguint el procediment acabat de veure— obtenir la disposicio
de dos costats oposats de la columna. Ateés que el multigraf G(V, A) del joc és sempre
prou reduit (#{A} = 12, #{V} = 4) larecerca d’aquests dos factors no presenta cap
dificultat computacional.
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2.3 Tercer joc

«Disposem d’'un nombre illimitat de pedretes blanques i negres, i volem formar un bra-
calet enfilant-les una rere I'altra. Quantes n’hi podrem colocar sense que es repeteixi
cap agrupacio de k pedretes consecutives?»

Atés que podem formar fins a 2¥ seqiiéncies diferents de longitud k, és clar que
aquest és el nombre maxim de pedretes que podrem enfilar. Cal tenir present que
el bracalet és circular, és a dir, que la darrera pedreta enfilada quedara entre la
penultima i la primera. A continuacio, veurem com un graf ens permetra de generar
bracalets amb 2% pedretes que verifiquen la condicié enunciada. Usarem un 0 o
un 1 per a representar cada pedreta segons sigui, respectivament, blanca o negra,
mentre que k > 2 és un nombre natural. Per al cas k = 4 una solucio6 és la seqiiéncia
0000100110101111, la qual té longitud 24.

Laresolucio6 del joc passa per estudiar els anomenats diagrames de De Bruijn, una
familia de grafs dirigits que contenen circuit euleria. Comencem, pero, presentant
una caracteritzaci6 dels grafs dirigits eulerians.

4 PROPOSICIO Un graf dirigit G(V,A) és euleria si, i només si, té el graf subjacent
connex i grau_interior (x) = grau_exterior (x) Vx € V.

PROVA: Es clar que si el graf subjacent no és connex no podrem formar un circuit
euleria. La condici6 d’igualtat entre grau interior i grau exterior en cada vertex és
també immediata. Efectivament, cada vegada que el circuit visita un vertex qual-
sevol necessita un arc per arribar-hi i un altre per sortir-ne. Queda per veure que
aquesta condici6 és, alhora, suficient. Aquest resultat s’obté construint un circuit
euleria. Comencant per un vertex x qualsevol, formem un circuit simple C; que
acabi en x. Si C; ha usat tots els arcs, hem acabat obtenint el que voliem. En cas
contrari, eliminem els arcs usats en C;; amb aixo cada vertex y del graf continua
amb grau_interior () = grau_exterior (). Prenem un vertex z qualsevol que formi
part d’algun dels arcs no eliminats i repetim el procediment seguit per a x formant
aixi un nou circuit C>. Si C; U C» = A, hem acabat i la uni6 dels dos circuits forma
un circuit euleria. En cas contrari, eliminem també els arcs de C, i repetim el procés
amb un altre vertex t pertanyent a algun arc romanent. Finalment, de la uni6 de tots
els circuits n’obtindrem un d’euleria. |

Sigui ara G* (V*, A*) el graf dirigit amb 2¥~! vértexs definits per totes les seqiién-
cies binaries de longitud k — 1 i 2% arcs etiquetats per totes les seqiiéncies binaries
de longitud k, de manera que I'arc etiquetat s1, s2,...,Sx (s; € {0,1}) va del vertex
$1,82,...,85k—1 al vértex sy, 83, ..., Sx. G* s’anomena un diagrama de De Bruijn. En la
figura 5 tenim el G* corresponent a k = 3.

5 PROPOSICIO G* és euleria per a tot natural k > 2.

PROVA: Per construccio, G* té el graf subjacent connex. El vértex si,s»,...,Sk-1
és assolit pels dos arcs etiquetats 0, s1, 52, ...,5k—1 1 1,51, $2,...,,5x—1. D’altra ban-
da, el veértex si,so,...,Sk-1 és el vértex de sortida dels dos arcs si,s2,...,5¢-1,0 i
S1,582,...,5k-1, 1. D’aquesta manera, tenim grau_interior (x) = grau_exterior (x) = 2
en cada x € V*, O
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FIGURA 5: G* per k = 3.

Ara ja tenim la feina feta. Efectivament, tal com hem definit el graf, si formem
un circuit euleria en G* i prenem el primer simbol (s;) de l'etiqueta de cadascun
dels arcs que el formen, obtenim una seqiiéncia (seqtiéncia de De Bruijn) de longitud
2k, que representa un dels bracalets desitjats. Aixi, en el graf de la figura 5, podem
considerar el circuit euleria que comenca en el vertex 00 i és donat pels arcs

000
001
010
101
011
111
110
100

De la primera columna n’obtenim la seqiiéncia 00010111. Notem que, tant la segona
columna com la darrera produeixen també seqiiéncies de De Bruijn, atés que no
son altra cosa que desplacaments circulars consecutius dels simbols de la primera
columna.

Finalment, destacar que la generalitzacié per a bracalets amb n > 2 tipus de pe-
dretes és directa a partir del que hem vist. Per analogia, obtindrem una seqiiéncia de
De Bruijn amb nk simbols a partir d’un circuit euleria en un graf G* amb n*~! vértexs
i nk arcs, de manera que per a cada x € V* grau_interior (x) = grau_exterior (x) = n.
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