BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 11, ntim. 1, 1996. Pags. 0-0.

La didactica de les matematiques
en la formacioé del professorat®

GUY BROUSSEAU

1 La didactica de les matematiques en la comunitat matematica

1 DEFINICIO La diddactica de les matematiques és la ciéncia de les condicions de creacid
1 difusid dels coneizements matematics.

Aquesta definicié pot semblar una mica pretensiosa pero, de fet, conté la humilitat de
considerar que només el caracter cientific pot legitimar la didactica com a discurs dirigit
als professors. Considerar la didactica com una ciéncia és una ambicié necessaria, tot i
que encara no s’hagi consumat.

Per que incloem a la definicié les condicions de creacid dels coneizements matematics?
Es podria pensar que aquestes condicions de creacio s’han de reservar per als matematics,
que s’han de mantenir separades de les condicions de difusid dels coneixements, perque els
matematics tenen una manera especial de construir, de pensar les matematiques, diferent
de la dels que les difonen i les pensen per segon cop. Malgrat aquesta objeccid, nosaltres
pensem —i es pot demostrar— que si es pretén la difusié d’un pensament matematic que
no es limiti a una mera repeticié, a un psitacisme, llavors és necessari coneixer, dominar
i recrear les condicions de creacié dels coneixements matematics, entenent creacié no en
el sentit de primera aparicié historica, sin6 en tant que conjunt de condicions universals
lligades a la genesi del pensament matematic.

Tractaré de mostrar en aquesta presentacié que no es poden separar les matematiques
de la didactica de les matematiques. Hauria de quedar clar que en l'activitat dels
matematics que creen matematiques ja hi ha una activitat de tipus didactic; que ja
en el naixement del coneixement matematic hi ha una component didactica. I veurem
també que la identificacié de les condicions per expressar i comunicar aquests coneix-
ements no poden funcionar d’una manera independent de les nocions que es tracta de
recrear en I’ensenyament. Aixi, el problema amb el qual ens trobem no és dir que podria
ser la didactica per un costat i les matematiques per un altre, siné el de mostrar el que
poden ser juntes, i de quina manera es poden tractar les dues en la formacié dels mestres.

*Conferéncia pronunciada a les Segones Jornades de Matematiques ¢ Didactica de les Matematiques
celebrades el mes de febrer de 1993 a la U.A.B.
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Per aixo he dit que existeix la didactica en 'activitat matematica, és a dir, que per
difondre un descobriment matematic es necessita un treball de reconstruccié amb 1’estil
de pensament propi de la comunitat matematica. Quan el matematic escriu un article
per exposar els resultats de les seves investigacions, no pot explicar la historia d’un de-
scobriment, ha d’escriure un text convencional, escollir el que en el treball pot interessar
la gent, deixar de banda les evidencies, mostrar el que és important, escollir el que pot
apareixer com un metode, etc. Aquest és un treball de reconstruccié, de destemporal-
itzacid, de despersonalitzacié, de descontextualitzacié dels resultats per poder incloure’ls
en una teoria més general, etc. Aquest treball és de naturalesa didactica i, en funcié
de si es fa d’una manera o altra, canvia el significat de la mateixa matematica. No
és el mateix el text matematic, el pensament que I’ha produit, que la comprensié i s
d’aquest text. Des d'un punt de vista historic, és facil mostrar aquestes distincions:
I’autor d’'un coneixement no és conscient de tots els aspectes de la seva obra, aspectes
que potser en descobriran d’altres, arribant fins i tot a canviar ’estatut del coneixement
originari. En resum, la construccio del pensament matematic en tant que saber, en tant
que coneizement que es comunica ja en la institucio dels matematics, depén de condicions
i transformacions de tipus didactic.

2 La didactica en I'activitat dels professors

En Dactivitat dels professors també trobarem certs elements de didactica espontania, és a
dir, elements d'una activitat natural que es desenvolupa i que intervé en I’exercici docent,
ja sigui implicitament o explicita.

Crec que no hi ha dubte sobre ’existencia d’un pensament didactic espontani. Con-
sisteix essencialment a elegir, per a un conjunt donat d’alumnes, en un moment donat, i
en relacié amb una nocié matematica, un conjunt de problemes, una serie de declaracions
que podrien ser ttils per resoldre’ls, un ordre de dependeéncia entre aquestes declaracions
per facilitar la seva retencio, la seva prova, etc. Per exemple, elegir una demostracié com a
metode de presentacié didactica d’un coneixement matematic és ja una decisié didactica.
S’han fet matematiques abans de veure l'interes de la demostracié. La demostracio
apareix avui com a explicativa del coneixement matematic: no hi ha matematiques si
no hi ha problemes i si les solucions d’aquests problemes no s’acompanyen d’una de-
mostracié. En 'actualitat, la demostracié forma part de les matematiques.

Aix0 no sempre ha estat aixi. A la Xina hi havia matematics abans de ’arribada
dels arabs, que van portar-hi els elements d’Euclides. Aquesta introduccié no va tenir
gran efecte sobre les matematiques xineses. Pero, més tard, els jesuites van proposar als
mandarins nous metodes per ensenyar, explicant que utilitzaven les matematiques per
desenvolupar un cert tipus de pensament. I van proposar traduir i utilitzar Euclides. Els
xinesos van respondre que ja coneixien els elements, pero que no entenien la tercera part
de la resolucié de cada problema (és a dir, la part de la demostracié): No ens interessa, no
s’entén i és dificil 1 complicada. Resulta que la relacié dels xinesos amb les matematiques
s’assemblava a la relacié que tenim nosaltres amb ’art: no es diu per que una cosa
és bella; no s’apren poesia recitant regles de poesia, siné en interaccié amb la poesia.
De la mateixa manera, el matematic xines havia de trobar, pel seu propi esforg, sense
explicacié, la bellesa matematica, entenent sense necessitat de demostracié. La prova
era només una necessitat personal de convenciment que no calia fer publica. Trobem
aixi a la historia una matematica que amaga les seves proves per diferents raons: per
exemple, per exercir un poder sobre la gent amagant 1’origen del saber; en el Renaixement,
per obtenir una plaga a les universitats italianes (els problemes no s’expliquen perque
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permeten construir problemes per guanyar competicions), etc. Aix0d mostra que lacte
de publicar demostracions és un acte social i cultural molt particular. Aquest acte,
fonamental avui dia per a la comunicacié del coneixement matematic, es basa en una
hipotesi humanista: que la veritat ha de ser compartida. En una societat on no hi hagi
aquest sentiment, no hi ha necessitat d’ensenyar matematiques a tothom.

El meu centre d’interes com a investigador sén les matematiques de 1’escola obli-
gatoria. Hem vist en quin sentit la demostracié és una invencio didactica lligada a certes
relacions humanes i culturals. Per aixo en ’ensenyament s’ha de pensar que, per exemple,
una prova no és unicament una demostracio, és també quelcom que una persona diu a
una altra per obtenir el seu consentiment i acord, segons unes regles que s’imposen tant
a 'una com a l’altra. Una demostracié matematica s’ha de construir en oposicié a altres
mitjans que permeten obtenir l'acord dels altres (la seduccid, l'autoritat, etc. ). Tots
els mitjans retorics per aconseguir ’assentiment dels altres sén obstacles per a la prova
matematica.

Tinc forca estudiants a la universitat que no estan convencuts de les demostracions
que em donen. Prenem, per exemple, un domini particular com la combinatoria, on,
tradicionalment, per raons conegudes, no s’exigeix que les demostracions es donin amb la
precisié que s’exigeix en algebra o altres dominis. En combinatoria, es demana general-
ment als estudiants que concebin els metodes adequats i que siguin capagos de presentar-
los, encara que sigui de manera ambigua. En aquest cas, els estudiants presenten re-
sultats dels que no n’estan segurs i esperen cada cop la conformitat del professor, la
seva correccié. El professor podria molt bé considerar que si els estudiants han resolt
un problema, si estan convencguts de la validesa de la seva propia solucid, aleshores no
necessiten cap correccié. Pero tots sabem que no és possible mantenir aquesta posicié
amb els estudiants.

El que no es produeix, pero hauria de produir-se, és una devoluci¢ de la responsabilitat
del coneixement matematic a la generacié que segueix. I aix0 es pot aconseguir amb
estudiants ben petits: els nens de quatre o cinc anys, encara que no concebin bé una
nocié o problema de nombres —com va mostrar Piaget— poden molt bé comprendre
la necessitat d’assumir una posicié personal enfront dels problemes. No obstant aixo,
alguns anys després, tornen a l’escola en una relacié amb el saber totalment diferent, que
els fa totalment dependents de la solucié que donara el professor, sense cap sentiment de
responsabilitat en la transmissié del saber. Construir la relacié de I’alumne a la prova, al
coneixement matemadtic, aquest és el principal paper del professor, perqué els mitjans i els
coneizements concrets canvien d’una generacid a l’altra. Per exemple, el que constitueix
avui dia la base d’'un curs habitual sobre funcions a secundaria és la construccié de la
grafica d’'una funcié. Pero actualment els nois tenen a la butxaca una calculadora en la
qual poden entrar 1’equacié de la funcié i obtenir la grafica directament. Per descomptat
que aix0 planteja un problema a l’ensenyament. I no és el primer. Podria fer una llarga
llista de coneixements molt 1tils en un moment donat que desaparagueren amb ’aparicié
d’un nou saber, una nova tecnica, etc. Hi ha gent que té un amor particular cap als
indivisibles, pero obliden que ara tenim metodes més rapids que ens permeten evitar el
munt de problemes que plantegen.

El treball del professor consisteix en la reconstruccid de les matematiques significatives
per als nens d’una generacié determinada. La formacid que hem de donar als professors
de matematiques ha de deduir-se, per tant, d’aquesta proposicio.
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3 La didactica de les matematiques en la formacié del professorat

Quins podrien ésser els continguts que proposa la didactica en la formacié del professorat,
donat el desenvolupament actual d’aquesta cieéncia?

Aquest tercer punt tracta del problema de la utilitat del coneixement didactic, dels
limits de la seva expressié i comunicacio, i dels mitjans de que disposa la didactica per
reconeixer i colaborar en el treball del professor. L’acta de naixement de la didactica
consisteix a creure que es pot descriure el que fa de manera natural el professor. Una altra
qiiestié és saber fins a quin punt, amb quina eficacia, suport o fonamentacié és possible
arribar a una tal descripcié. Aquest problema s’ha plantejat en matematiques abans que
en altres dominis, en part a causa del caracter estrany del coneixement matematic que
s’ensenya, estrany en el sentit d’allunyat de la practica popular. No es troben habitual-
ment matematics que actuin de manera visible (o piblica) per mostrar, per exemple, que
és allo que s’entén per buscar. Per a la gent, buscar és una cosa negativa: es busca quan
s’ha perdut alguna cosa, quan no se sap com actuar. Si es demana quelcom a algu, no se
li demana que busqui siné que contesti, que actui. Buscar no té sentit a les institucions
socials allunyades de la practica cientifica. Els problemes que trobem avui dia amb la
difusié social de les matematiques a la nostra societat expliquen bé per que la necessitat
d’investigar en didactica s’ha plantejat abans en matematiques que en altres dominis.

3.1 Els mitjans i limits de la didactica de la didactica

Hem dit que existeix una didactica natural en ’activitat dels professors. I el problema
que es planteja és el de veure fins a quin punt és necessari explicitar aquesta didactica
espontania amb certs tipus de coneixements, fins a quin punt s’ha de comunicar als profes-
sors aquests coneixements, i quines limitacions es troben en aquesta comunicacié. No és
veritat que tot saber o coneixement necessari per al control d’una altra activitat sigui bo.
La distincié entre una institucié que actua i controla la seva activitat amb coneixements
espontanis o reproduits per imitacié i la creacié d’una altra institucié que construeix els
mitjans de control per a la primera, és encara molt dificil des del punt de vista cultural.
En particular, quan es tracta de comunicar un saber com les matematiques, el professor
esta tan preocupat per fer comprendre als alumnes tot el necessari perque acceptin les
idees que els ensenya, que si s’ensenya al professor un tipus de metaconeixement sobre
les matematiques, es corre el perill que, en lloc de matematiques, el professor acabi en-
senyant als seus alumnes un discurs sobre la producci6 de les matematiques, és a dir, un
discurs didactic.

La possibilitat d’ensenyar didactica als professors depén de la capacitat d’aquests per
mantenir una separacio entre, per un costat, la seva activitat professional com a en-
senyants de matematiques i, per altre costat, els mitjans professionals que possibiliten
aquesta activitat. I aquesta separacié mo esta, en principi, assegurada. No es poden
llancar en paracaigudes resultats de didactica als professors, sense més, de la mateixa
manera que no es poden donar medicaments a un poble on no hi ha ni metges ni hospi-
tals. L’eficacia docent dels coneixements didactics depen, doncs, de la possibilitat social
d’organitzar les relacions futures entre professors i didactics. Sense aquesta organitzaci6
fracassarem. I aquest és el punt focal del desenvolupament i control de 'activitat dels
professors, de la preparacié dels futurs professors amb un tipus de coneixement com és
la didactica de les matematiques.

El fet que estiguem intentant entendre, en la investigacié didactica, els mitjans de
produccié i reproduccié dels coneixements matematics, no vol pas dir que aquesta ciencia
pugui arribar a donar resposta a totes les preguntes que suscita la didactica espontania
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del professor. En particular, s’ha d’atorgar un lloc legitim a les tecniques didactiques
tradicionals de comunicacidé: el que es pot explicar i entendre no necessita d’'un gran
discurs per millorar-se. L’economia tampoc té per objectiu aconseguir que un venedor
de corbates vengui més corbates, no és el seu metode de funcionament. Hi ha coses que
han de desenvolupar-se per les propies qualitats dels ensenyants.

Les explicacions didactiques han d’ajudar aquesta didactica espontania, pero també
contradir a vegades les conclusions precipitades que s’extreuen de la seva practica. La
didactica de les matematiques no és la simple racionalitzacié d’una practica espontania.
Al contrari, el fet que els professors hagin de prendre decisions fa que el seu coneixement
didactic sigui en general un coneixement fals. Utilitzarem una metafora. A Franga,
durant el segle XIX, es va desenvolupar una teoria de la llengua necessaria per a la
comunicacio i 'ensenyament de la llengua: en diem la gramatica dels professors. Era una
mena de teoria de la llengua amb els elements suficients per poder parlar de les paraules,
de les frases, etc. Els professors van tractar de fer una descripcié de la llengua, sota la
necessitat de parlar de les frases en el domini de ’ensenyament, no amb la intencié de fer
una teoria del llenguatge. Van fer una gramatica que no té exactament les propietats que
s’espera d’una teoria, es tractava de regles amb un munt d’excepcions, perque aixo resolia
el problema d’escriure correctament: s’aplicava la regla i es donava la llista d’excepcions.
I es podia aixi dominar I'escriptura de les paraules. Pero aquestes regles no eren lleis
en el sentit de la ciéncia, que tenen com a objectiu la comprensié del funcionament dels
fenomens. La preocupacié del que vol ensenyar a parlar i, quan déna una regla falsa,
afegeix, com a particularitat, les excepcions, és diferent de la del que vol construir una
teoria consistent i que ha de canviar-la quan no ho és. La gent que té com a preocupacié
prioritaria fer una teoria, entendre els fenomens, segueix un rumb diferent de la gent que
ha de prendre decisions i necessita regles locals que s’adaptin bé a les seves necessitats.

El problema dels formadors de professors és el de distingir entre la seva manera
d’ensenyar i el que ensenyen als estudiants. Per exemple, pot succeir que jo no em vegi
capag de fer que un futur professor desenvolupi un pensament didactic, i veure’'m llavors
obligat a comunicar-li els coneixements didactics que li haig d’ensenyar amb meétodes de
comunicacio tradicionals. Pero no m’agradaria que ell utilitzés amb els seus estudiants
els mateixos metodes que utilitzo jo amb ell. El problema esta en el fet que la possibilitat
de fer produir un pensament matematic és un tema que s’esta estudiant, mentre que no
s’estudia encara la possibilitat de fer produir un pensament propi de la didactica de les
matematiques (tema aquest que em sembla molt més dificil).

No hi ha en didactica un metode, una tinica solucié per a tots els problemes. Es a dir:
s’han de poder usar diferents mitjans, diferents enginyeries, segons les circumstancies.
Si només tinc cinc minuts per preparar la llicé dels meus alumnes de darrer any de
secundaria, és suficient que decideixi quins sén els exercicis més pertinents per proposar-
los, la demostracié que faré, el que deixaré de costat, etc. En 5 minuts no puc fer més. Si
miro de fer una altra cosa sense preparar-m’ho més, per exemple, si em comporto com un
investigador davant dels estudiants, estaré prenent un risc inttil, i puc arribar a donar
un missatge fals sobre la materia que vull ensenyar.

El problema de la didactica en tant que ciéncia no consisteix a haver de proposar
immediatament una solucié als problemes d’ensenyament, siné a explicar que passa i a
tractar de distingir a través dels fenomens, a partir de l'estudi del que ja ha passat, les
lleis i models que han de permetre prendre decisions diferents en funcié dels resultats
esperats. Perd primer s’ha de comprendre com actua realment el sistema. Per aixo la
didactica no es pot reduir a la racionalitzacié de I'activitat dels professors. Al contrari. El
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pensament natural esta condicionat per la necessitat d’adoptar una decisié immediata.
El que assegura una certa eficacia al treball dels professors és la possibilitat de veure
quan una decisié no és realment bona i corregir-la immediatament per una altra. Es
lexercici massa facil o massa dificil? En proposaré un altre per mostrar un altre punt
de vista. Aquesta possibilitat de corregir la decisié anterior és la principal caracteristica
del professor, i és necessaria per obtenir certs resultats. No conec cap teoria que permeti
estalviar-se aquesta activitat. Es més, tenim una demostracié del fet contrari: si existis
una didactica perfecta, ideal, aix0 és, una manera de comunicar directament a un nen
el coneixement de, per exemple, un gran algebrista actual, no és segur que s’obtigués
per aquest cami un millor desenvolupament del saber o del coneixement del nen. La
transmissié d’un camp de coneixements depen que es crel la possibilitat de fer avancar els
coneixements i els sabers. L’activitat dels professors en tant que elegeixen i transformen
els coneixements és una part constitutiva de la construccié de les matematiques.

La separacié excessiva, en la investigacié matematica, entre el que és nou i la re-
organitzacié del que ja existeix resta tot el seu valor a aquesta ultima activitat que
té, no obstant aixo, un gran interes social per al funcionament mateix de la comuni-
tat matematica. Aquesta escissié condueix dramaticament a una visié6 deformada, que
menysprea el treball dels professors, perque considera sense valor el fet de reorganitzar
entre si els coneixements ja existents. Euclides o Bourbaki no haguessin avui dia obtingut
el titol de matematic, perque no hi ha cap teorema nou a la seva produccié. En la seva
labor de reorganitzacié de coneixements ja obtinguts no hi ha resultats nous. En el
treball de tot matematic hi ha una part que reorganitza, que repeteix els coneixements.
Hi ha altres tipus d’arguments per mostrar que es necessita una transformacié abans
de donar nous resultats matematics. La dialectica entre ’organitzacié i el descobriment
de matematiques noves és una de les coses que tractem d’estudiar en didactica de les
matematiques.

3.2 L’enginyeria didactica

Per tal que els alumnes aprenguin, han de resoldre certs tipus de problemes. El més
facil és donar exemples de problemes que fan funcionar els coneixements que es volen
ensenyar. Es el minim que s’ha de fer. El que s’ha d’ensenyar és la correccié d’aquests
problemes, juntament amb els teoremes corresponents. Es una posicié extrema perd la
mantinc: sense problemes no hi ha pensament matematic. I els teoremes es poden acon-
seguir com una manera economica d’aprendre el que s’ha de fer per resoldre problemes.
L’enginyeria didactica és la proposta i l’eleccio de condicions que permetin desenvolu-
par els coneixements matematics de ’alumne. Pero hi ha una altra condicié: parlarem
d’enginyeria didactica quan I’eleccié d’aquests problemes es recolza en la teoria didactica,
rebutjant els tipus de problemes que provoquen dificultats. La legitimacié de 'eleccid
dels problemes, de les seves variables, etc., s’ha de recolzar en la teoria didactica.

Per als professors, ’enginyeria didactica és un estudi potser massa teécnic. Actualment,
I’element principal de la seva formacié en aquest camp és 'observacié d’aules. No podem
fer gaire més en la preparacié dels professors que veure amb altres ulls la realitat de I’aula,
la contingencia. Fins fa dos anys, es feia la preparacié dels professors sense que hi hagués
una confrontacié entre el que se’ls deia durant la formacid, per exemple 'organitzacid
dels problemes que s’havien de presentar, i el que feien realment els professors en actiu.
Es concebia aquesta informacié professional com quelcom que ve després de la formacid,
que arriba amb ’experiéncia.

Per que 'enginyeria didactica és un estudi massa tecnic per als professors? Si es vol
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proposar a la societat un tipus de materia per ésser ensenyada, s’ha de descriure, no tan
sols el que es proposa, siné l'efecte que tindra aquest ensenyament, la manera com s’ha
elaborat el projecte, la seva fonamentacio, etc.; és a dir, cal proposar el necessari per
establir una patent que descrigui i justifiqui I'Gs i la utilitat del nou artefacte didactic.
La produccié d’un objecte d’ensenyament no és suficient. La diferéncia entre la didactica
espontania i 'enginyeria és que, sobre un mateix problema, I’enginyeria distingeix entre
el problema i la descripcié de les seves propietats. Els projectes d’enginyeria didactica no
sén absolutament necessaris, es pot seguir ensenyant matematiques amb els problemes
que coneixem, amb la cultura didactica habitual que tenim. Pero quan es proposa un pro-
jecte d’enginyeria didactica, s’han d’avangar les raons per les quals s’hauria d’ensenyar tal
o qual cosa de tal o qual manera en relacié ambs certs coneixements didactics. Proposar
una enginyeria als professors és ’acte segon, i significa dir-los com es pot ensenyar aquest
tipus de coneixement matematic que permeti realitzar tal o qual tipus d’examens (com
ensenyar als alumnes de secundaria les transformacions geomeétriques, quins exercicis
proposar, etc.).

3.3 Didactica d’una nocié matematica

Aquest punt és el més important. Per ensenyar, per exemple, els nombres naturals o
racionals en l’ensenyament primari, o per ensenyar la nocié de funcié o qualsevol nocié
matematica, s’ha de fer una reflexié especifica que no és objecte d’ensenyament en els
cursos universitaris de matematiques. I aquesta reflexié ha de ser explicitada d’acord
amb el que s’ha posat en evidencia en les investigacions didactiques.

Com es pot transformar la visié d’una nocié matematica mitjancant I’analisi didactica
d’aquesta nocié? Un dels papers de la didactica és explicar les matematiques. Per que?
No ho fan ja els matematics? Si, els matematics sén excel.lents epistemolegs i coneixe-
dors de matematiques en el domini en el qual treballen. Pero en els dominis que no
coneixen, tenen una epistemologia espontania que construeixen a partir de la seva ex-
periéncia de professors o estudiants. A més, no es pot pensar que I’epistemologia d’un
concepte pugui donar informacions clares sobre un altre concepte en general. Es poden
comprendre perfectament les relacions que existeixen entre les assercions de la geometria
i els coneixements de 'espai, pero aixo no déna cap mitja per atacar ’ensenyament de
les probabilitats, per exemple. Es un problema completament diferent. Aquest és el fon-
ament de la didactica: el que es va a construir és especific del coneixement matematic,
no pot ser una idea general que s’aplicaria sola, de manera independent del contingut
matematic. Comprendre que és construir els nombres naturals, quins coneixements es
van a desenvolupar, qué demanara el professor als alumnes des del punt de vista de
comprensié, de coneixement, les diferéncies entre aixo ultim i el saber ensenyat, etc. Per
exemple, quan s’ensenya ’addicid, la multiplicacié, 1’ordre, etc., en els nombres naturals,
el nen entén, per exemple, que ha fet una multiplicacié i que el resultat és correcte perque
el resultat creix amb cada factor del producte. Aixo és un mitja de control: I'alumne
controla ’addicié per la recitacié del successor, controla la diferencia per ’addicié, con-
trola la multiplicacié per I'addicié (pensa 3 vegades 4 és 4 més 4 més 4). Es una forma
de comprensié personal. Quan es volen explicar els decimals, tots els esforcos anteriors
de comprensio, és a dir, d’invencié de coneixements, de teoremes, d’opinions sobre que
sén els nombres, fracassara. Aix0 no es tindra en compte en l’ensenyament, no es dira,
per exemple, que els decimals no tenen successor, no se’n treuen totes les conseqiiencies.
I aleshores els nens ja no entenen que pot ser 3,5 per 7,3. Hi ha hagut un treball enorme
en la historia de les matematiques per construir aquesta operacié. El que serveix per en-
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senyar aquesta nocio ja no és ’addicié siné la proporcié: ab és el que és a a com b és a 1,1
aix0 funciona tant per a les fraccions com per als naturals. Aixi, els alumnes adquireixen
mitjans per construir coneixements i assumir la responsabilitat de comprendre el que
se’ls ensenya. Per tal de fer aixo es plantegen, sobre cada problema, preguntes de les
quals no se’ls ha ensenyat la resposta; aquesta ha de ser construida per una activitat que
no els ha estat presentada abans, que esta sota la responsabilitat de I'ensenyat. I cada
coneixement que construeixen té la possibilitat d’ésser fals, de revelar-se fals més tard.
El professor ensenya sota la responsabilitat de construir una comprensié falsa del que
ensenya i d’utilitzar aquesta comprensié per després corregir-la, si pot, quan s’aborda a
classe un nou aspecte de la nocié. Aquesta idea esta en la base de la teoria dels obstacles
didactics.

Examinar com es pot construir un coneixement com els nombres naturals, o els enters,
requereix una analisi especifica de macrodidactica i microdidactica. Macrodidactica, com
a estudi de l'organitzacié general dels coneixements; micro-didactica, com a estudi de les
situacions particulars que permeten construir parts particulars dels coneixements. S’han
d’organitzar les dues de manera que permetin construir una genesi que sigui possible
per a l'estudiant, prou veritable com per salvar els obstacles i millorar els coneixements
antics, i que convergeixin al final cap a un coneixement actual, el d’avui. La didactica
dels principals coneixements matematics demana una reflexié propia sobre cada un dels
objectius de I'ensenyament de les matematiques. Per fer aquestes analisis, per saber que
és un obstacle, com funcionen les variables didactiques, les situacions, etc., s’ha de de-
senvolupar un nombre de conceptes metamatematics, fins i tot metadidactics en el sentit
que han de servir per descriure I'activitat didactica. A aquest instrument d’explicacié de
les matematiques i la seva génesi 'anomeno didactica fonamental. Aixo és una presa de
posicié teorica i suposa que la teoria didactica pot revolucionar I’epistemologia i trans-
formar la descripcié de la construccié d’un coneixement —que és un fet inic— en una
aplicacié d’un coneixement general, més universal. Es un desafiament, pero es pot com-
prendre que aquest desafiament esta lligat a ’ambicié de construir la didactica.

3.4 Didactica fonamental

Aquest és el punt en que aparentment se separen les matematiques i la didactica. La
didactica fonamental crea certs conceptes, certes idees especifiques com a eines de de-
scripcié i analisi de les condicions de produccié de les matematiques. Pero aquesta escissié
no ha d’emfasitzar-se gaire. Quan es va crear 1’analisis situ, tampoc semblava que allo
fossin matematiques; quan es va inventar ’algebra, quan es va donar al nombres 'estatut
de solucié d’una equacio, es va crear una condicié de funcionament dels nombres que no
era coneguda abans; el mateix va esdevenir en inventar-se el calcul i en obtenir equacions
algebraiques com a solucions de sistemes diferencials. De manera que una teoria de les
condicions de creaci6 del saber matematic també es pot considerar com el fonament d’un
nou domini susceptible d’una analisi de tipus matematic.

No veurem aqui una presentacié de la didactica fonamental. Només ens plantejarem
que pot haver-hi en un curs de formacié del professorat per proporcionar als professors
els elements principals que els permetin de comprendre el que passa a 'aula, els indicis
que han de mirar per tal d’optimitzar les seves decisions i per corregir-les.

La didactica fonamental és un instrument d’explicacié de les matematiques: de la
seva genesi, del seu funcionament i del seu ensenyament. Els fets didactics sén fets reals,
durs, estesos en el temps tant com els fenomens que estudia ’economia. L’aritmetitzacio
de l’algebra, per exemple, és un fet que es va desenvolupar fa quatre segles i que continua
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desenvolupant-se avui dia. Hi ha fenomens que sén desconeguts en aquest moment,
ens trobem amb el fet que no podem dominar certs fets. Podem donar grans i petits
exemples d’aixo amb l’ensenyament lligat a les matematiques modernes. La gent en
general opina: a alguns els sembla bé, a d’altres malament; podriem dir que hi va haver
coses extraordinaries al costat d’errors greus. Pero el que és important és que apareixeren
fenomens importants, com 1'esllavissada metadidactica sobre la que ens aturarem un
instant.

Durant anys, s’han utilitzat dibuixets per explicar les operacions, els connectors logics,
etc. FEra una idea agafada d’Euler que sembla molt interessant per expressar la inter-
secci6 de conjunts, la unid, etc. Pero el model és fals: hi ha coses de la teoria que no sén
concretament significatives. Per exemple, la idea de conjunt suggerida pel model com a
colleccié de coses que estan proximes les unes de les altres no serveix per concebre un
conjunt de particions que es correspongui amb parts no connexes dels dibuixos. Quan
els elements no estan junts s’ha d’inventar un altre conveni, un altre model. Aixi, tot el
sistema que havia de servir per controlar un pensament logic es transforma en un munt de
convenis i arguments aliens al que es vol ensenyar. L’esllavisada consisteix en el segiient:
per parlar d’una qliestio matematica es desenvolupa un discurs no matematic. Per ex-
emple, per fer una teoria de les funcions, per parlar dels objectes funcions, s’utilitzen
conceptes de conjunts, nocions lligades a la teoria de conjunts. Deprés, per reorganitzar
les matematiques i presentar les estructures d’una manera global, amb la logica que es
desenvolupa molt rapidament en aquest moment, s’utilitza una teoria dels conjunts presa
de T'analisi funcional en tant que fonament de tot coneixement matematic. Aquest és
el treball de Bourbaki, i aquest és el principi de 'esllavissada: es construeix una cosa
per parlar d'una altra. Per ensenyar als estudiants els fonaments, les paradoxes, etc.
se’ls pot ensenyar logica formalitzada i tot funciona bé. Pero per ensenyar als nens més
petits, s’utilitzen els diagrames d’Euler, dibuixets per parlar de conjunts, conjunts per
parlar de funcions, etc. Els dibuixos no es poden controlar directament, no es pot ensen-
yar el seu control. Llavors es desenvolupa un vocabulari especial per parlar d’aquestes
coses: el color del conjunt, la seva etiqueta, etc. I per parlar d’aquest vocabulari, per
establir convenis, es necessitara un altre vocabulari, etc. Pot haver-hi diversos nivells
d’esllavissament. Els professors de matematiques veuen que aixo és un problema i es
lamenten: que podem fer? No poden tractar la relacié entre els coneixements i els sabers
d’una manera correcta sense abans resoldre el problema didactic de 1'is i control dels
objectes del saber. Llavors ho deixen estar.

Hi ha altres tipus de fenomens didactics que resisteixen. No és suficient que tots els
professors tinguin una formacié matematica. Passa el mateix en economia. Existeixen
dues iHusions: la ilusié de la ingenuitat perfecta: dema hem de reflexionar, tenim un
coneixement perfecte per tractar aixo. I la illusié del coneixement perfecte: els sabis de
Chicago resoldran tots els problemes d’Argentina de manera perfecta. Les dues maneres
fracassen. I la metafora serveix per als fenomens didactics: hem de comprendre quines
sén les causes dels efectes que observem. I aix0 té un paper molt important per als
professors perque la societat exigeix d’ells una qualitat, una transparencia, uns resultats,
coses a les quals els professors no poden respondre. Llavors desenvolupen una mena
de falsa culpabilitat: el bon professor ho pot tot. Quan dos-cents mil professors fan la
mateixa tonteria no és perque existeixen dos-cents mil tontos, és perqué existeixen forces
que els impelen en aquesta direccié i optimitzen entre els problemes que troben dient
coses que a d’altres els semblaran tonteries. Pero aquests fenomens s’han d’explicar
i analitzar per comprendre exactament on és la responsabilitat de cadasci, ni més ni
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menys. La didactica ha de proporcionar als professors els instruments necessaris perqué
puguin decidir en cada llicé obtenir un resultat o un altre. Aquest és el paper de la
didactica en la formacic del professorat: el d’alleujar, descarregar el professor de falses
responsabilitats que el fan al final responsable de tot.

3.5 Didactica matematica

Una part de la didactica fonamental es pot definir com a desenvolupament d’una teoria
matematica. Aixi, les situacions didactiques es poden descriure com automates de cert
tipus i es pot verificar la consisténcia de cert tipus de declaracions a proposit de les
situacions, deduint-les d’un estudi directe dels models. Per exemple, 'existencia i car-
acteritzacié d’una memoria didactica, o memoria del sistema didactic. Aquesta és una
cosa que no s’ha descobert directament a partir de ’observacié. No hi ha en els textos
d’ensenyament un apartat a proposit del que ha de recordar el professor (o el sistema)
sobre 'activitat d’ensenyament d’un concepte. Res no impedeix que arribi un especialista
de la primera lligd, doni la lli¢d, plantegi les preguntes, controli I’aprenentatge i després
cedeixi el seu lloc a un especialista de la segona 1licé que no sap res del que ha ocorregut
anteriorment. Aix0 no es fa generalment, perd no hi ha res que digui qué ha de saber
de la primera lli¢cé el professor especialista de la segona. Es concebeix generalment el
procés didactic com un procés markovia: hi ha un estat de les coses, es pren una decisié
que canvia aquest estat, 1 una decisié coneixent inicament ’estat inicial anterior. Amb
el model matematic subjacent a la teoria de les situacions didactiques podem demostrar
que aixo és fals.

Es poden donar aixi petits exemples de coses que permeten analitzar els fenomens
de didactica de les matematiques amb ’ajuda de les matematiques. Faré una observacié
personal —que no és fruit de cap investigacié. Crec que els matematics sén els que menys
utilitzen les matematiques per desenvolupar models explicatius dels fenomens didactics,
els que menys utilitzen 1’estadistica, els que no els agrada analitzar un procés o el que pot
passar a I’ensenyament. Fer matematiques elementals, com per exemple realitzar 1’analisi
d’un procés amb una petita matriu i el teorema central del limit és una cosa tan particular
que sembla que s’hagi d’utilitzar inicament dins de ’ambit de les matematiques. Vol dir
aixo que es pot aplicar I'estadistica d’una manera salvatge, sense el control d’una teoria
previa? Els matematics sén coneixedors que no mengen d’aquest pa. Els sembla que la
utilitzacié de les matematiques en la didactica és tan falsa que posen tot sovint en dubte
la seva utilitat.

3.6 Les matematiques de la didactica

També s’han d’ensenyar matematiques especifiques per als professors. Crec que els pro-
fessors han de tenir un llenguatge per parlar de les matematiques, aprendre un minim de
logica matematica, els elements d’una teoria de conjunts que permeti entendre les bases
de la teoria matematica que s’ensenya. Es poden aprendre altres coses especifiques, que
no sén matematiques per ensenyar siné per comprendre el seu propi treball.

A la formacié del professorat de primaria, a Franca, ja podem proposar problemes
de didactica als futurs mestres, o, millor, problemes de matematiques barrejats amb
didactica. Anomenem matematiques tot aquest conjunt de coneixements, matematiques
per a professors. Es tracta de matematiques amb les consideracions necessaries de
didactica perque puguin ser ttils als professors. Aquesta assignatura rep el nom de
matemdtiques com en economia es diu matematiques a alld que s’ensenya en relacid
amb D'activitat d’utilitzar matematiques en economia. Hi ha teories matematiques com
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la de les matrius positives que tan sols es desenvolupen en economia i que s’ensenyen
com a matematiques per a economistes. De la mateixa manera nosaltres ensenyem
matematiques per a professors. L’origen de la dificultat és la barreja que existeix en-
tre la preparaci6 dels matematics de tots els dominis i la dels futurs professors.

4 L’observacié d’aules (o la relacié6 amb la contingéncia)

Abans d’acabar, encara que no he pogut donar un pla detallat dels aspectes més impor-
tants de la didactica fonamental per a la formacio del professorat, vull dir algunes coses
sobre la relacié amb la contingencia.

Suposem (com és tradici6) que, en el primer any de formacié, els professors aprenen
coses per ensenyar i que, durant el segon any, aprenen exercint i veient les classes dels
veterans. Generalment aquesta estrategia de formacid fracassa perque els veterans no
sén capagos de mostrar les tecniques d’ensenyament que dominen per experiencia. Els
problemes de I'aprenent no sén els que suposa el vetera, i aquest tendeix a mostrar
aspectes molt dificils de la seva professié, quan en realitat el principiant fracassa sobre
aspectes molt elementals. Com organitzar, doncs, les observacions de les classes? Quina
relacié ha de tenir un futur professor amb la contingencia a I'aula, amb el que passa a
Paula (i que podria passar d’una altra manera)? Es aquest un problema de didactica de
les matematiques o de pedagogia?

Crec que és en primer lloc un problema de didactica: el que importa en una aula, el
que ha de veure un professor quan ensenya, son els fets lligats al coneixzement ensenyat.
Es cert que hi ha un munt de variables que també actuen: psicologiques, sociologiques,
fins 1 tot metereologiques, tot pot actuar sobre la historia d’una classe. No estic rebutjant
aquests tipus de precaucions. Per exemple, inventar els grans avions jumbo-jet va servir
enormement per desenvolupar el coneixement dels idiomes estrangers, i aquesta innovacié
va ésser potser més revolucionaria per a ’ensenyament de les llengiies que qualsevol altre
metode que s’hagués pogut crear. Un altre factor que actua avui dia sobre el nivell dels
professors és la demanda economica: si tots els possibles professors de matematiques
canvien de professié, deixa d’haver-hi ensenyament de matematiques. I aixo no depen
del nivell de desenvolupament de la didactica.

Pero estic dient que les variables que han de coneixer en primer lloc els professors sén
les lligades a la mateixa rad de la seva presencia a la classe: els professors no estan aqui
per tractar els seus problemes psicologics o economics, sind per ensenyar matematiques.
El que realment importa és veure que passa en una aula respecte al que s’apren o al que
no s’apren, veure els problemes que neixen aqui a proposit del saber que es vol ensenyar.
I aix0 no es pot mostrar facilment. No n’hi ha prou amb posar un principiant en una aula
perque sapiga com i que ha d’observar: com analitzar la preparacié de les situacions, que
és pertinent i que no, com analitzar les situacions didactiques, les parts adidactiques, els
moments en que els nens estan sols pensant per ells mateixos els problemes, quin paper
fan aquests moments, que signifiquen els errors, com s’analitzen, s’agrupen, es classifiquen
i es tracten aquests errors, quina significacié tenen els processos d’avaluacié, quin paper
té el fracas de certs alumnes en la conducta de la situacié, com buscar problemes que
facin fracassar a certs alumnes per obligar-los a construir nous coneixements, etc.

Aquest tipus d’estudi i els elements teorics que suposa, s’ha d’acompanyar de manera
efectiva amb experimentacions. Com conciliar la necessitat d’actuar en situacions de
gran incertesa amb la deontologia de ’exigencia d’una eficacia i seguretat a ’aula? Els
coneixements en didactica poden donar als professors una idea de la comprensié de
les matematiques. Pero la seva produccié i organitzacié amb ’ajuda d’una analisi que
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pren aixo com a objecte d’estudi és una activitat professional inevitable. Es un saber
professional que legitima la professié d’ensenyant, que fa que no sigui suficient tenir
un petit coneixement per fer el que fa el professor. I aquest saber no ve donat de
cop amb la lectura de certs llibres, siné que cal una organitzacié, una estructuracié
dels papers professionals entre investigadors i professors. Hi ha una guerra actualment
contra la didactica, provocada a vegades per certs matematics per raons laborals: a
Franca, la didactica ha nascut dels matematics, de la voluntat de certs grans matematics,
del seu suport i invencié propia. Ara hi ha una lluita per les places a la universitat:
els matematics tenen por d’obrir la porta a aquest estrany tipus de reflexié en el seu
domini. Es necessari que la didactica estigui en el conjunt de les preocupacions de
la comunitat dels matematics. Es amb ells que s’han de confrontar els progressos i
descobriments de la didactica. Com es necessita veure moltes més coses que les referents
a les matematiques, és normal que hi hagi altres dominis fora de les matematiques que
es proposen comprendre el que passa en una aula. Pero la responsabilitat del que fa
aquesta institucio d’investigacid que és la didactica ha de quedar-se en la comunitat
matematica. Pot haver-hi didactics de la matematica psicolegs, o sociolegs o antropolegs.
La nostra comunitat els necessita. Pero ha d’haver-hi dintre de la comunitat dels didactics
una majoria de matematics, o amb una influéncia suficient, perqué la formacic dels
professors de matematiques és una responsabilitat dels matematics. Es als matematics
a qui la societat demana la seva opini6 sobre el que succeeix amb l’ensenyament de les
matematiques. No poden tancar-se en el domini de les coses que els interessen només a
ells. Al mateix temps, la didactica té mala fama entre els professors que pensen que és un
tipus de coneixement que ja tenen, o que no necessiten. I si ’accepten és per una mena
de comoditat administrativa: doneu-nos la soluci6 i ja 'aplicarem. Ara és el moment que
els progressos que s’han fet en didactica comencin a donar els seus fruits en la formacié
del professorat, tant a Franga com en altres paisos.

En conclusié, tractem en didactica de quedar-nos el més a prop possible del conjunt
dels matematics. Perque les matematiques sén la casa dels didactics i la dels professors
de matematiques.
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