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Geometria i estadistica

JoSE MANUEL CORCUERA VALVERDE

1 La geometria en I'analisi de dades

Es ben conegut i resulta bastant evident el paper que la geometria pot tenir en la repre-
sentacio i I'analisi de dades. No resulta tan obvi, en canvi, el que pot tenir la geometria
diferencial. No obstant aix0, importants resultats de I'estadistica actual necessiten per
a la seva formulacié de la geometria diferencial. Anem a veure el paper que desenvolupa
la geometria en ’Estadistica i com la geometria diferencial s’ha anat introduint en ella.
Imaginem una variable X = (X1, Xs,...,X,,) de la qual s’observen diferents valors
XM x@ X6 Cada valor X correspon a un punt de I’espai n—dimensional. Un
problema habitual en ’analisi de dades consisteix a trobar representacions de menor
dimensid, bé per raons de visualitzacié grafica o bé perque se suposa que el fenomen
d’estudi pot ser descrit en una dimensié menor. Sorgeix aixi, de manera natural, la idea
de projectar sobre espais de dimensié inferior de manera que es deformi el minim la
representacié original. Necessitem una metrica per a avaluar la deformacio.

d*(i,j) = ZZ;l(Xi(Li) - X}(Lj))2 (disténcia euclidiana)
d?(i,7) = (X® - XOYs-1(X® — X0)) (distancia de Mahalanobis (1936) [23])
(3: matriu de variancies—covariancies de X)

d, (i, §) = (ZZ:1 X - X,§j>|r) , 1 <r < oo (distancies de Minkowski).

De vegades, per exemple, quan les variables sén dicotomiques, es parteix d’una matriu
de dissimilituds i es busca una representacié de s punts Py, Ps, ..., P, tal que les seves
distancies euclidianes concordin raonablement amb la informacié proporcionada per la
matriu de dissimilituds (multidimensional scaling). Aixo també es fa quan la distancia
de partida no és pas euclidiana.

Si tenim una representacié euclidiana podem tractar de trobar les m < n coordenades
cartesianes més rellevants:

ds (4, ) m Z Y(Z (j)) , Z d3-(i,7)m = maxima.
h=1

i,7=1
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Aix0 es coneix com 'analisi de components principals, que va ser introduida per
Hotteling el 1933 [18].

Un altre problema geometric que es presenta en ’analisi de dades és el de la rep-
resentacié simultania dels s individus i les n variables, X7, X5,...,X,,. Aix0 va donar
origen al metode biplot (Gabriel (1971) [16]), que consisteix a descompondre la matriu
de dades D = (XM, X® ..., X®)) s x n de rang r de la forma

D=GH', GmatriusxriHnxr

i a utilitzar els s vectors fila de G com a representants dels individus i els n de H per
representar les variables. La descomposicié anterior utilitza la descomposicié en valors
singulars de D:

D=UxV'

on U iV sén matrius unitaries s X s i n X n, respectivament, i 3 és una matriv diagonal
s X n.

Per acabar, en els problemes de classificacié i discriminacid, les regles basades en
distancies (Matusita (1956) [24]) han fet i fan un paper important.

1.1 Pero,..., per qué la geometria diferencial?

Els individus, les poblacions i les variables es representen en un espai lineal i els problemes
geometrics que apareixen es resolen amb tecniques de I’algebra lineal. No obstant aixo, si
el conjunt de poblacions constitueix un model parametric M = {p(x;0) 6§ € © obert de R?}
(on p(z; ) sén funcions de densitat respecte d’alguna mesura de referéncia) té sentit es-
tudiar la variacié de la poblacié p(x;0) quan realitzo una modificacié infinitesimal del
parametre (d6).

El 1945 Rao [29] en el seu article Information and Accuracy Estimation of Statistical
Parameters, a més de derivar la important desigualtat coneguda amb el nom de desigual-
tat de Cramér—Rao i que per al cas unidimensional i d’un estimador no esbiaixat de f(6),
T,, basat en n observacions independents, ve donat per:

(f'(0))? _ _ dlog p(x;0) 2
vir) = L () - o)) f(@—E((T) )

a part d’aixo, diem, introdueix en tres apartats finals: The population space, The distance
between two populationsi Distance in tests of significance and classification, una distancia
riemanniana i el seu Us en inferéncia i analisi de dades. Rao procedeix de la manera
segiient.

Les nostres poblacions vénen caracteritzades per

p(z;0), 6= (61,02,...0,) (parametres poblacionals)

llavors, variant € obtenim un conjunt de poblacions que pot ser representat en un espai
de ¢ dimensions (espai de les poblacions). Dues poblacions contigiies difereixen (excepte
ordres superiors) en:

q

dp=>" ggidai

i=1
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i si considerem la discrepancia relativa

S22 =S 2L,

i=1 i=1

@ ilc’?p 1 dlogp
p

i finalment la seva variancia, tindrem la forma quadratica diferencial, definida positiva:

9 dp 1 dlogp dlogp 1
ds* =V () = Y E(—gg g d0ud0; ) = > gid0:do;
i J

i,j=1 i,j=1

amb

& Ologp dlogp
Jis = 20, 00; )

Aquesta forma quadratica té importants propietats:

e Es invariant sota transformacions bijectives (i mesurables) de les dades.
e Es invariant sota canvis (suaus) en la parametritzacié de les poblacions.

Aixi, g;; constitueix un tensor covariant simetric de segon ordre que proporciona una

metrica riemanniana a ’espai de poblacions.
Per al cas de poblacions normals de mitjana i variancies desconegudes

plasm, o) = \/2170 exp {_(x;—Qm)?}

(m,o), m € R, 0 € RT, tindrem

g =E ((a%logp(x;m70)>2> =E ((33;—4”1)2) = %

0 0
912 =F %logp(x,m,a)glogp(x,m,o))

g2 =F

Tat s AT
de manera que
dm)?  2(do)?
st = (Am)? | 20de)?
o o

calculant la geodeésica que uneix les dues poblacions (mq,01), (ma, 02), s’obté la distancia
entre elles (Atkinson i Mitchell (1981) [2], Burbea i Rao (1982) [9]):

2 2
_ — +2(01 —02)
— 2\/Ftanh! { M= m2) .
S \/— an {(ml — m2>2 T 2<0_1 T 0_2)2
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En el cas de poblacions normals multivariants:

. B 1 1 P
p(z;p, X) = Wexp{§($ —p)E (w — N)}
resulta
1
ds* = (dp)' 7 (dp) + St {(=71dx)?}.
Si 3 és coneguda, la distancia resultant és la de Mahalanobis:

s = (1 — p2)' S (1 — p2),

també esta resolt el cas p coneguda (Atkinson i Mitchell (1981) [2]) pero continua obert
el problema de quina és la distancia en el model general. Els avengos més importants es
deuen a Eriksen (1986) [15] i Calvo i Oller (1991) [10].

2 Un altre precedent

El 1946 Jeffreys [19] en el seu article An invariant form for the prior probability in
estimation problems suggereix utilitzar el volum riemannia:

1 Jlogp dlogp
ik)|2d01 -dOs -0, gix=FE
(gik)|ZdOy - dbz - -6q,  gin ( 2, 90,

com a mesura a priori en l'espai de parametres, en el cas de total desconeixement de 6.
Notem que resulta ingenu suposar la densitat uniforme en uns parametres com a sinonim
de desconeixement total:

0=9(0) = f30) = folg™ (D)5 (0)] = K1y6)(0)]J,-1 (0)]

En canvi, la mesura anterior és invariant sota reparametritzacions i, a més a més, si
el model presenta certes simetries també les presenta la mesura anterior.

Si el model és invariant sota ’accié d'un grup G, de transformacions, el volum rie-
mannia resulta invariant sota les transformacions induides en ’espai de parametres.

Invariancia sota G: Vg € G si X ~ p(x;0), aleshores gX ~ p(x;g0).
Grup induit G:
g—g:0—0
0+— gb.

Invariancia del volum riemannia V: Si A C 0, llavors V(A) = V(ga).
El treball de Jeffreys ha tingut la seva continuacié en ambits bayesians amb les aporta-

cions de Lindley (1961) [21], Hartigan (1964) [17], Villegas (1971) [30] i Bernardo (1975,
1979) [7, 8.
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3 Nous impulsos

El 1975 Efron [13] publica Defining the curvature of a statistical problem (with applica-
tions to second order efficiency). En aquest treball s’analitza el comportament asimptotic
dels estimadors en el context de subfamilies uniparametriques de families exponencials

p(x;6(u)) = exp {Z 0i(u)z; — w(9(U))}

01,02,...,6, son els denominats parametres naturals i u € I interval de R.
Escrivim

S ={p(x;0), 6 € © C R}, M = {p(x;0(v)), ue I CR}.

Si considerem estimadors de u que depenguin de la mostra X;, Xs, ..., X,, mitjancant
% >oiy X, tindrem, com veurem, una foliacid de S associada amb cada estimador,
= ¢(z). Laplicacié

S 8

n:z—0, E;X=1=&
identifica 'espai mostral i S, a més a més, com 4@ = ¢(n~1(0)) = a(f), per cada punt
0(u) € M tindrem la subvarietat

Au) ={0€ S, a(f) = u}.

Es demana que lestimador sigui consistent: 6(u) € A(u). En aquestes condicions 4 és
asimptoticament eficient si i només si A(u) és ortogonal (amb la metrica de Fisher) a M.
A més, la variancia d’un estimador asimptoticament eficient ve donada per:

V(a) LI 2+4F’2L + ALY +2 b + (1)
1) = ——+ — —— +o(—).
nl(u)  n? Y I(u) b nl(u) n?
Amb la denominacié d’Efron, 72 és la curvatura estadistica i 4% la naming curvature.

A és una quantitat no negativa que s’anulla per 'estimador del maxim de versemblanga.
Per acabar, 2b, = L(Ba—u).

Amari (1982) [1] va explicar les tres quantitats anteriors en termes geometrics. Si
representem ’espai tangent en 6, Sy, amb base e;, i = 1,2,...,q, de la forma

ei%%%a(fg) i=1,2,....q,

aquesta representacié indueix una metrica en S de forma natural:

o dlogp(x;0) 0log p(x;0)
9:4(0) = B ( 06; 06,

Com definir el canvi de e;?7 Si tenim en compte que

dlogp(z;0)\ _ | . Plogp(z;0)\
E( 20, =0, ique E 20,00, = —g;;(0)

resulta que
9% log p(x; 6)

s (w36) = =505
10dUj

¢ Sp.
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Podem tractar de modificar la quantitat anterior perque tingui mitjana zero:

[ _ ?logp(x;0) 1+ O‘g, )+ 1 —a dlogp(x;0) dlogp(x;0)
i 06,00, 5 9 5 o0, 20,

finalment, si projectem sobre Sy tindrem les components d’una a-connexié afi:

1@ _ g [l(q)alogp(x;e)} .
ijk 1] aek

Aquestes connexions sén no riemannianes, excepte per a « = 0, i ja havien estat in-

troduides per Cencov (1972) [11] per al cas de distribucions multinomials, demostrant

que sén les Uniques invariants sota transformacions de Markov.

Aix{, 42 es pot expressar en termes de la imbedding curvature de M en S quant a la
1-connexié, A% en termes de la imbedding curvature de A en S per a la -1-connexi6 i
4% en termes del simbol de Christoffel en M per a la -1-connexié.

De la mateixa forma interpreta el cas en qué M sigui multidimensional (Madsen
(1979) [22]). Aquests treballs culminen els de Rao (1961 [26], 1962, [28], 1963 [27]).

Un altre problema ha produit un fort desenvolupament de la geometria diferencial
en estadistica: la descomposicié invariant dels ajustaments de Bartlett (1937) [6]. Si
w indica 'estadistic logaritme de la rad de versemblances per contrastar 8 = 6 contra

6 # 0o:
w =2 {logp(x;é) — log p(x; 90)} (0 = MLE)

amb gran generalitat w, sota la hipotesi 8 = 0, té aproximadament una distribucié Xﬁ.
Aleshores és possible ajustar w a un nou estadistic

w' = w/(1+ R/q),

on R és el denominat ajustament de Bartlett, que segueix de nou una X?] perdo amb major
grau d’aproximacié. R = Fy(W) — ¢ i s’han proposat diverses aproximacions per R:
Lawley (1956) [20], Barndorff-Nielsen i Cox (1984) [5] i Barndorff-Nielsen (1986) [3]. En
tots els casos, R és una quantitat escalar suma de termes que no soén escalars. McCullagh i
Cox (1986) [25] aconsegueixen descompondre I'expressié per R donada per Lawley(1956)
[20] en suma de sis escalars que tenen una interpretacié geometrica en termes de la
metrica de Fisher. Per la seva part, Barndorfl-Nielsen (1986) [4] obté una expressié
per R suma de quatre escalars que s’interpreten amb una nova metrica, la informacio
observada. Sigui 0 V'estimador del maxim de versemblanca de 0 i a un estadistic auxiliar
tal que (é, a) sigui un estadistic suficient minimal, llavors podem escriure:

log p(x;0) = log h(0, a; 0) + C(x)

_ logh(f,a;0)
96,00, )

= Ji;(0),

Ji;(0) sera un matriu simetrica definida positiva que es transforma com un tensor covari-
ant de segon ordre i que proporciona una metrica a la varietat de densitats, tot donant
lloc a la denominada geometria observada. La profunditzacié en ’estudi dels objectes
geometrics que apareixen en una i altra geometria han portat Barndorff-Nielsen i un
gran grup de colaboradors a desenvolupar les nocions de yoke, string, connection string,
derivada tensorial.
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4 L’analisi intrinseca

En el perfode 1991-1994, Oller i Corcuera [12] desenvolupen una teoria de 1’estimacié
puntual que fa compatible les nocions de biaix i error quadratic mitja amb la invariancia
sota reparametritzacions.

Un estimador U és una aplicacié mesurable de ’espai mostral X en la varietat g-
dimensional de les densitats:

U:X—5={p(z;0),0 € ©CR}.

Ara, la mitjana i la variancia de & manquen de significat (S no és pas un espai lineal).
Quines mesures de centralitzacié i dispersié alternatives podem utilitzar?
Si tenim una connexio6 afi en la varietat S, podem definir el valor mitja d’'U:

m e S, / exp,,t U(2) p(2;0) u(dz) = 0,
X
on
exp,, : Sm — S
v = expy, (v) = Y (1)

sent 7, la geodesica amb origen m i vector tangent en m, v.

Aquest valor mitja és el que Emery i Mokobodzki [14] denominen baricentre exponen-
cial.

A més la distancia de Rao ens permet donar una mesura de dispersié en S:

/ P2 U().p) pla: O)u(de)

que podem denominar distancia de Rao quadratic mitja, on p?(U(z),p) és la distancia
de Rao entre 'estimacié U i el veritable valor p (punt corresponent a p(z;6)).
Si utilitzem la connexié riemanniana associada a la distancia de Rao, tenim:

s e A2
E(PU,p) > U8 fq("‘“} B>

on A = exp, ' (U(x)), B = E(A) (biaix intrinsec) i +- és Poperador divergencia, aixd és,
la traca de la derivada covariant.

Podem donar cotes de +(A), utilitzant el teorema de comparacié de Bishop i a partir
d’aquf cotes per a E(p?(U,p)), que depenen de les curvatures seccionals de S. En el cas
euclidia:

2
(+B+yq)
E (p*U,p)) > EEv— +BJ*.

Igualment, s’han obtingut cotes pel risc global d’un estimador U utilitzant la dis-

tribucié a priori de Jeffreys. En el cas euclidia:

b 2 q(, of1 (q/2+ 1;nqR?/4)
o5y ., B 00 Vi 2 (1 o (a/2% a2 ) )
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on Sp és lesfera g-dimensional de radi R i

> 20
Fi(
oF1(a; 2) ;aa+1 (a+j—1)-j

Classicament, la blackwellizacid d’un estimador millora la seva precisié. En el nostre
context, I’analeg de I’esperanca condicionada sera el valor mitja condicionat. Definirem
el valor mitja condicionat de Y amb respecte a D com una aplicacié D-mesurable, Z, tal
que

Blexp;* (U()|D) = 0z.

Escriurem M (U|D) = Z
Si D és una o-algebra suficient en X i, si fixat p, p?(-,p) és una funcié convexa en S:

Ey(p* U, p)) = Ep (0> (M U|D),p)) .-

L’estudi del comportament asimptotic d’un estimador, que ha requerit 1'is de desen-
volupaments tensorials de Taylor, completa el treball realitzat:

o Sota certes condicions de regularitat ’estimador del maxim de versemblanca (M LE)
és eficient asimptoticament i intrinsecament:

lim nE(p*U,p)) = q

n—oo

e Per a qualsevol estimador U eficient (asimptoticament i intrinsecament), el vector
de biaix B, = Ej(exp, ! (U)) té Pexpressié asimptotica

(B =5"U) ~ 9" 9" Tjtm + o(n™")

4n

on S*(Uy) = o(n~1/?) i s’anulla per I'estimador del maxim de versemblanga. Per la
seva part, Ty, és el tensor de asimetria,

ol ol ol
Tjim =E (wwae—m) ;1 =logp(z;0)
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