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Introduccié

“But I venture to differ from his authority (Grassmann) in
thinking that the quaternion symbols do not in first place answer
to the “Elementargrosse” of the Ausdehnungslehre, but to bi-
nary products of them; from which supposition, as we have seen,
the laws of their multiplication follow at once.” (W.K. Clifford,
1878)

Moltes son les raons per les quals un cientific pot interessar-se per la
historia de la seva disciplina. En el cas concret d’aquest assaig (aix0 és,
I’estudi de la inclusid, realitzada per Clifford, dels quaternions de Hamil-
ton en el sistema de calcul de I'extensié de Grassmann), entre les raons
que han mogut a 'autor n’hi ha de: ' '

a) Historiques. Es tracta d’una sintesi “genial” que, si no s’hagués
negligit, hauria modificat substancialment els desenvolupaments de ’ana-
lisi vectorial, tensorial i la teoria de grups de transformacions. I el debat -
Gibbs—Tait possiblement no s’hauria produit.

b) Cientifiques i pedagogiques. L’analisi vectorial avui vigent esta
basada en una sintesi defectuosa dels sistemes de Hamilton i Grassmann.

* Aquest estudi és una versié ampliada del presentat a les II Trobades d’Historia de
la Ciéncia i de la Técnica (Peniscola, 5-8 desembre 1992), pdg. 359-377 de les Actes
(publicades, el 1993, per la Societat Catalana d’Historia de la Ciéncia i de la Técnica,
Filial de U'Institut d’Estudis Catalans).
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La conseqiiéncia és un del tot innecessari “gongorisme” que obstaculitza
la construccié i comunicacié d’una imatge del mén fisic.

c) Filosofiques i metodologiques. El caracter contingent del “progrés”
de la ciéncia és, un cop més, posat en evidencia. I cal afrontar qiiestions
referents a una “reconstruccié” de la mateixa ciéncia basada, en bona
mesura, en una part oblidada de la seva historia.

1 Ciencia, historia i filosofia. Algunes qiies-
tions de metode

Es lloc comu considerar Palgebra i la geometria com a parts forga dife-
renciades de les matematiques. La primera és la ciéncia dels nombres; la
subjectes, evident a un nivell elemental, esdevé problemética a un nivell
superior. En totes les époques, per unes raons o unes altres, la clara linia
de demarcacié entre algebra i geometria ha estat eliminada. L’organitza-
cié del pensament matematic ha tendit a integrar-les en un tinic esquema.
La integraci6 que en resulta és, quasi sempre, concebuda com una verita-
ble sintesi, que supera les limitacions de la fraccionada concepcié anterior
i obre nous camps d’aplicacié. Una sintesi semblant a la maxwelliana, que
unificant electricitat i magnetisme permeté a més un nou i més complet
tractament dels fenomens lluminosos. Aixi, 'anomenada algebra vectori-
al, formulada per Gibbs i Heaviside al final del segle passat, és avui una
estructura universalment utilitzada en la formulacié de les teories fisiques
en conjuncié amb l’algebra lineal.

Pero aquesta unié de ’algebra amb la geometria, com tota unié entre
entitats inicialment oposades, no deixa de plantejar problemes. Problemes
que, si no estan ben plantejats i ben resolts, poden amenacar de dur a
la ruina ’empresa comuna, independentment del perjudici o benefici de
cadascuna de les parts. La tesi que presentem, basada essencialment en la
historia matematica de les algebres geometriques, és que en aquesta unié
hi ha hagut una renuncia indeguda dels drets individuals de cadascuna
de les parts i que la geometria ha estat la part que n’ha sortit clarament
perjudicada.

L’estudi de la historia concreta d’aquesta part de les matematiques,
bé que adrecada quasi exclusivament als aspectes internalistes, illustra
suficientment que la ciéncia és una empresa humana. Com a tal, reflec-
teix plenament les aspiracions, els interessos, les fatalitats i les activitats
sovint contraposades dels seus protagonistes. Com digué Sartre, tota ac-
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ci6 humana contribueix a la historia i si sovint ens sembla que no es aixi,
que els resultats son nuls o no es corresponen amb les accions, és perque
els altres també s6n actors de la historia.

En historiar aquesta petita part de les matematiques confesso que so-
vint he sentit reviure i involucrar-me en el procés historic, i que no puc
-i no crec que honestament es pugui- escriure una cronica absolutament
“imparcial”. En primer lloc no es fa historia per guanyar-se el pa. En
tot treball de recerca historica hom s’interessa per una epoca, un au-
tor, una idea, etc., partint d’una seérie de factors “tematics”, relacionats
amb la concepcié del mén que cadasci té; 1’estudi es presenta llavors
com un auténtic “intercanvi” amb la historia. En el decurs de 'estudi
la historia, per dir-ho aixi, pren vida en la ment de I'historiador el qual,
en passar-ho al paper, en expressar les noves vivéncies en paraules, actua
com a cronista. En contrapartida, aquesta vivéncia “historica”, com qual-
sevol altra vivencia, necessariament modifica (enriquint, reestructurant,
destruint, etc.) la concepcié del mén del mateix historiador. Aquest ne-
cessari “reviure” la historia és una forma especifica de tenir en compte la
necessitat d’historiar en context, de saber-se situar en el marc historic de
’#poca objecte d’estudi sense deformar els “fets” historics sobre la base
de factors inexistents en el passat.

Perd hom no pot desempallegar-se de les seves idees, i menys un his-
toriador, la tasca del qual consisteix a aplicar tant el seu saber com el
seu “saber fer” a un conjunt de materials sovint fragmentats, incomplets
i dispersos, per tal de transformar-los en un saber operatiu, capag d’ac-
tuar sobre la concepcié del mén dels seus contemporanis, enriquint-la i
modificant-la si cal. De fet, seria un veritable contrasentit que ho fes; el
ben conegut aforisme “la historia jutjara” és, per sobre de tot, el reconei-
xement que el procés historic rarament pot ser copsat pels seus protago-
nistes i que les generacions posteriors tindran més i millors elements de
judici. Aixi, la que podriem anomenar acci6 historica de la historia passa
pels mateixos historiadors, que no poden renunciar a aquests elements de
judici.

Es per aixd que la millor manera de no curtcircuitar la recerca par-
tint d’unes idees preconcebudes consisteix a tornar a vivenciar la historia,
amb tot el que som i sabem. Acceptar el lliure intercanvi amb aquest
material del passat i del qual tant ell com I’historiador en resulten mo-
dificats: el material és reelaborat, sotmés a una particular reconstruccié
historica, mentre Phistoriador adquireix uns nous coneixements “actius”
i els comunica als altres en acompliment de la seva tasca professional.

Els comentaris precedents sén d’aplicacié general a tota historia. La
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historia de la ciéncia té, pero, unes caracteristiques que la distingeixen
clarament de la que podriem anomenar “historia general”. En la historia
general el rellotge mai no es pot fer tornar enrere. La historia general
té un caracter d’immutabilitat que transcendeix tota actuacié de I’histo-
riador. Aquest mal no podra participar en primera persona del procés
historic. La seva vivencia ha de limitar-se a ser, per dir-ho aixi, “vir-
tual”. No és aquest el cas de la ciéncia. Aqui P'historiador es troba en
una situacié molt més “afortunada”. Com Goethe molt encertadament
va dir, “la historia de la ciéncia és la mateixa ciéncia”’. La viveéncia de
I’historiador de la ciéncia implica per tant, necessariament, la comprensié
del fet cientific objecte d’estudi. Es a dir, implica una genuina activitat
cientifica per part de I’historiador. Sense aquesta activitat cientifica la
historia de la ciéncia queda transformada en un treball d’erudicié i reco-
pilacié. Un treball que pot tenir un gran valor i merit com a tal, perd que
per si sol, sense una posterior activitat historica genuina, restara inope-
rant en la historia, és a dir, en la mateixa ciencia. La comprensi6 del fet
cientific significa redescobrir o recrear, en primera persona, el que altres
han descobert o creat abans. En la mesura que aquest redescobriment o
recreacié es realitzen plenament en la ment de cadascy, i necessariament
modifiquen la concepcié del mén, la vivencia historica és real i no virtu-
al. Per a I’historiador de la ciéncia comprendre és tornar a fer, és tornar
a donar “vida”, fer “reviure” fets i concepcions cientifiques del passat.
La reconstruccié “historica” de la pila de Volta o de linterferometre de
Michelson tenen un caracter i una exigencia de realitat que els distingeix
nitidament de qualsevol reconstruccié “cinematografica” de la batalla de
Waterloo, per ben documentada que sigui. Aquesta “fidelitat” que hom
exigeix als aparells historicament reconstruits és igualment exigible al ni-
vell de les concepcions teoriques posades a la llum pels historiadors de la
ciencia. Tant els uns com les altres sén el que ha estat la ciéncia.

Amb aixd no vull dir, evidentment, que les activitats de 'historiador
de la ciéncia i les del cientific siguin idéntiques o assimilables. En primer
lloc, la motivaci6 fonamental de la recerca, que podriem anomenar “voca-
cional”, és totalment diversa. La motivacid del cientific pot definir-se com
la recerca d’una explicacié “racional” (és a dir, en un marc tedrico—practic
establert o paradigma kuhnia) d’un conjunt de fets o interrogants que es
plantegen com a problema. De fet, fins i tot la que Kuhn anomena ciéncia
extraordinaria, i que condueix a modificar el marc establert, entra dins
la categoria anterior. Cal només eixamplar la definicié de marc tedrico-
practic: la revolucié relativista canvia el marc geometric de la fisica de
tres a quatre dimensions, pero la fisica continua sent formulada sobre la
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base d’una geometria. O, més simplement, admetent com a “legitima”
activitat cientifica la transformacié dels marcs teorico—practics establerts.
Es el fet de cercar una explicaci6 racional en un marc “preestablert” de
racionalitat el que permet formular I'activitat cientifica com la recerca de
la “veritat”, del “mecanisme”, del “procés” (tots ells relatius al marc) pel
qual els fets se’ns apareixen com a tals.

No és aquesta la tasca de ’historiador de la ciéncia. En la immensa
majoria dels casos el marc teorico-practic en el qual ha d’emmarcar el seu
estudi és totalment obsolet des del punt de vista del cientific contempora-
ni. Quin interés per a un cientific pot tenir estudiar el sistema astronomic
de Ptolomeu, o les matematiques babiloniques, o els sistemes cartografics
del segle XVI? L’atencié prestada a aquests temes en els plans d’estudi
destinats a la formacié dels cientifics respon per si sola a la pregunta.

L’historiador de la ciéncia no pot, com a tal, anar a la recerca de
I’“explicacié cientifica”. Sén precisament les explicacions cientifiques,
passades i presents, obsoletes o vigents, sempre amb inclusié explicita
del marc teoric i practic que les suporta, I'objecte del seu estudi. Es a
dir, el coneixement de la ciéncia, passada i present, i no la produccié
de nou coneixement cientific o ’aplicacié técnica d’aquest. El fet que la
problematica abordada per I'historiador estigui o no definitivament resol-
ta des d’una perspectiva purament cientifica, és una qiiestié secundaria,
encara que pot influir de manera decisiva en la seleccié dels materials i
meétodes d’estudi. La caracteristica de demarcacié que permet catalogar
un estudi com a pertanyent a la historia de la ciéncia, i no a la mateixa
ciéncia, consisteix en el fet que els problemes teorics i practics afrontats
per l'historiador ja no formen part, ni sén assimilables, al conjunt de
“trencaclosques” admesos en el paradigma vigent. Aquesta demarcacid,
encara incompleta, de la tasca especifica de I'historiador de la ciéncia mo-
tiva una série de consideracions de la major importancia. Si I'objecte
d’estudi s6n les explicacions cientifiques és obvi que comparteix una part
d’aquest domini amb l'estudiant de ciéncies, que es prepara per a la seva
futura activitat cientifica o técnica. I també amb els “filosofs” de la cien-
cia, 'activitat predominant dels quals és la reconstruccié en el marc de
sistemes formals peculiars, dels resultats de I’activitat cientifica.

L’historiador, llevat el cas de dedicacié a temes exclosos de la cien-
cia actual en els quals la interseccié és nulla, es distingeix de I’estudiant
de ciencies en, essencialment, dos trets. En primer lloc, la seva prepara-
cié addicional com a historiador i, en segon lloc, la finalitat, el resultat
o laplicaci6é practica perseguits amb el seu estudi. Dels tres cicles en
qué Whitehead [46] divideix tot procés d’aprenentatge (enamorament i
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primeres idees, precisié en les idees i domini técnic en les aplicacions, sa-
viesa i domini dels principis generals amb sacrifici dels detalls) és obvi
que la segona etapa, dominant (en excés) en I’ensenyament de I’alumne
de ciencies, és poc important per a I’historiador. L’etapa de motivacid, i
del coneixement de tipus “divulgatiu” que I’acompanya, ja es pot consi-
derar recorreguda en el moment d’interessar-se professionalment per una
tematica concreta. El seu estudi esta, doncs, centrat directament en 1’ad-
quisici6 de la “saviesa” pertinent. Idealment ha d’assolir el maxim grau
de comprensié cientifica sobre el tema, sobre els resultats i les implicaci-
ons ultimes, encara que técnicament presenti llacunes que en un cientific
podrien considerar-se greus o inadmissibles. Per exemple, en el cas de
la relativitat general un historiador no té per qué conéixer les técniques
d’enlla¢ de métriques ni saber calcular o programar el calcul de les com-
ponents del tensor de curvatura; pero si li cal “saber” queé és la curvatura,
que sén les geodésiques, que representa la solucié de Schwarzschild, etc.

Es obvi que, en el cas de la fisica postnewtoniana, els cientifics estan en
una posicié “privilegiada” per a esdevenir historiadors de la ciéncia. De
fet, la historia de la ciencia ha estat sempre una practica estesa entre grans
cientifics (Lagrange, Laplace, Duhem, Planck ...). Cal tenir, de fet, la
doble formacié de cientific i historiador per tal de poder realitzar la tasca
ben feta. L’actual disposicié dels estudis en dificulta sobre manera la seva
adquisicié, en no permetre accedir al “saber” siné és al final d’una llarga
etapa “tecnica”; i aixd quan aquesta darrera no s’esgota en si mateixa!

Pel que fa als objectius finals, a ’aplicaci6 practica del seu saber, a la
seva aportacié a la historia de la ciéncia, és obvi que consisteix, essencial-
ment, en ’elaboracié i la comunicacié efectiva d’aquest saber emmarcat
no en un moén abstracte de les idees, siné del conjunt de circumstancies
materials, personals, institucionals, etc. que han vorejat la seva produccié
i transmissi6. Insistim que aquest emmarcament, aquesta reconstruccié
historica peculiar que és la seva tasca especifica, exigeix en rigor un autén-
tic “saber cientific”, ja que solament aixi podra I’historiador “jutjar” el
pes especific de cadascuna de les aportacions i circumstancies. En certa
manera la historia de la ciéncia té les mateixes exigencies que la historia
general: cal coneéixer les canviants formes de les organitzacions huma-
nes per historiar-les; cal coneixer les canviants formes de les realitzacions
cientifiques per historiar-les; historiar exigeix sempre un acte de coneixe-
ment previ a la reconstruccié. I, pel que fa al pensament cientific, la seva
reconstruccié o és ella mateixa ciéncia o no és en absolut coneixement,
siné pura “reexpressié lingiiistica” semblant a la transcripcié didactica.

I ens trobem aqui nitidament, cara a cara, amb la qliestié fonamental
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referent a la filosofia de la ciéncia, al seu domini de demarcacié. Una
part substancial d’aquest domini, aquella que podriem anomenar com a
genuinament filosofica i que enfonsa les seves arrels en el De rerum natura
de Lucreci, “apareix” tan sols com un producte del desintereés de la comu-
nitat dels “cientifics” per arees que corresponen a la cosmovisié generada
pel mateix pensament cientific. Es en Heisenberg [17, pag. 148-149] on
trobem una declaracié explicita d’aquesta inhibicié filosofica, caracteris-
tica del nostre segle per més que vulgui presentar-la com un retorn als
origens després dels excessos del XIX. En la mesura que la construccié i
el manteniment d’una cosmovisié és sempre una tasca necessaria en tota
cultura, la inhibicié dels cientifics porta tan sols a una nova divisié del
treball de dubtosa efectivitat en una empresa per essencia interdisciplina-
ria. Pel que fa a I’altra branca de la filosofia de la ciéncia, la que reconeix
els seus seus origens en el positivisme logic, consisteix, com la historia,
en la reconstruccié (ara dita “racional” o més propiament axiomatico-
deductiva) de totes les teories cientifiques “formalitzables”. El caracter
cientific de la reconstruccié historica ha quedat nitidament afirmat abans,
com a tautologia del que ha estat o és el coneixement cientific. Per con-
tra, les reconstruccions axiomatico-deductives de les ciéncies de la natura
no necessariament tenen en compte el referent “experimental o empiric”,
ni poden identificar-se amb la ciéncia de la qual es pretenen filosofia o
epistemologia. De fet, aquesta branca de la filosofia de la ciéncia és una
manifestacié conseqiient al triomf de I’esperit axiomatico—deductiu de la
matematica grega al comencament de segle. Diu Freudenthal [10, pag.
3-5]: ’

“Qui no ha sentit parlar del teorema de Pitagores? Aquest teorema era
conegut pels babilonis uns dos millenis abans que pels grecs. Va ser Pitagores
el primer en demostrar-lo? No, un teorema com aquest, que no és obvi a ull,
només pot ser descobert provant-lo; no pot ser trobat empiricament mesurant
els costats dels triangles. No obstant molts llibres ens diuen que la demostracié
de teoremes va ser una invencié grega més que no babilonica.

Alld que els grecs varen fer en realitat és fer de la demostracié un principi
en matematiques. En la matematica grega estan indicades les linies del que
avui s’anomena un sistema deductiu. Aix0, possiblement, comenca amb Tha-
les. D’ell es diu que va demostrar teoremes, i una mirada atenta a aquestes
proposicions revela que no sén de la mena del teorema pitagoric siné del tipus
de la igualtat d’angles en un triangle isosceles; és a dir, teoremes que s6n obvis a
simple vista. Quan la gent comenga a demostrar aquesta mena d’enunciats, van
fer public que havien descobert un nou joc, a saber, demostrar per demostrar.
Del fet que eren capagos de provar aquestes proposicions podem concloure que
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havien construit un sistema en el qual demostrar és una activitat significativa

Alldo que P'axiomatica significa i com han de formular-se els seus axiomes
no va ser mostrat fins a final del segle XIX, en ’obra de Pasch ~ho va ensenyar
als geometres italians— i de Hilbert. Deductivitat i el germen de 'axiomatica
s6mn, en la nostra opinid, els trets més sorprenents, i de fet els més moderns, de
la matematica grega.”

Els resultats de la historia de la ciéncia, tal com ’hem descrita, tenen
un domini d’aplicacié molt més ampli que el d’una collectivitat académi-
ca que es tanca en si mateixa, com és el cas de bona part de la “filosofia
de la ciéncia” actual. Pel que fa als resultats historics en dominis “ci-
entificament obsolets”, és obvi que constitueixen aportacions a la historia
general de les idees amb relacions potencialment enriquidores amb tots els
altres camps de les ciéncies humanes. Pel que fa als resultats en teories
que podem anomenar “vigents”, com la mecanica newtoniana, és obvi que
els estudis historics haurien de formar part del material basic de I’ense-
nyament, cientific. Aportarien, a tots els nivells, aquesta component de
“saviesa” que permet a I’alumne passar amb satisfaccié d’una etapa a la
segiient, de ’estudi d’una teoria a una altra en la qual el marc conceptual
i practic sén diferents o, fins i tot, incomparables. Una component que,
en Porganitzacié actual dels estudis, resta incomprensiblement oblidada.
Incomprensiblement perqueé la historia, coneixement del passat i del pre-
sent, és, sense discussid, la solida base sobre la qual pot construir-se el
futur. Com hem dit abans, la historia de la ciéncia és la mateixa ciéncia,
que requereix una constant reconstruccié per continuar-se construint.

Recordem, per acabar, unes paraules de B.L. van der Waerden, desta-
cat matematic i historiador de la matematica, 1 que han constituit un
estimul per a la redaccié d’aquest treball [44]:

“En un llibre de text, 'exposicié de les teories fisiques esta obligada a ser,
almenys fins a cert punt, dogmdatica. L’exposicié comenca amb una hipotesi,
dedueix les seves conseqiéncies i les compara amb els resultats empirics. Al-
guns textos segueixen un metode mizt, combinant '’exposicié dogmatica amb
comentaris historics, mostrant de quina manera les hipotesis van ser trobades.
Aquest metode té grans merits. D’altra banda, el métode historic segueix, grad
a grad, el desenvolupament de les idees en les ments dels teodrics, en la mesura
en la qual poden ser resseguides en les seves publicacions. En la meva opinié,
una comprensié completa d’una teoria fisica pot ser tan sols assolida mitjancant
el meétode historic. Aquest métode ens permet jutjar si determinades hipotesis
eren realment necessaries per explicar els fenomens, si poden ser modificades,
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i sota quines condicions una teoria és valida.”

2 Leibniz, el precursor

Hem comengat la seccié anterior parlant de I’algebra geomeétrica i de la
tensié essencial existent entre les dues parts d’aquest nom. Com expli-
ca Freudenthal la primera “sintesi”, present ja als Elements d’Euclides,
tingué nefastes conseqiiéncies per al conjunt de la matematica grega. El
seu origen fou una solucid errada, en termes geometrics, a un problema
algebric (numeric) [10, pag. 5);

“Hi ha poques coses que semblin més obvies que tota relacié entre magni-
tuds pugui ser expressada mitjancant nombres naturals. El descobriment que
aixo no era cert, d’acord amb els historiadors moderns, havia d’haver causat
una crisi en els fonaments de les matematiques, perd aquesta és probablement
una visié massa moderna. Es cert que no encaixava en la doctrina pitagorica
segons la qual tot era nombre, perd els matematics dins els pitagorics inten-
taren trobar una sortida. Es requeria una nova definicié de rad, que no usés
els nombres naturals. Primer es va fer mitjancant infinites aproximacions que,
finalment, van ser eliminades. La solucié definitiva a l’antiguitat era semblant
als talls de Dedekind. Esta presentada en els llibres 5 i 6 dels Elements, jun-
tament amb una versié antiga de 1’“epsilontica”. La doctrina grega va fer un
pas més: no tan sols els processos infinits, siné també 1’algebra babilonica fou
eliminada. [...]

Va ser totalment abandonada I’dlgebra? No, no completament, ja que es
va inventar un substitut, una algebra geomeétrica, un sistema de momificacié
geometrica de les operacions algebraiques, de les equacions lineals i quadrati-
ques, i de procediments de resolucié. Aquest sistema va ser exposat en el llibre 2
d’Euclides i aplicat en particular en el 10 en la classificacié de les irracionalitats
-un parangé de matematica illegible. '

L’algebra geométrica, aquest impractic producte de dogmatisme metodolo-
gic i fanatic rigorisme, fou la malaltia que mata la matematica grega.”

L’algebra fou reinventada en el mén arab i una nova relacid, apa-
rentment molt més satisfactoria i coneguda com a geometria analitica,
fou iniciada per Descartes. Amb ella Descartes, més que geometritzar
Palgebra, algebritza la geometria. L’abast de la sintesi cartesiana esta
clarament recollida en Hestenes [20, pag. 6-7]:

“Descartes desenvolupa l’algebra en un llenguatge geometric: Descartes
doni a la nocié grega de magnitud una feli¢ forma simbolica en suposar que tot
segment de linia pot ser representat en forma inica per un nombre. Va ser el

83



primer a etiquetar els segments per lletres que repreéentaven la seva longitud
numerica. Com va demostrar, la propietat d’aquest procediment resideix en
el fet que a les operacions aritmétiques basiques com 1’addicié i la substraccié
poden fer-se correspondre en una exacta analogia amb operacions geomeétriques
sobre segments de linia. Una de les seves innovacions més significatives fou
descartar la idea grega de representar el “producte” de dos segments de linia
per un rectangle. En el seu lloc dona una regla per “multiplicar segments de
linia” que donava un altre segment de linia en exacta correspondéncia amb el
producte numéric. Aixd li permeté evitar les aparents limitacions de la regla
grega de “multiplicacié geométrica”. Descartes va poder tractar amb productes
geometrics d’ordre arbitrari, i va fer-ne un bon s mostrant com usar equacions
algebraiques per descriure corbes geometriques. Aquest fou el comencament de
la geometria analitica i un pas crucial en el desenvolupament del llenguatge
matematic que fa possible la fisica moderna.”

Que a llarg termini, i en el domini de la fisica, inseparable de la ge-
ometria, la “sintesi cartesiana” presentaria problemes ho podem apreciar
tant en l'exposicié subsegiient de Hestenes com en la vivida descripcid de
Heaviside, coautor amb Gibbs de ’algebra vectorial que s’imposard com
a llenguatge privilegiat de la fisica del segle XX [16, pag. 133-134].

“... en el metode cartesia som conduits lluny de les relacions fisiques que
és tan desitjable conservar en la ment, menats a calcular exercicis matematics
sobre les components. Esdevé, o tendeix a esdevenir, matematica cega. Es va
dir un cop com un bon acudit sobre un matematic que el pobre home es va
tornar boig i prenia els simbols per les realitats; com L per la lluna i S pel sol.
[...] Sielnostre objecte és en darrer terme fisic, més que no matematic, llavors
com més a prop puguem identificar els simbols amb els seus representants
fisics, més dtilment podrem treballar; i evitarem initils —encara que igualment
correctes— exercicis matematics. La sola mirada a la collocacié dels simbols
hauria de despertar una imatge immediata de la fisica simbolitzada, de manera
que les nostres férmules puguin esdevenir vives, per dir-ho aixi. Aix0 és ara
possible i, per cert, comparativament facil, en ’analisi vectorial; pero és molt
dificil en I'analisi cartesiana.”

Speiser deixa clar el paper “transicional”, o provisional, de la “sintesi”
cartesiana quan diu [43, pag. 38]:

“L’esséncia del gran descobriment de Newton és que les forces sén vectors.
Aquesta és la més important contribucié de Newton a les simetries. Les coor-

denades cartesianes son el substitut més proper 4’un calcul vectorial abstracte
i, en conseqiiéncia, Euler escriurd quasi sempre les seves férmules en un sistema
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de coordenades cartesianes fixades a Pespai; seria un exercici rutinari traduir
els seus principals escrits al llenguatge vectorial abstracte.”

Pero ja en temps de Descartes i Newton, quan les imperioses neces-
sitats de la teoria electromagnética de Maxwell estaven encara lluny de
fer-se sentir, Leibniz anticipa genialment les linies programatiques “mes-
tres” d’una analisi geometrica diferenciada de ’analisi algebraica. En una
sostinguda correspondencia amb Huygens, qui rebé molt fredament el seu
vehement suggeriment de desenvolupar una analisi situs, Leibniz escrigué
[23, pag. 558 i seg.]:

“Perod després de tots els progressos que he fet en aquestes matéries no estic
encara content amb 1’algebra, en el fet que no déna ni les vies més curtes, ni
les més belles construccions de geometria. Es per aquesta rad, quan es tracta
d’aix0, que crec que ens cal encara una altra analisi propiament geometrica
lineal, que.ens expressi directament situm, com l'algebra expressa magnitu-
dinem. I crec disposar del mitja, i que hom podria representar les figures i fins
i tot les maquines i moviments amb caracters, com 1’algebra representa els nom-
bres o magnituds; i us envio un assaig que em sembla digne de consideracid.”
(Hannover, 8 set. 1679)

I ’assaig-comenga tot dient [23, pag. 570-571]:

“He trobat alguns elements d’una nova caracteristica, totalment diferent de
I’algebra, i que tindra grans avantatges per a representar a I'esperit exactament
i al natural, encara que sense figures, tot allo que depén de la imaginacié.
L’algebra no és altra cosa que la caracteristica dels nombres indeterminats o
de les magnituds. Perd no expressa directament la situacid, els angles i el
moviment; i d’aqui resulta que és sovint dificil de reduir en un calcul allo
que hi ha en la figura, i que resulta encara més dificil trobar demostracions
i construccions geometriques comodes, fins i tot quan el calcul d’algebra esta
tot fet. Perd aquesta nova caracteristica seguint les figures visuals, no pot
deixar de donar al mateix temps la solucié i la construccié i la demostracié
geomeétrica, tot d’una manera natural i mitjangant una analisi. Esa dir, per
vies determinades. L’algebra estd obligada a suposar els elements de geometria
alld on aquesta caracteristica porta I’analisi fins a la fi. Si estigués acabada de
la manera com jo la concebo ...

Crec que hom podria amb aquest mitja manipular la mecanica quasi com
la geometria i que hom podria fins i tot examinar les qualitats dels materials,
perqué aquestes depenen ordinariament de certes figures de les seves parts
sensibles. En fi, no crec que hom pugui anar massa lluny en fisica abans
d’haver trobat una tal reducci6 per alleujar la imaginacié. [...] No obstant aixo
hi ha alguna esperanca d’arribar-hi (a explicar Iestructura submicroscopica)
en part, quan aquesta analisi veritablement geométrica sera establerta.

85



Perd com adverteixo que cap altre no ha tingut mai el mateix pensament, la
qual cosa em fa témer que pugui perdre’s, si no tinc temps d’acabar-lo, hi afegiré
aqui un assaig, que em sembla digne de consideracié, i que bastara almenys per
fer el meu pla més creible i més facil de concebre a fi que, si alguna fatalitat
n’impedeix la perfeccié al present, serveixi de monument a la posteritat, i doni
lloc al fet que un altre ho aconsegueixi.”

Entre el 10 i 20 d’octubre torna a escriure a Huygens demanant-li de
nou 'opinid sobre la nova caracteristica geometrica. Finalment, el 22 de
novembre, Huygens contesta de manera forca decebedora [23, pag. 577-
578]:

“He examinat atentament el que em vareu enviar referent a la vostra nova
caracteristica, perod per dir-vos-ho francament, no puc concebre, partint del que
m’heu fet arribar, que hi pugueu fonamentar una tan gran esperanca ... Us ho
dic ingénuament, al meu parer no sén més que bells desitjos i em caldrien
altres proves per creure que hi hagi quelcom de real en el que vés m’avanceu.
No tinc per tant per qué no dir que abuseu de vés mateix, coneixent d’altra
part la subtilesa i profunditat del vostre esperit. Us prego solament que la
grandiositat de les coses que busqueu no us faci en absolut retardar donar-nos
aquelles que ja heu trobat, com és aquesta quadratura aritmetica, ...”

Es d’interes, finalment, observar com en la resposta a la carta anterior
Leibniz persisteix en la seva idea i aporta un matis que, vigent encara
avui dia, defineix nitidament la seva posicid critica envers la geometria
analitica cartesiana [23, pag. 580]:

“ ..puc expressar per aquest calcul tota la natura o definicié de la figura
(allo que Palgebra no fa mai, perque dient que z? + y? aeq. a? és l'equacié
del cercle, cal explicar mitjangant la figura qué sén z i y, és a dir, que sén
linies rectes, perpendiculars entre si i que una comenca pel centre, ’altre per
la circumferéncia de la figura) ...

Reconec, aixd no obstant, que aquests raonaments no sén rellevants i que
hom tindria més merit a fer aquestes coses que a demostrar que sén factibles.”

Aquesta llarga citacié de Leibniz creiem que queda plenament justi-
ficada perque, com ell mateix s’ocupa d’assenyalar, la idea d’una analisi
especificament geometrica, separada de I’algebra numerica és presentada
per primera vegada. [ el pla que Leibniz traca (i que en certa manera
es reconeix incapag de realitzar com hem vist en la darrera citacié) conté
elements caracteristics essencials de realitzacions posteriors i que, al nos-
tre parer, no han estat degudament apreciats ni pels cientifics ni pels
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historiadors de la ciéncia. Dit altrament, Leibniz defineix una utopia,
una mesura, amb la qual poden i han de contrastar-se les realitzacions
de natura geometrico-algebraica del segle XIX. Retenim, per ara, com a
pressuposits fonamentals del projecte de Leibniz:

e La geometria analitica és part de 1’algebra i no de I’analisi geome-
trica.

e Els objectes de I’Algebra sén els nombres indeterminats (cada aplica-
ci6 especificara el seu significat) i les magnituds (que podriem molt
bé identificar amb les mesures sobre una escala proporcionades per
aparells).

e En lanalisi geometrica les “lletres” sotmeses a les regles del nou
calcul han de representar tot el contingut geometric. Només aix{ el
calcul pot complir amb la finalitat per a la qual ha estat concebut.

e La fisica exigeix una tal analisi geometrica.

Com a tret caracteristic, que veurem repetir-se al llarg de la historia,
assenyalem també ’essencial incomprensi6 i minusvaloracié envers un tal
projecte d’analisi geomeétrica.

3 Hamilton i els quaternions

El segle XIX s’inicia ja amb I'acceptacié generalitzada dels nombres com-
plexos i la seva representacié grafica, factor que es mostra essencial en la
seva acceptacié. Hamilton [14] n’obtingué una formulacié independent de
les construccions geometriques en establir-los com a parells ordenats de
nombres reals sotmesos a una determinada llei de producte. Ens remetem
a Crowe [9] i a Cartan [3] per a una detallada descripcié d’aquest im-
portant desenvolupament dels nombres complexos. El que ens interessa
perd aqui és assenyalar que constituiren un auténtic model de manipulacié
algebraica de “vectors” en el pla; un model que era logic intentar esten-
dre a l’espai tridimensional mitjangant triplets de nombres reals. Tots
els intents resultaren esterils fins que Hamilton prescindi dels triplets i hi
introdui una quarta component, inventant/descobrint els quaternions.

El quaternié ¢ = o+ v'i+v%j +v3k és vist, d’acord amb la formulacié
actual de la fisica, com una suma d’un escalar i un vector i, per tant, com
'origen més evident del modern calcul vectorial. Es aquesta, pero, una
visié massa moderna i emmarcada en una simplificacié didactica inhe-
rent al sistema vectorial de Gibbs-Heaviside. Una visi6 més “historicista”
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resulta molt més enriquidora, més critica i, per dir-ho d’alguna manera,
més viva. Hamilton fou plenament conscient que havia descobert no tan
sols una manera de manipular significativament objectes geométrics de
P’espai tridimensional sind que els seus quaternions eren 1’algebra de 1’es-
pai. T aix0 en una forma molt més satisfactoria que no ho havien estat els
complexos per al pla. En efecte:

e Totes les direccions de 'espai sén tractades amb igualtat. No hi ha
cap mena de distincid entre “eixos” o “coordenades” reals i imagina-
ries, de manera que les tres unitats quaternioniques ¢, j, k resulten
totalment equivalents.

e Cadascuna de les unitats quaternioniques representava un gir de
noranta graus al voltant de ’eix corresponent a la dita unitat; aixo
si, quan era aplicat als vectors del pla ortogonal. Comparem les
formulacions complexa i quaternionica de la mateixa rotacié:

Wz +ay) = —y+12 (1)
k(ix + jy) = kix + kjy = —iy + jz (2)

Des del punt de vista algebric, calculistic o de mera manipulacié
simbolica, el formalisme complex sembla molt més eficient; perd
no és aixi des del punt de vista de la claredat conceptual, de la
intelligibilitat geometrica, o de les possibilitats de generalitzacié. La
férmula complexa (1) no troba possible generalitzacié a 'espai i la
unitat imaginaria ¢ sembla tenir un doble paper: com a representacié
d’un inexistent o “imaginat” eix z al voltant del qual s’efectua la
rotacié i com una curiosa marca de distincié per a les components
segons la direccié indicada per I’eix d’ordenades.

e Els quaternions oferien aquest instrument privilegiat per a la recer-
ca en fisica amb el qual havia somniat Leibniz. No tan sols els
simbols representaven clarament a la nostra imaginacié la geome-
tria que descrivien. Obrien un univers de possibilitats. Ja en el
seu primer llibre Lectures on Quaternions Hamilton és conscient de
la rellevancia fisica del seu descobriment quan presenta, per primer
cop, operador V [15, pag. 609-611]:

“Perd prefereixo esmentar aqui una aplicacié peculiar dels simbols fona-
mentals ¢, 7, k, d’aquest calcul que sembla molt probable que esdevingui,
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en un futur, Ampliament til en moltes investigacions fisiques importants.
Introduint per abreujar, com a nova caracteristica d’operacid, un simbol
definit mitjancant la férmula,
<=1 d +7 d +k d
'z Tay T,
que és concebut operant sobre tot escalar, vector o quaternié, considerats
com a funcions de les tres variables escalars independents, z, y, z ...”

El comentari de Hamilton és una “genial” anticipaci6 del paper deci-
siu del nou calcul en la formulacié de la futura teoria electromagne-
tica de Maxwell. I també una clara indicacié del perqué Hamilton
no va mai considerar rellevant una formulacié purament algebrica
dels quaternions, com havia fet amb els complexos.

Serveixin per reafirmar aquestes impressions, i justificar plenament
la dedicacié absoluta de Hamilton al seu nou calcul, les seves propies
paraules després de mostrar la important férmula del Laplacia com

- <%

“La simple inspeccid d’aquestes formes hauria de ser suficient per conveén-
cer qualsevol persona assabentada, fins i tot lleugerament (i no pretenc
jo mateix estar-ne molt d’assabentat), amb les modernes investigacions
en FISICA ANALITICA, en relacié amb V'atraccid, calor, electricitat,
magnetisme, etc., que les equacions d’aquest article han d’esdevenir ja
(com he suggerit abans) eztensivament dtils en estudi matematic de la
natura, quan el calcul dels quaternions haurad atret una atencié més ge-
neral que la fins ara rebuda, i sigui posseit i utilitzat, com a instrument
de recerca, per mans més habils que les meves.”

Maxwell acaba el capitol IX del volum 2 del seu Treatise on Electri-
city and Magnetism [27], dedicat a les equacions generals del camp
electromagnetic, amb la formulacié quaternionica de la seva teoria,
després de reconéixer que fins llavors havia evitat tot procés que
exigis del lector el coneixement del calcul dels quaternions.

Com a reflexié sobre el procés historic afegim que no pot deixar de

causar certa sorpresa el fet que, concebint Hamilton els nombres comple-
xo0s a partir d’una concepcié metafisica de I’algebra com a ciéncia del pur
temps, i els seus quaternions com a calcul de la geometria de l'espai, la
seva integracié en un sol sistema de quaternions complexos permet una
formulaci6 integrada de l'espai-temps de la relativitat i de la teoria de
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Maxwell que molt bé pot ser considerada la seva base fisica. Aquesta
formulacié, oferta per Silberstein [42] com a alternativa a la formulacié
minkowskiana de 1908, constitueix no tan sols una “realitzacié” de les
idees especulatives de Hamilton, siné també una prova material que la
substitucié del sistema quaternionic pel vectorial no va ser una eleccié
de futur: la initil, per absent, quarta component d’un vector posicié o
moment passaven a ser el temps o 'energia en la nova imatge de 'univers
d’Einstein-Minkowski. L’eleccid, pero, ja havia estat feta.

4 Grassmann

Quasi simultaniament al descobriment de Hamilton, Grassmann desen-
volupava una algebra de I'extensié que era, ja en la seva concepcié i no
tan sols per les seves realitzacions, la posada en practica de les idees de
Leibniz. Considerem cent per cent encertat el judici amb el qual Couturat
conclou I'apéndix dedicat a 1’algebra de Grassmann [8, pag. 538]:

“En resum, el calcul de Grassmann sembla convertir plenament en realitat
la caracteristica geomeétrica concebuda per Leibniz, i mostra que la idea de
Leibniz no era un mer somni. Pero hi ha una tal desproporcié entre la concepcié
d’un tal sistema per Leibniz i el molt deficient assaig que realment produi, que
Grassmann senti que calia fer una nitida distinci6 entre 1’ideal concebut i el
“sketch” (esquema) realment escrit.”

L’extrapolacié del judici de Couturat al sistema vectorial modern feta
per Crowe, a qui devem la citacié, ens sembla totalment injustificada, com
tindrem oportunitat de mostrar. La teoria de I'extensié de Grassmann té
significatives diferéncies estructurals respecte de la teoria de Hamilton:

e No estd limitada a les tres dimensions espacials. Es concebuda en
manera “abstracta” per a un espai geometric de n dimensions.

e Els objectes geometrics de Grassmann queden classificats pel seu
“ordre geometric”, corresponent al nombre d’unitats geometriques
en cada monomi o component real. Per a ’espai ordinari de tres
dimensions es requereixen un total de vuit components geometrica-
ment diferenciades en lloc de les quatre ofertes pel sistema quater-
nionic. Grassmann recuperava aixi el producte geometric grec, en el
qual el producte de dos segments era una area i el de tres no aline-
ats un volum, pero sense la limitacié 3-dimensional de la geometria
representativa grega. La construccié “leibniziana” de Grassmann
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resulta, doncs, clarament incompatible amb la cartesiana, com era
d’esperar.

e Per a la seva concepcio no és necessari suposar el caracter euclidia de
’espai (o, el que és equivalent, la validesa del teorema de Pitagores,
que déna la longitud d’un vector com la rel quadrada de la suma de
quadrats de les seves components segons un eixos cartesians). Aixi,
mentre en els quaternions de Hamilton els avui anomenats producte
escalar i producte vectorial resulten de manera natural com a parts
d’un tnic producte quaternionico-geometric que apareix en forma
indestriable de les unitats 4, j, k, en Grassmann sén dues estructu-
res netament separades. El conjunt de 2" quantitats del sistema de
Grassman resulten generades a partir de les n unitats fonamentals
o de primer ordre mitjangant una operacié de producte “progres-
siu” que, només en el cas de dos vectors, pot interpretar-se com a
producte vectorial. En el cas de I’espai euclidia, o d’un espai meétric
en general, Grassmann introdui també el producte “regressiu” que,
també en el cas de dos vectors, es correspon amb el producte escalar
“modern”.

Resulta ser una deformacié didactica inadmissible restringir I’algebra de
Grassmann a una estructura en la qual només és present un dels dos pro-
ductes introduits per ell. Tant el sistema de Hamilton com el de Grass-
mann, aquest darrer especialitzat a tres dimensions, contenien els produc-
tes escalar i vectorial “moderns”. L’adopcié d’un calcul que substituis el
cartesia, reforma pendent des de Leibniz, era ja anunciada i promoguda
en el Treatise de Maxwell, amb paraules que, com hem vist més amunt,
faria posteriorment seves Heaviside en defensa del seu calcul vectorial.[9,
pag. 134]

“Pero per molts proposits de raonament fisic, clarament distingits del calcul,
resulta desitjable evitar la introduccié explicita de les coordenades cartesianes, i
fixar la ment de cop en un punt de I’espai en lloc de en les seves tres coordenades,
i en la magnitud i direccié de la for¢a en lloc de en les seves tres components.
Aquesta manera de contemplar les quantitats geometriques i fisiques és més
primitiva i natural que ’altra, encara que les idees connectades amb ella no
han rebut el seu ple desenvolupament fins que Hamilton realitza el segient
gran pas en tractar amb I’espai, amb la invencié del seu calcul de quaternions.

En la mesura que els meétodes de Descartes encara sén els més familiars
als estudiants de ciéncia, i com que sén realment els més tutils pel que fa al
calcul, expressarem tots els nostres resultats en forma cartesiana. No obstant
aix0, estic convencut que la introduccié de les idees, clarament distingides de
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les operacions i métodes dels quaternions, seran de gran utilitat en ’estudi
de totes les parts del nostre tema, i especialment en electrodinimica, on hem
de tractar amb un gran nombre de quantitats fisiques, les relacions entre les
quals poden expressar-se en forma molt més simple mitjancant unes poques
expressions hamiltonianes que mitjancant les equacions ordinéaries.”

Sén molt interessants, i polémics, els comentaris de Crowe en relacié
amb I'ambigiiitat del suport de Maxwell als quaternions. Resulta, pero,
decisiva la carta escrita per Maxwell a Tait el 1878 en la qual expressa
la “irreductible” dificultat psicologica que implica per a un fisic acceptar
quadrats negatius [9, pag. 137-138]

“Hi ha una altra qiiestié. Es pot llaurar amb un bou i un ase junts? Els
que s6n com vds poden escriure qualsevol cosa i demostrar qualsevol cosa amb
purs 4nions, perod en el periode de transicié el metode bilingiie pot ajudar a
introduir i explicar el (métode) més perfecte.

Perod fins 1 tot quan el que és perfecte hagi arribat, aquell que construeix
sobre els tres eixos serd util per a proposits de calcul per als Cassios del futur.

Ara bé, en un tractat bilingiie resulta, com a poc, problematic, trobar que el
quadrat de AB sigui sempre positiu en cartesianes i sempre negatiu en 4nions,
i que quan 'objecte és mencionat de forma incidental hom no sapiga en quin
llenguatge s’estd parlant.

Es pot denegar als cartesians la idea d’un vector com una cosa sensible a la
vida real fins que puguin reconéixer en una regla graduada un sistema peculiar
de rels quadrades de —17

Resulta també estrany i inconvenient que quan discutim, per exemple, I’e-
nergia cinética es trobi que per assegurar-ne el seu ser +ve hagim d’enganxar-hi
un signe — i que quan estem provant un minim I’aparenga global de la demos-
tracié ha de ser tendint a un maxim?

Qué recomaneu dir en El i Mag. en aquests casos?

Coneixeu I’ Ausdehnungslehre de Grassmann? Spottiswoode parla d’ell a
Dublin com de quelcom per sobre i més enlla dels 4nions. No I'he vist, pero Sir
W. Hamilton d’Edimburg solia dir que com més gran és ’extensié més petita
és la intencio.”

Gibbs i, especialment, Heaviside consideraren haver resolt el problema
de Maxwell amb el seu calcul vectorial, en els quals els vectors recuperaven
el seu quadrat positiu. El preu no podia ser altre que el “desmantella-
ment” del producte quaternionic en les seves dues components transfor-
mant els 7, j, k de Hamilton de quadrat —1 en els i, j, k de quadrat +1
usats en els nostres llibres de text. No és estrany que Gibbs considerés el
seu sistema en molts sentits més proper al de Grassmann que al de Hamil-
ton, del qual retenia gran part de la notacié (els i, j, k originals). Gibbs
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cregué haver realitzat la sintesi fisicament satisfactoria dels dos grans sis-
temes en competeéncia, haver obtingut 'iinica algebra multiple de la fisica.
Aixi ha passat a la historia i el llibre de Crowe representa un dels més
reeixits intents d’explicacié historica completa (en el sentit de van der
Waerden) d’aquesta part tan fonamental de les matematiques de la fisica.
En la secci6 segiient pretenem demostrar, també historicament, que hi ha
quelcom de fonamentalment erroni en la sintesi de Gibbs-Heaviside. Que
la historia va errar el cami. I en ciéncia, com hem exposat al comenca-
ment, la historia es pot reviure en primera persona i esmenar els errors.
Com molt bé ha assenyalat Truesdell, la historia de la ciencia, a cops, és
indestriable de la mateixa ciencia.

5 Clifford: La sintesi oblidada

Tal com hem pogut apreciar en la carta de Maxwell a Tait és clar que
cap al 1878 els sistemes de Hamilton i Grassmann estaven en oberta com-
petencia. Es en aquest mateix any quan Clifford publica un article intitu-
lat “Applications of Grassmann’s Extensive Algebra” [5]. Aquest article
resol, historicament i d’un cop per sempre, la sintesi dels dos sistemes.
Aquesta sintesi consisteix, de fet, a incloure el sistema de Hamilton en el
sistema de Grassmann corresponent a un espai 3-dimensional. El sistema
de Hamilton queda aixi plenament explicat alhora que la seva incorporacié
enriqueix el sistema de Grassmann amb la representacié de les operaci-
ons de rotacié i diferenciacié. En aquest article, Clifford cometé, pero,
un petit error d’apreciacié en declarar, sense fonament, que les unitats
del sistema de Grassmann havien de ser de quadrat —1. En la mesura
que, com tindrem oportunitat de mostrar, I’error és facilment esmenable,
podem considerar la solucié de Clifford definitiva i, per tant, dificilment
excusable el seu menysteniment per part de matematics, fisics i historia-
dors.

L’article comen¢a amb un preambul on, després d’expressar la seva
profunda admiracié per I’obra de Grassmann i la seva convicci6 de la vasta
influéncia reservada al seu treball en el futur de la ciéncia matematica,
exposa els objectius i les fites de I'article:

“Aquesta comunicacié s’esforca per determinar el lloc dels quaternions i dels
que en un altre lloc he denominat biquaternions en el sistema més ampli (de
Grassmann) i ezplicar, per tant, les lleis d’aquestes algebres en termes de lleis
més simples. Conté, després, una generalitzacié d’aquests (sistemes), aplicable
a qualsevol nombre de dimensions; i una demostracié que I'algebra aixi ob-
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tinguda és sempre un compost d’algebres quaternioniques que no interfereixen
entre si” '

En la primera secci6, intitulada “Sobre la relacié del metode de Grass-
mann amb els quaternions i els biquaternions; i sobre la generalitzacié
d’aquests sistemes”, Clifford presenta el sistema de Grassmann d’acord
amb els principis del calcul baricéntric, forma escollida per Grassmann
en el seu Lineale Ausdehnungslehre de 1844 [13]. Per a Despai de tres
dimensions considera quatre punts. Aquests sén ’origen i tres punts més
situats a distancia infinita del primer al llarg de tres direccions mutua-
ment ortogonals: 2g,171,1%,23. En el marc de la caracteristica geomeétrica
de Leibniz aquests simbols, conjuntament amb les lleis de manipulacié
(o calcul) a les quals obeeixen, han de permetre representar directament
al nostre esperit les operacions geometriques, sense que hi calgui afegir
informacié addicional. El producte binari de dos punts és una unitat de
longitud mesurada en la linia que uneix el primer punt amb el segon.
Aquest producte de les unitats és, naturalment, polar o anticommutatiu
en tenir present el sentit del desplacament concomitant amb la mesura.
El producte de tres unitats o punts és llavors I’area unitat mesurada i
orientada sobre el pla que passa pels tres punts. Notem que els produc-
tes binaris 2921, 29?2, 20?3 €S corresponen amb la triade de vectors unitaris
ortogonals i, j, k del calcul vectorial ordinari, i que el fet de situar els
punts 7;,19,% a distancia infinita, tot i facilitar una imatge “projectiva”
de la construccid, no apareix com a estrictament necessaria. Es, pero, la
constancia dels tres punts a I'infinit la que ens permet identificar els i, j,
k obtinguts a partir de diferents origens O = 1.

A aquesta presentacié del sistema de Grassmann segueix una disqui-
sicié, de caire clarament hamiltoni, sobre els dos diferents aspectes de
la nocié de producte. Particularment, preferim referir-nos a dos tipus ge-
nerals d’operacions a les quals resulta convenient assignar-los un mateix
simbol caracteristic de producte. Una primera en que el producte expres-
sa un procés en el qual els dos factors tenen un mateix paper. Es el cas
dels dos punts en un producte binari de 'dlgebra de Grassmann. I una
segona en la qual un dels factors és una operacié per la qual l'altre factor
queda transformat en un altre objecte d’un mateix ambit preestablert.
Per a Clifford, és clarament aquesta segona nocié la que esta a la base del
sistema quaternionic de Hamilton.

“Els simbols quaternionics 4, j, k. . . sén operacions que giren una figura un
angle recte en els tres plans coordenats respectius. Se segueix d’aqui que si
qualsevol d’elles és aplicada dos cops sobre la mateixa figura, la girarad dos
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angles rectes, o ‘oposard’. Hem de tenir, per tant, 2 = j2 = k2 = —1.”

I I’inica manera amb la qual resulta possible interpretar el producte
quaternionic com un producte del tipus proposat per Grassmann és que
el segon factor sigui, al seu torn, una operacié. I, en aquest cas, I'operacid
no rep ple significat fins que suposem un “subjecte” sobre el qual les dues
operacions puguin ser efectuades en successio.

Després d’efectuades aquestes consideracions que no dubtem a quali-
ficar de “cabdals”, la part tecnica, la inclusié del calcul quaternionic dins
el calcul de Grassmann, resulta un simple exercici “combinatori”: conce-
buda la idea correcta i en disposicié dels estris necessaris la realitzacié
esdevé natural. Reproduim integrament la demostracié de Clifford i la
conclusié amb la qual encapgaladvem la introduccid.

“Per comparar aquests (¢, 7, k) amb els simbols pels quatre punts 29, 21, 22, 23
suposem que ¢ gira la linia 292 fins a transformar-la en la 1p23; que j transforma
12023 en 2p%1; 1 que k transforma 2921 en 2g22. La transformacié de 1929 en 1p13
és equivalent a una translacié al llarg de la linia a l'infinit 2323. Podem, per
tant, escriure ¢ = 113 i, analogament, j = 1391,k = 1195. Ara ¢ gira 1912 fins a
convertir-lo en 1g13; és a dir,

190919 = 193 O 1013 = 1913.50%9 = —zg.zgz;:,.
Estem, per tant, obligats a escriure 13 = —1 i, de forma semblant, trobem
1 =13 =1

Aixd ens permet trobar, de cop, les regles de multiplicacié de les (i, j, k).
A saber, tenim:
jk = 13%1.2112 = 1213 = )
ki = 2122.1213 = 1311 = ]

1] = 1913.2321 = 1122 = Kk

i, finalment,
i7k = 1913.1321.2192 = —1.

En ordre, per tant, d’incloure I’Algebra dels quaternions dins la de I’Ausdeh-
nungslehre, hem de fer el quadrat de cadascuna de les nostres unitats igual a —1,
com ha assenyalat Grassmann (Math. Annalen). Perd goso dissentir de la seva
autoritat en pensar que els simbols quaternionics no responen en primer lloc
als “Elementargrosse” de I’ Ausdehnungslehre, siné als seus productes binaris; i,
d’aquesta suposicié, com hem vist, les seves lleis de multiplicaci6 se segueixen
tot d’una.”

Resulta elemental comprovar que una correspondéncia igualment sa-
tisfactoria entre les (i, 7, k) de Hamilton i les unitats de segon ordre de les
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de Grassmann, quan aquestes darreres sén de quadrat positiu, és:
=131y, J =103, k=11

En conseqiiencia, la identificacié i I’explicacié de les unitats quaternio-
niques com a unitats de segon ordre és independent de la “signatura”
+3 del sistema de Grassmann per a l'espai euclidid tridimensional. En
relacié amb les preocupacions expressades per Maxwell aquell mateix any
sobre el signe negatiu del quadrat quaternionic queda clar que no tenen
res a veure amb el desitjable caracter positiu del quadrat d’un vector; el
quadrat negatiu dels ¢, j, k¥ és una caracteristica perfectament explicada
per Clifford en entendre’ls com a “versors rectangulars”, és a dir, com
a operadors de girs de 90° en cadascun dels plans respectius. La insa-
tisfaccié de Maxwell, identica en la forma i en el fons a la insatisfaccié
que causa la utilitzacié dels nombres complexos com a algebra vectorial
del pla euclidia, resulta de la incorrecta utilitzacié dels quaternions com
a vectors; una utilitzacié que venia for¢ada tan bon punt els quaternions
eren acceptats com la definitiva algebra geometrica de 'espai. El treball
de Clifford resitua els quaternions com a subalgebra d’ordre parell dins
una algebra geomeétrica (aquest fou el nom triat per Clifford) generada
per tres unitats. Tot possible misticisme “numeric”, que encara trobem
avui en dia en els defensors dels quaternions, perd la seva rad de ser: les
lleis del seu producte definitori com a entitat numerica, el genial desco-
briment de Hamilton gravat sobre el Brougham Bridge de Dublin, sén,
en qualsevol aplicacié geometrica, derivades del producte geometric de
Grassmann-Clifford. Clifford assoli aixi aquella clara distincié entre ca-
racteristica aritmetica i caracteristica geometrica tan ben delineada per
Leibniz.

I, de fet, en el seu article Clifford respon directament a la dificil relacié
dels quaternions amb la fisica de Maxwell. Clifford afirma que en el decurs
del temps es desenvolupa en Hamilton la idea de realitzar el producte entre
dos vectors del mateix tipus, sense haver de considerar cap d’ells com a
versors, substituint gradualment les unitats i, 7, k pels simbols selectors S
per la part escalar i V per la vectorial. Com que aquesta separacié és la
auténtica base en la qual es basa Gibbs per a la construccié del sistema
vectorial vigent, és d’innegable interés constatar com Clifford refusa, tant
per raons matematiques com fisiques, aquesta solucié:

“Per tal d’explicar les lleis del producte de les ¢, 7, k en aquesta, linia, hom ha
de recérrer a la teoria de I’“Erginzung,” o, el que resulta el mateix, representar
un area ij per un vector k perpendicular a ella. Pero I'explicaci6 no és en aquest
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cas tan senzilla; i és instructiu observar que la distinci6 entre una quantitat i
el seu “Erganzung” p.e. entre una area i el seu vector representatiu, que per
alguns proposits resulta tan convenient ignorar, ha de ser reintroduida en fisica.
Aixi Maxwell distingeix especialment els dos tipus de vectors que ell anomena,
for¢a i fluz, i que de fet sén, respectivament, funcions lineals de les unitats i
dels seus productes binaris.”

Aquest paragraf, emmarcat en el conjunt de I’article que presenta una
algebra multilineal, suggereix que, en la visi6é de Clifford, un sistema vec-
torial com el de Gibbs resultaria ser la culminacié d’un procés de “desin-
tegraci6” del sistema quaternionic iniciat pel mateix Hamilton en intentar
formular dins el seu sistema proposicions tan sols expressables en el siste-
ma de magnituds extensives ideat per Grassmann. En efecte, el producte
vectorial de Gibbs, consistent en ’extensié per linealitat de les expres-
sionsixj=k, jxk=1 kxi=j ignora la necessitat fisica de
distingir entre vectors i bivectors. I li cal introduir, com a contraparti-
da de la deficient caracteritzacié geomeétrica, la distincié purament verbal
entre vectors polars i vectors axials. La sofisticada definicié del producte
vectorial ordinari com a dual del producte exterior apareix aixi com una
justificacié matematica “a posteriori” d’un is que, de bon comengament,
pot qualificar-se de fisicament insatisfactori. En una terminologia inspi-
rada alhora per Leibniz i Einstein, el calcul vectorial és una caracteris-
tica geometrica incompleta perqué no permet expressar tots els elements
de la realitat geometrico-fisica. Amb la seva sintesi Clifford indica que
la direccié adequada als problemes plantejats per la fisica no esta en la
desintegraci6 del sistema quaternionic, siné en la seva completa elucidacié
i integraci6 en el de Grassmann.

Que Clifford, en realitzar la seva sintesi, tenia molt present les ne-
cessitats d’una formulacié vectorial de la fisica queda encara més pales
quan procedeix a l’eliminaci6 de la unitat 2, a fi de poder tractar els que
ell anomena wvectors, que corresponen als avui anomenats vectors “lliu-
res”. Basant-se de nou en el calcul baricéntric elabora una explicacid, al
nostre entendre poc aclaridora, mitjancant la qual els simbols 21, 12,23 po-
den passar a representar els vectors unitaris al llarg dels eixos ortogonals.
Aquestes unitats de primer ordre no estan, com els rotors 12, 19%2, 1?3,
amb les que comparteixen magnitud i direccid, lligades a un eix. I Clif-
ford rapidament afirma (la comprovacié és del tot immediata) que sobre
elles els versors 1, j, k actuen de la mateixa manera que ho feien sobre els
rotors.

Al nostre entendre, en una perspectiva actual que relativitza la im-
portancia atribuida per Clifford al calcul baricentric, i que s’apropa moli
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més a la concepci6 logico-formal de Leibniz, hom pot prendre aquest resul-
tat de Clifford com a punt de partida, considerant alhora els 2,,7 = 1,2, 3
com a vectors unitat en tres direccions mutuament ortogonals i com a
uniques unitats de primer ordre de I’algebra geomeétrica. Aquesta versid,
que requereix n unitats per a un espai de dimensié n i no n + 1 no resul-
ta incompatible amb Poriginal presentada per Clifford si tenim present
que en situar n punts a l'infinit el que realment es fa és seleccionar n
direccions.

A continuacié trobem expressat, sempre perd amb unitats de quadrat
—1, Passociacié dels simbols quaternionics amb les unitats vectorials de
primer ordre. Resulta molt interessant observar com Clifford distingeix
entre una conveniéncia ocasional i una identificacié essencial:

“Trobem que i1 = 1923.12 = 13, ji3 = 21, ki3 = 1. Aquestes regles de
multiplicacié coincideixen amb les de i, 7, & si escrivim aquestes darreres en lloc
de 11,19,13. Per tant podem usar els mateixos simbols per representar vectors
unitat segons els eixos i els versors rectangulars entorn d’ells. Perd no és en cap
manera cert que els vectors 1, 12,13 siguin idéntics amb les arees 1913, 2321, 2122;
nomsés alguns cops resulta convenient oblidar la diferéncia entre 27 i 1923.”

El calcul vectorial de Gibbs obliga sempre a aquesta identificacid, fins
i tot en els casos en els quals resulta inconvenient, com succeeix a I’hora
de representar les rotacions, el moment angular o el camp magnetic. Les
distincions, si es fan, s’han de fer a part dels simbols i operacions de
P’algebra vectorial propiament dita.

L’article de Clifford continua amb la consideracié dels “seus” biqua-
ternions, del pla complex de Gauss i de la generalitzacié de 1’algebra
geometrica a dimensié arbitraria, punts tots ells sobre els quals tornarem
més endavant. I també s’hi troba una primera classificacié general de les
algebres geometriques. En les nou pagines de Darticle s’hi troba “encap-
sulada” la culminacié d’una recerca directament adrecada a formular una
caracteristica lineal geometrica. Clifford, com expressa en el seu pream-
bul, no pogué acabar de formular i desenvolupar de manera exhaustiva la
seva sintesi, i menys defensar-la, en la decisiva década dels 80. Tampoc
hi serien presents Grassmann, el creador del sistema i amb substancials
coneixements d’electrodinamica, i Maxwell, capag de valorar-ne la utilit-
zaci6 fisica. Gibbs i Heaviside desenvoluparen tan sols un sistema de ma-
nipulaci6 de les magnituds vectorials mitjancant regles “ad hoc”. Només
amb el total oblit de I’article de Clifford pot sostenir-se la tesi que el vi-
gent sistema de calcul vectorial és 'hereu dels sistemes de Grassmann i
Hamilton. I és encara avui I'article de Clifford on els fisics poden adonar-
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se clarament de les raons per les quals convé substituir ’algebra vectorial
usual per ’algebra geometrica de Grassmann-Clifford.

6 El sistema de Gibbs 1 Heaviside

Cap escrit no és més illustratiu de la veritable natura del calcul vectorial
de Gibbs que la carta enviada per aquest a Victor Schlegel el 1888, citada
en la seva practica totalitat en el fonamental treball de Crowe. En llegir-la
no podem més que mostrar un total acord amb el mateix Crowe quan diu
[9, pag. 152]:

“L’historiador és afortunat en extrem pel fet que s’hagi conservat un esbor-
rany d’una carta escrita per Gibbs a Victor Schlegel I’any 1888. Perque aquesta
carta contesta una multitud de preguntes interessants ... Aquesta carta és tan
rica en informacié que a partir d’ella podem establir la relacié de Gibbs amb
cada una de les figures importants en la historia anterior de I’analisi vectorial.”

Les respostes que hi llegim no sén pas, pero, del tot coincidents. La
consideracié del “fet historic” que realment és ’article de Clifford, per bé
que no tingués influéncia en els desenvolupaments immediatament poste-
riors, modifica substancialment ’apreciacié historica de ’obra de Gibbs.
En alguns casos els judicis de Crowe es troben, per dir-ho aixi, reforgats:
no tan sols expressen el que Gibbs manifesta sobre el seu treball siné
el lloc que realment el seu sistema ocupa dins un esquema comprensiu
dels diversos sistemes d’algebra miiltiple. Es aquest el cas en relacié amb
Clifford [9, pag. 154-155]:

“Pel que fa a la relacié de Gibbs amb Clifford ens adonem que es limita a
la utilitzacié del nom de Clifford “com un refugi” en el paragraf introductori
del seu llibre d’analisi vectorial. ” [...]

“Encara que Gibbs fa esment tan sols de Clifford i Grassmann en el paragraf
introductori del seu Elements of Vector Analysis, la carta citada préviament
deixa clar que el seu deute principal -no era amb Clifford ni amb Grassmann,
siné amb els quaternionistes.”

També és el cas en la relacié amb Hamilton [9, pag. 153- 154]:

“ ..ens assabentem que Gibbs comenca la seva recerca d’'una analisi vec-
torial amb “alguns coneixements dels métodes de Hamilton ...” i acaba amb
meétodes que eren “gairebé els de Hamilton . ..” Rarament es troben afirmacions
més fortes en el sentit de mostrar una continuitat historica. Es clar que Gibbs
no era més que un herétic menor en relacié amb l'ortodoxia quaternionica.”
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Aquesta continuitat historica es veu refor¢ada encara més en conside-
rar el testimoni de I’altre creador, amb Gibbs, de la vigent analisi vectorial.
Heaviside ens diu [9, pag. 163]:

“Fins al 1888 creia que era 'dnic que feja treball vectorial basat en prin-
cipis fisics positius; vaig rebre llavors una copia del Vector Analysis del Prof.
Gibbs (no publicat, 1881-4). Era una mena de sinopsi condensada d’un tractat.
Encara que diferent en aparenca, era essencialment la mateixa algebra i analisi
vectorial a les quals jo havia estat conduit. ...

Vaig pacificar Tait considerablement (durant una curta correspondéncia
que varem tenir) negant qualsevol idea de descobriment d’un nou sistema.
Vaig confessar haver obtingut el meu sistema a partir del de Hamilton i Tait
per eliminacié i simplificacié, perd igualment vaig reivindicar haver difés un
coneixement efectiu dels vectors, i haver concebut un sistema completament
practic.”

Amb Crowe, i per raons addicionals, jutgem com és d’altament signi-
ficatiu que Heaviside no faci esment de Grassmann, no havent-hi cap raé
per creure que hagués sentit parlar de Grassmann abans de rebre el llibret
de Gibbs el 1888. Hem vist abans com el judici de Clifford sobre I’evo-
lucié del pensament de Hamilton aportava raons matematiques precises
d’aquesta continuitat historica; una linia Hamilton—Gibbs—Heaviside que
és clarament divergent amb la de Grassmann—Clifford. I és aqui on ens ve-
iem en la necessitat d’aprofundir Panalisi de la relaci¢ Gibbs-Grassmann
més enlla de les ambigiies conclusions de Crowe, que deixa en mans de
Schlegel el judici final. Precisament del seguidor de Grassmann de qui, a
la pag. 94 ha dit “Schlegel era un home en el qual '’entusiasme excedia les
capacitats critiques”. Schlegel, en la seva resposta a l’abans esmentada
carta de Gibbs, digué [9, pag. 154-155]:

“He compres a partir de la vostra carta com heu arribat a idees similars a
les de Grassmann perd independentment d’ell; repetidament he estat testimoni
d’aquest fenomen: quan el temps és arribat —quan el desenvolupament de la
ciéncia exigeix un determinat descobriment— aquest descobriment és realitzat
per un cert nombre d’investigadors.”

Aquesta afirmacié resulta incomprensible provinent d’un deixeble di-
recte de Grassmann a menys que, com succei també amb Tait en relacié
amb Hamilton, anteposés 'interés de la memoria del seu mestre a tota
altra consideracié. El reconeixement explicit de Gibbs a ’obra de Grass-
mann, unit a la seva severa critica als quaternionistes, teodricament els
principals competidors de les teories de Grassmann, sén factors suficients
per justificar el judici de Schlegel: a través de Gibbs s’obrien pas les idees
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que el seu mestre havia estat el primer de concebre i formular. No li calia
ni potser li interessava en excés analitzar la connexié entre les estructu-
res matematiques de Grassmann i Gibbs. Sén aquestes consideracions de
Schlegel un exemple tipic d’historia “whig”, si bé en ell orientades més pel
passat (fidelitat a Grassmann) que pel present (justificacié del sistema de
Gibbs). I com a tal historia “whig” té l’efecte de deturar la investigacid,
d’excloure de ’ambit de la recerca els elements més pertorbadors en la
complexitat de la trama historica presa en la seva totalitat. A causa de
I’especial relacié de la ciéncia amb la seva propia historia, aquesta exclusid
d’una recerca en profunditat del que implicava I'obra de Gibbs envers la
de Grassmann, no només ha estat i és una llacuna historica siné també
cientifica.

Comencem per constatar la significativa diferéncia entre els reconeixe-
ments fets a Grassmann per part de Gibbs i de Clifford. En la seva carta
Gibbs afirma [45, pag. 107-109] o [9, pag. 152-153]:

“El meu contacte amb el treball de Grassmann va ser també degut al tema,
de Pelectricitat i magnetisme, en particular amb la nota per ell publicada en el
Crelle Jour. el 1877 ...

De totes maneres, vaig veure que els metodes que estava utilitzant, encara
que molt propers als de Hamilton, eren quasi exactament els de Grassmann.
Vaig procurar-me les dues edicions de I’ Ausdenungslehre, perd no puc dir que
els trobés de facil lectura. De fet mai vaig tenir la perseverancia d’aprofundir-ne
cap, i potser he obtingut més idees dels seus articles miscellanis que d’ells.

No séc, perd, conscient que els escrits de Grassmann exercissin cap influén-
cia particular sobre el meu A-V, encara que vaig estar prou content en el
paragraf introductori de cobrir-me a mi mateix darrere de dos noms distingits
(Grassmann i Clifford) en fer canvis de notacié que pressentia que disgusta-
rien els quaternionistes. De fet, si vosté llegeix acuradament el llibret podra
veure que tot se segueix amb la inexorable logica de I’algebra a partir del pro-
blema que em vaig plantejar a mi mateix molt abans del meu contacte amb
Grassmann.

No tinc cap dubte que vés considereu, com jo, els meétodes de Grassmann
superiors als de Hamilton. Em sembla, doncs, que podia ser del vostre interés
saber com comencgant amb algun coneixement dels métodes de Hamilton i influit
tan sols pel desig d’obtenir ’dlgebra més senzilla per a I'expressi6 de les relaci-
ons de geometria, fisica,. . . vaig ser conduit essencialment a I’algebra de vectors
de Grassmann, independentment de qualsevol influéncia d’ell o de qualsevol

altre.”

En canvi, per a Clifford, és a I’ Ausdehnungslehre on aprecia el veritable
abast de l’obra de Grassmann [5]:
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“Fins fa poc no tenia coneixement de 1’ Ausdenungslehre, i només en sabia el
que esta contingut en els articles geométrics de 'autor en el Crelle’s Journal i
en Hankel’s Lectures on Complex Numbers. Em sigui, per tant, potser, permeés
expressar la meva profunda admiracié per aquest treball extraordinari, i la
meva conviccidé que els seus principis exerciran una vasta influéncia en el futur

de la ciéncia matematica.”

Aquesta tan diferent comprensié de 'obra de Grassmann, manifesta-
da per Clifford i Gibbs, queda plenament reflectida en els dos sistemes
algebraics per ells proposats. La reformulacié feta per Clifford de la te-
oria de Grassmann (de fet la caracteritza i declara com una aplicacid)
incorpora de manera natural les operacions de gir, fins aleshores repre-
sentades pels simbols quaternionics 4, 7, kK de Hamilton. El calcul vectorial
de Gibbs, sense cap lligam geneétic amb 'obra de Grassmann, i si en can-
vi fortament vinculat a Hamilton a través del Treatise on E. and M. de
Maxwell, perd aquesta capacitat de simbolitzacié directa de les rotacions.
De fet Gibbs utilitza per designar els tres vectors unitaris les mateixes
lletres 7, j, k de Hamilton, mentre Heaviside introdueix la didactica mo-
dificacié d’escriure-les en negreta i, j, k. L’analisi detallada de l'article
de Clifford realitzada a la seccié anterior ens fa concloure de manera difi-
cilment controvertible que I’analisi vectorial de Gibbs—Heaviside no pot
en cap manera considerar-se ni fruit ni hereva de 'obra de Grassmann.
Grassmann 1 Clifford foren senzillament utilitzats com a pantalla o arma
propagandistica en la consolidacié d’una desviacié nascuda i desenvolupa-
da en el marc general de la tradicié quaternionica. Una desviacié que va
poder finalment triomfar a causa de la seva alianca amb l'injuriat carte-
sianisme, 1’ “adversari natural de I’algebra geometrica”. Un cartesianisme
que, revitalitzat sota la forma d’algebra matricial i tensorial, ha estat la
base de fonamentals avencos en matematica pura i aplicada. Perod que
molt bé poden no ser, amb el seu “culte” a les components i a ’excessiva
generalitat, el llenguatge més adequat per a la geometria i la fisica. Com
a testimoni actual d’aquesta preocupacié podem citar Regge [39, pag.
936-937]:

“El primer pas, o millor consell, en la “group manifold approach to unified
gravity” és prendre’s seriosament el calcul de formes i usar-lo en lloc del calcul
tensorial convencional. El principal avantatge és que els calculs sén molt més
simples i les seves interpretacions fisica i geomeétrica més transparents. ...

... el calcul de formes és basicament d’una tal simplicitat comparat amb el
calcul tensorial estandard que, a llarg termini, ha de véncer.”

La continuacié de la carta de Gibbs a Schlegel deixa ben clar aquest ali-
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neament de Gibbs amb el nou cartesianisme algebraic i abstracte, antitesi
del calcul especific de natura geometrico—fisica de Grassmann i Clifford
[45, pag. 109]:

“A Pentretemps, no obstant aixo, he aprés de Grassmann que tot aixd no
és més que un cas especial, tan sols una petita part d’un camp molt més ampli.
Quant ampli és aquest camp als meus ulls, ho podeu apreciar en el meu Multiple
Algebra on les nocions, essencialment les de Grassmann, sén presentades amb
una lleugera diferéncia de perspectiva i notacié.

Tornant al meu Vector Analysis. Les meves expressions diaddiques no sén
productes algebraics siné aquella classe de producte més general mencionada
per Grassmann, aquells que no posseeixen lleis especials, és a dir, productes
indeterminats. En 'is principal que fem d’elles es corresponen, penso jo, als
seus productes oberts o “liickenhiltige”, com penso que veureu en fer un estudi
detallat. En el meu V.A. no utilitzo cap signe per indicar aquest producte, la
qual cosa és filosoficament apropiada en correspondre a ’abséncia de qualsevol
llei especial. No obstant aix0, a cops, he trobat convenient tenir un signe
especial com en la meva M.A. on vaig utilitzar el simbol || que serveix per
mantenir les lletres separades, en ser la unié menys propera, en cert sentit, que
en altres productes.

Les primeres pagines del capitol III del meu V.A. donen, crec, una imatge
exacta de la manera com vaig ser conduit a aquest producte. No va ser la
definicid abstracta la que es va presentar primer per si mateixa, sind I’expressio
mateixa exigint una interpretacio.

Aquestes expressions diadiques o sumes de productes indeterminats corres-
ponen de nou al que és generalment conegut com a matrius, un tema que com
sabeu ha estat ampliament debatut en els darrers temps. A creure que la meva
notacié no és del tot dolenta m’hi ha portat el fet d’haver obtingut amb gran
facilitat resultats que aparentment altres han obtingut amb considerable difi-
cultat. M’aventuro a dir que el mateix pot dir-se de notacions més estrictament

conformes a les de Grassmann.”

El producte diadic de Gibbs, primer esquema del producte directe
de matrius i del producte tensorial és, en darrer terme, una juxtaposicio
d’objectes. Com a tal conserva els elements de partida, sense establir-ne
cap relacid especifica, sense la produccié de cap nou “objecte determinat”.
Aquestes relacions fisiques o geometriques, que apreciem per primer cop
al marge de qualsevol estructura algebraica determinada, les interpretem
com a “contingudes” en ’expressada juxtaposicié. Diametralment opo-
sat és el cami de 'algebra geomeétrica proposat per Leibniz, Grassmann
i Clifford: el producte indicat per mera juxtaposicié és el producte ge-
ométric totalment determinat per la natura dels factors simbolitzats, i
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que, per si sol, és capag de donar compte de totes les relacions geometri-
ques (i fisiques). La geometria i la fisica, que constitueixen una part de
la natura, s’expressen directament i de forma senzilla en aquesta “carac-
teristica geometrica”, per dir-ho en la terminologia de Leibniz. L’exemple
més clar de la divergencia entre els dos enfocaments I’aporten les equaci-
ons de Maxwell: mentre Gibbs i Heaviside fragmenten les dues equacions
quaternioniques de Maxwell en dues equacions escalars i dues vectori-
als, I’algebra de Grassmann— Clifford les converteix en una nica equacié
[31]. Les critiques de Maxwell als quaternions semblen sobradament jus-
tificades, perd de cap manera constitueixen una defensa ni ofereixen una
base suficient per al sistema de ’analisi vectorial. La historia, és a dir,
els protagonistes concrets, van fer la seva eleccié d’acord amb allo que
consideraven més convenient. Una de les més belles construccions ma-
tematiques del XIX, 'algebra geometrica que realitzava per fi la proposta
de Leibniz i que obriria les portes de futurs avengos en fisica, va ser sen-
zillament ignorada. La valua i el paper en el camp de la ciéncia de I’obra
de Grassmann quedaven bloquejats i sepultats sota el vernis, res més que
aix0, d’un tarda i ben merescut reconeixement.

7 L’algebra geometrica al nostre segle. Un
inexplicable oblit

Dyson, matematic i fisic eminent, en una memorable Gibbs Lecture el
17 de gener de 1972 sota el patrocini de 'AMS adreca el tema de les
oportunitats perdudes d’un contacte fructifer entre les matematiques i
la fisica. Dues de les oportunitats perdudes assenyalades per Dyson fan
referéncia directa al tema que ens ocupa: les equacions de Maxwell i el
calcul vectorial. Respecte de les primeres diu [11]:

“Perd els matematics del segle dinou varen fallar miserablement en no cop-
sar 'oportunitat no menys gran que els oferi Maxwell el 1865. Si haguessin pres
les equacions de Maxwell tan seriosament com Euler es prengué les de Newton,
haurien descobert, entre d’altres coses, la teoria einsteniana de la relativitat
especial, la teoria dels grups topologics i les seves representacions lineals i,
probablement, amplies porcions de la teoria de les equacions diferencials hi-
perboliques i de I’analisi funcional. Una gran part de la fisica i matematica del
segle XX podia haver estat creada en el segle XIX, senzillament explorant fins
al final els conceptes matematics als quals condueixen de manera natural les

equacions de Maxwell.”
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Més endavant, en relacié amb el tema “quaternions i vectors” diu:

“L’any 1844 tingueren lloc dos successos remarcables, la publicacié de Ha-
milton del seu descobriment dels quaternions i la publicacié de Grassmann del
seu Ausdehnungslehre. Amb l’avantatge de perspectiva que ens déna el pas
del temps podem veure que la de Grassmann era la més gran contribucié a les
matematiques, perqué contenia el germen de molts dels conceptes de 1’algebra
moderna, i hi incloia I’analisi vectorial com un cas especial. ...Quan el treball
de Grassmann va ser finalment conegut, els matematics es trobaven dividits
en quaternionistes i antiquaternionistes, i gastaven més energies polemitzant a
favor i en contra dels quaternions que a intentar comprendre com Grassmann
i Hamilton podien acomodar-se conjuntament en un esquema més ampli. En
conseqiiéncia va quedar en mans del fisic Gibbs la presentacié conjunta per pri-
mer cop a la seva llicé de 1886 de les idees essencials de Grassmann i Hamilton.
Les darreres paraules de la seva llicé sén: “Hem comencat estudiant algebres
multiples; acabem, crec, estudiant ’algebra maultiple.”

No sé quants matematics purs van sentir o llegir la lligé de Gibbs. Si I’-
haguessin estudiada amb cura, aviat se n’haurien adonat que Gibbs no havia
realment aconseguit unificar les nocions de quaternié i de vector. Ben al con-
trari, en posar les dues nocions 'una al costat de 'altra havia fet explicita la
manca de qualsevol mena de compatibilitat entre elles. La seva lligé hauria
d’haver suggerit a qualsevol matematic atent la qiiestié: “Com pot ser que
les propietats de l'espai tridimensional siguin representades igualment bé per
dues estructures algebraiques tan diferents i incompatibles?” Si aquesta qiies-
ti6 hagués estat clarament plantejada, la resposta hauria quasi amb certesa
arribat aviat. I la resposta hagués dut inevitablement a una teoria completa
de les representacions univaluades i bivaluades del grup de rotacions de tres
dimensions. Els vectors constitueixen la més simple representacié univaluada
no trivial, i els quaternions la més simple representacié bivaluada. També,
els quaternions sén els prototip de les que després serien anomenades repre-
sentacions espinorials. El desenvolupament de la teoria de les representacions
espinorials, que de fet comenca el 1913 amb Elie Cartan i fou completada a la
década dels 30 amb contribucions substancials dels fisics Pauli i Dirac, podia
haver-se accelerat uns 40 anys. Es impossible dir quins efectes un tal desen-
volupament accelerat hauria tingut en altres branques de la matematica pura,
pero dificilment els efectes haurien deixat de ser substancials.”

De fet, en la perspectiva geometrica que hem substanciat historica-
ment en les seccions anteriors, aquestes dues grans oportunitats perdudes
constitueixen dues facetes d’una mateixa tematica. Dyson, a qui no se li
escapa el caracter defectuds de la sintesi de Gibbs, perd de nou, al nos-
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tre entendre, la gran oportunitat d’unir-les i alhora de superar un error
historic manifest en la seva exposicid. Es aquest el de la incompatibilitat
dels sistemes de Grassmann i Clifford i I’assimilaci6 del sistema vectorial
a ’algebra de Grassmann. Hem vist explicitament com Clifford, que en la
seva plena juventut ja era considerat un matematic de primera fila [38],
es planteja clarament el problema (cosa que no féu en absolut Gibbs uns
quants anys més tard) i el resolgué satisfactoriament. Resulta poc més
que increible que Gibbs ignorés el treball de Clifford, al qual no fa cap es-
ment, quan ell mateix publica 'any segiient en el volum 2 de ’Am. Jour.
Math. un article intitulat “On the fundamental formulae of dynamics”.
Que ho ignori Dyson més de cent anys després ens fa considerar molt se-
riosament ’afirmacié de Speiser [43] que els fisics no sols han oblidat siné
que obliden que han oblidat.

Tan sols a partir de I'estat actual de la teoria de grups, una teoria
abstracta que troba aplicacions a la fisica a través de representacions li-
neals de la més diversa mena, pot afirmar-se que els quaternions sén un
exemple de representacid bivaluada. Els quaternions eren, per a Hamilton
i Clifford, la simbolitzacié directa d’operacions de rotacié, amb indicacié
explicita del sentit de rotacié [29]. En el sistema de Grassmann—Clifford,
certament superior al de Hamilton, hi continua estant present aquesta ma-
teixa caracteristica. La perfecta integracié de les operacions geométriques
fonamentals, és a dir, del grup ortogonal que caracteritza la geometria fisi-
ca, fou la gran aportacié de Clifford al sistema de Grassmann en substituir
el producte exterior pel producte geometric. La formulacié detallada d’a-
questa teoria dels “grups geometrics” no fou, com s’assenyala a [25], obra
de Clifford. Es la nostra opinid, argumentada facilment a partir de [29] i
[30], que una tal formulacid se segueix trivialment del seu article de 1878
i de la férmula de Cayley per a les rotacions. En un context inicialment
no geometric, perd formalment equivalent, va ser formulada per Lipschitz
[24]. La seva contribucid, com la de Clifford, també ha estat “ignorada per
la historia”; fets que, ignorats en els textos cientifics i ’ensenyament d’a-
vui, “clamen al cel”, com expressivament reflecteix el titol del ja esmentat
article [25].

Es tan sols en l'analisi vectorial de Gibbs, sense cap lligam genétic
amb Dalgebra de Grassmann i que fou generada per alteracié substanci-
al de ’estructura quaternionica eliminant-ne el caracter operacional dels
simbols 1, 7, k, que I’Algebra geometrica residual és incapag de representar
les operacions de rotacié. Aquestes han de ser introduides, mitjangant el
recurs a l’algebra lineal, en forma d’unes matrius (el grup SO(3)) i una
representacié lineal en termes de components cartesianes, contrariament
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als “principis geometrics” professats, entre altres, pel mateix Heaviside!
Una representacié que, a més, resulta ser “infidel” en tant que no dispo-
sa de capacitat simbolica per indicar el sentit en el qual s’ha efectuat la
rotacié o per expressar el caracter més fonamental de la periodicitat 47
que mostren construccions tan simples com la banda de Mdbius opaca,
les “tisores de Dirac”. La falsa solucié de Gibbs a un problema que ja
havia trobat la seva soluci6 féu possible la recerca de les representacions
“cartesianes complexes” o espinorials que representessin “fidelment les ro-
tacions” i les transformacions de Lorentz. Els calculs realitzats amb elles
no son, potser, emprant les propies paraules de Heaviside citades abans
en connexié amb la proposta: de Leibniz, correctes exercicis matematics
d’una matematica cega a la geometria de la fisica? No sén, potser, els
espais espinorials “interns” de la fisica teorica del nostre segle un resultat
d’aquesta ceguesa del metode cartesid—matricial denunciada per Heavisi-
de? No ens ha portat, potser, el formalisme matematic a confondre els
simbols per realitats definint electrons i fotons com a determinades repre-
sentacions de grups “externs” actuant sobre espais “interns”? No sera,
potser, el calcul geomeétric de Grassmann-Clifford I'eina matematica que
pot “vivificar” i regeometritzar la representacié fisica del mén, com ho
era ja el 18787 Aquella oportunitat perduda no ha estat, potser, I’origen
d’una greu desviacié del cami més simple i natural amb consequencies
per a la fisica que van molt més enlld d’un simple retard? Esperem que
la natura d’aquests interrogants contribueixi a excusar-nos, davant del -
lector que no comparteixi els punts de vista aqui exposats, de la inusual
vehemeéncia de moltes de les afirmacions del present assaig.

No sén, pero, els cientifics capficats en els problemes més o menys
immediats els unics a negligir la fonamental aportacié de Clifford. El
mateix Crowe, que dedica a Clifford la seccié IV.6, immediata precedent
al capitol dedicat a Gibbs i Heaviside, arriba a citar la introduccié de
I’article de Clifford perd en cap moment passa a analitzar la que és la
seva contribucié fonamental a la historia de la matematica. En canvi,
si que entra a analitzar amb cert detall el treball didactic de Clifford
Elements of Dynamic, aquell darrere del qual s’escudad Gibbs en la seva
introduccié. Aixi Crowe escriu [9, pag. 140]:

“El més important dels escrits de Clifford per aquesta historia és el seu
Elements of Dynamic concebut com el primer d’una série de textos elementals.”

El motiu pel qual Crowe detura la seva recerca de 1’obra de Clifford en
aquest punt és clara, i plenament coincident amb els interessos de Gibbs.
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Com clarament es llegeix en les citacions que fa d’aquest treball didac-
tic de Clifford, les definicions de producte escalar i de producte vectorial
hi sén donades sense fer referencia al producte quaternionic, que conté
els dos en forma indissoluble. Hi ha, pero, un petit detall que impedeix
a Crowe (i al mateix Gibbs) considerar Clifford com a veritable creador
del calcul vectorial modern: el signe del producte escalar de dos vectors,
que continua sent negatiu. Per tant, sentencia Crowe, “Clifford usa el
producte escalar en el sentit quaternionic i no en el modern”. Aquesta
consideracié de Crowe queda fortament relativitzada si atenem a un altre
escrit de Clifford. Es tracta d’un “collage” de dues parts netament dife-
renciades. La primera és un resum comunicat a la London Math. Society
el 10 de marg de 1876 i publicat en els corresponents Proceedings. Escrit
un any abans que Grassmann publiqués el seu intent de donar compte
dels quaternions dins el seu sistema, i potser abans que Clifford llegis
I’ Ausdehnungslehre, anticipa i en bona mesura explica ’article publicat el
1878. Hi escriu [6, pag. 397-398]:

“En la teoria dels quaternions els simbols 2jk, quan sén usats com a multi-
plicadors, representen no coses siné operacions de gir; per tant, i> = —1 i no 0.
Perd si els mirem com a vectors, els podem usar per representar la geometria
del pla que passa pels extrems de ijk, sobre la base dels principis del cilcul
baricéntric. Llavors p = iz + ji + kz representara el punt on talla el pla amb
pes ¢ +y + z. Reproduirem l'algebra de Grassmann si atenem només a la part
vectorial dels productes binaris, i a la part escalar del ternari. Consideracions
fisiques, perd, ens porten a considerar i com un escalar (no zero) fins i tot
quan 4 és considerat com a vector (no com a versor). Per aquests proposits no
importa si el fem = —1 0 a +1.

Proposo aqui estendre aquesta suposicié a la representacié de Grassmann
en general: p. e., prenc n unitats 2123 ...1, de manera que z? = +111, =
—151,. Tots els productes de factors lineals han de contenir, per tant, tan sols
termes d’ordre senar o termes d’ordre parell. No poden haver-hi termes d’ordre
superior al n-ésim i el nombre sencer de termes és 2" com en Grassmann; p.
e. en els dos casos tenim una algebra lineal associativa de 2" unitats, perd
Palgebra de Grassmann és nilpotent i tan sols hi apareixen formes homogenies;
mentre aquesta és idempotent, i admet formes senars i formes parelles, que no
s6n en general homogenies. Es convenient usar els simbols selectius Vo, Vi, . .. Vy
andlegs als §'1V de Hamilton, per separar aquelles parts de qualsevol expressié
que siguin d’ordre 0,1...n respectivament.”

Clifford, per tant, el 1876, havia definit amb tota claredat I’algebra
de Clifford per a un espai euclidia de signatura +n. Ho havia fet dins
Pesquema general de Grassmann, integrant els dos productes interior i
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exterior en un de sol, com succeeix també en el sistema de Hamilton.
I com no succeeix en la seva introduccié didactica a la dinamica ni en
el calcul vectorial de Gibbs-Heaviside. Havia declarat explicitament la
irrellevancia per a consideracions geomeétriques de caracter vectorial del
signe positiu o negatiu del producte escalar. I havia triat explicitament la
possibilitat que aquest fos positiu. També havia declarat, per primer cop,
la importancia geometrica que podien tenir combinacions no homogeénies,
perd de paritat definida. De fet aquests elements, s dels quals encara
és refusat avui dia per la més moderna geometria diferencial, sén els que
caracteritzen els grups ortogonals com a estructures immergides dins de
l’algebra geometrica de Clifford.

La segona part consisteix en un esborrany de tres pagines sense data,
trobat entre els seus papers i publicat postumament, en el qual es planteja
ja la integracié dels quaternions en el sistema de Grassmann tot introduint
la “primera” de les modificacions esmentada: que les unitats siguin de
quadrat —1, la mateixa proposta que Grassmann fa en el seu article de
1877 [6, pag. 398-401].

“Examinaré ara les conseqiiéncies de fer, en un sistema de n nombres al-
ternats 2112 . . .1, (nom donat per Hankel a les quantitats extensives de Grass-
mann), la primera de les modificacions enunciades; a saber, suposaré que el
quadrat de cadascuna de les unitats és —1. Després investigaré si es pot fer
alguna suposicié que sigui analoga a la segona llei hamiltoniana 272923 = —1.”

Es una auténtica dissort tant el fet que aquest esborrany no estigui
datat com el fet que estigui manifestament incomplet, mancant-li la “Class
IV. n = 3 (mod.4)” en la qual hagués escrit explicitament I’algebra de
Clifford per a l'espai euclidia de signatura —3. Amb tot, en la “Class
I. n = 0 (mod. 4)” tracta l’espai euclidia de signatura —4, en el qual
w = 11191374, 1 expressa sense cap ambigiitat la-tesi fonamental del seu
article de 1878:

“Per tant, per a n = 4 ’expressié més general en la (sub)algebra parella és
w 4+ T2913 + Y311 + 2112 + u)(w' + 2’1913 + y'zgzl + z'zlzg) =q + wr,

que és precisament el que en una altra part he anomenat un biquaternid, ja
que els productes 1913, 1313, 122, satisfan les lleis dels simbols hamiltonians 4,5,k
i, per tant les quantitats ¢, r sén quaternions en el sentit ordinari.”

Com a detall digne d’interes, cal esmentar que els operadors de rota-
cié en tot espai quadridimensional prenen la forma d’aquest biquaternié
de Clifford, degudament normalitzat. Per a la signatura —4 utilitzada
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per Clifford queda integrada en una tnica combinacié lineal I’operacié
per a la qual Cayley havia requerit dos quaternions independents. Per a
la signatura introduida per Minkowski, 22=+1, el biquaternié de Clifford
representa la forma matematica precisa del bispinor complex de Dirac [34]
i, sotmes a la corresponent normalitzacié, que n’elimina dos parametres,
correspon exactament amb una transformacié de Lorentz tal com es tro-
ba formulada en el grup SL(2,C) [30]. Les conseqiiéncies fisiques que se
segueixen de manera natural d’una tal similitud matematica, visibles tan
sols en la formulacié geomeétrica de Grassmann—Clifford, i molt mediatit-
zades en el formalisme mecanico—quantic habitual que utilitza estructures
matricials del tot irrellevants, han estat tractades en [35] i [36]. Tots
ells constitueixen desenvolupaments molt diferents dels que Dyson asse-
nyala com a “necessari corollari” d’una adequada atencié matematica al
problema de la relacié entre els sistemes de Grassmann i de Hamilton.
L’article de Clifford de 1878 constitueix, doncs, una d’aquestes grans
oportunitats perdudes per a la ciéncia. I, com a tal, planteja tota una
serie de qiiestions forca peculiars a historiador, perd també al cientific.
Cal, obviament, evitar caure en la temptacié d’escriure una ciéncia-ficcié
parallela en la qual 'oportunitat s’hagués aprofitat. Una tal construc-
ci6 seria més propera a les reconstruccions racionals de la ciéncia que a
la mateixa ciéncia. La ja citada visié de Dyson, en la qual es manté la
ficticia imatge d’'un progrés unidireccional que 'accié humana tan sols
pot accelerar o retardar, constitueix un exemple pales. Queda clar que
no pretenem negar la validesa de la idea de progrés; ben al contrari, as-
senyalant I'intima connexié entre Leibniz, Grassmann i Clifford, i també
en menor mesura amb Hamilton, Maxwell i Heaviside, constatem, més
que no defensem a priori, aquesta idea de progrés. El que refusem és el
caracter ineluctable del progrés, sostraure ’activitat cientifica de I'univers
propi de ’accié humana, negant-li el seu caracter contingent. Ens neguem
a admetre una posicié “absoluta” de les concepcions d’avui en un univers
platonic transcendent, i també el caracter pressuposadament “markovia”
del progrés cientific, segons el qual la historia anterior a ahir pot ser senzi-
llament oblidada i deixada en mans d’una historia professional que mai no
interactuard amb la ciéncia d’avui. I resituem en 'individu concret la ple-
na responsabilitat i importancia que el correspon, com a tunic i veritable
protagonista de la historia. L’informe negatiu d’Ernst Eduard Kummer
[9, p.81], que impedi I’accés de Grassmann a la Universitat, o la mort de
Grassmann, Clifford i Maxwell en el curt periode 1978-79 han fet més que
canviar la historia de ’analisi vectorial com concedeix Crowe a la pag. 143
del seu llibre: sén fets historics que han determinat, no en petita mesura,
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el que 'analisi vectorial és avui.

Hi ha fets, com els que acabem de citar, que a causa del seu caricter
“vital” tenen una connotacié temporal que els fa irreversibles. Els homes
passen, pero les obres queden. N’hi ha d’altres, com les publicacions de
Clifford o el “testament” de Lenin, que seria del tot improcedent ignorar-
los en una analisi historica que pretengui aportar quelcom a la concepcid
del mén present. Sén fets sobre els quals no es pot passar per sobre
adduint lirrellevant paper que van tenir en el desenvolupament historic
immediatament posterior. Fer-ho és limitar-se a escriure la cronica del
vencedor en el més pur estil “whig” denunciat fa ja molts anys per But-
terfield [2]. En relacié amb la sintesi de Clifford de 1878, Dyson, fisic i
matematic, fa recurs a una historia “whig” per motivar pedagogicament
un didleg constructiu entre fisics i matematics. Segurament li manquen
“eines historiques” per evitar caure en la temptacié de “simplificar” la
historia. D’altra banda, un historiador, Crowe, cau en la mateixa temp-
tacié “whig”. En aquest cas, tant a causa de la manca de “curiositat
cientifica” per a desenvolupaments que a primera vista semblen “cola-
terals” al tema objecte d’estudi, com per acceptar tacitament el judici
“whig” que sanciona sempre la ciéncia “oficial”. Existeix una profunda
semblanca entre ’anterior exposicié de Dyson, critic amb Gibbs des d’una
perspectiva de fisic teoric, i la de Crowe, historiador que defensa Gibbs
des d’una perspectiva ampliament compartida en tots els altres camps de
la fisica. Diu aquest [9, pag. 77]

“Per tal que un matematic d’aquell temps (1844) derivés el sistema modern
d’analisi vectorial a partir del llibre de Grassmann, hauria d’haver fet (1) llegir
i entendre el llibre (tasca no senzilla), (2) eliminar porcions mateméaticament
substancials del llibre (com ’analisi puntual), (3) limitar la presentacié a les-
pai tridimensional, (4) redefinir algunes de les idees fonamentals (com la de
producte exterior), (5) canviar l'estructura i ’émfasi del treball, (6) separar la
presentacié de les idees filosofiques contingudes en ell, i (7) afegir-hi idees que
ja estaven a la literatura de 1’época, perd que eren desconegudes per Grass-
mann, com el desenvolupament de la representacié geomeétrica dels nombres
complexos i els teoremes de Green i de Gauss. Ningd en aquell moment o en
un moment posterior no va realitzar aquests set treballs. Mostrarem a conti-
nuacié que passarien més de vint anys fins que algd en realitzés el primer, és
a dir, abans que algi llegis, comprengués i apreciés completament el llibre de

Grassmann.”

En el fons, i de forma prou explicita, ambdds defensen ’acompliment
ineluctable d’una historia que mena del passat al present per un cami
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determinat i en el qual les actuacions humanes es limiten a accelerar
la marxa (els “whig”) o a frenar-la (els “tories”), a afavorir o retardar
la realitzacié dels “treballs d’'Hercules” per part del cientific-heroi. La
historia humana, perd, no s’amotlla a una tal descripcié programatica
transcendent:

e (1) Certament cal comptar a Clifford entre els que arribaren a una
comprensié plena del treball de Grassmann. Una comprensié que
unida al seu profund coneixement dels quaternions li permeté rea-
litzar el propi somni de Grassmann: incloure en el seu sistema els
quaternions de Hamilton. El ple reconeixement a la seva obra cons-
ta en el titol del seu treball, refusant atribuir-se ni que sigui com a
codescobridor 'estructura algebraica que avui porta el seu nom.

e (3) Naturalment que els quaternions apareixen vinculats a l’espai
tridimensional, pero no li calgué a Clifford limitar ’estructura ma-
tematica a aquesta dimensié. I de fet, com hem vist amb els seus
biquaternions, l’associacié continua sent valida en qualsevol espai
que contingui com a subespai ’espai euclidia ordinari.

e (41i3) No li calgué cap redefinicié del producte exterior. Es la simple
unié d’aquest amb l’interior, unié feta també per Grassmann, el que
déna origen a un unic producte geométric. El mecanisme de projec-
cié, ja iniciat per Hamilton amb els selectors “S” i “V”, completa les
operacions fisicament significatives. De fet, en la majoria dels casos
que hem tingut oportunitat d’analitzar en el context de les teories fi-
siques, el fraccionament en parts del producte geometric respon tan
sols a la necessitat de descriure una unica realitat fisica complexa
en termes de la nostra capacitat de representacié tridimensional. El
producte geometric ens permet prescindir de les fragmentaries repre-
sentacions visuals en ’elaboracié teorica i la conduccié dels calculs,
exactament com anuncia Leibniz. Perd a qualsevol nivell és capag
d’oferir-nos, per projeccid, la totalitat de les facetes accessibles al
nostre mode de representacié tridimensional.

e (3, 516) No sembla que Clifford manifestés desacord o insatisfaccié
amb l'abast, presentacid, estructura o émfasi de I’ Ausdehnungslehre.
Ben al contrari, la seva lectura directa sembla haver incrementat
enormement la seva consideracié envers Grassmann.

e (7) Clifford certament tingué en consideracié la representacié ge-
ometrica dels nombres complexos. I la seva conclusié és que res no
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aporta al cas de ’espai tridimensional [5]:

“Siguin les unitats 2, 3; un producte de qualsevol nombre parell de fun-
cions lineals ha de ser de la forma a+biy13. Sigui i = 1913, llavors i% = —1;
i un tal producte parell és el nombre complex ordinari a + bi En el me-
tode de Gauss tot vector del pla és representat mitjancant la seva raé
respecte del vector unitat 12, és a dir, 12 1 23 sén substituits per 1 i 4.
Aix0 déna un artificial encara que altament 1til valor al producte de dos
vectors. Podem aplicar una interpretacié similar a ’dlgebra de quatre
unitats, denotant els punts g, 41, 12,23 mitjancant els simbols w,,7,k, i
conseqlientment els seus.plans polars wig, wi1, wig, w23 amb els simbols
1, wi,wj,wk; perd no em sembla que cap resultat dtil pugui seguir-se
d’aquesta imitacié del pla dels nombres de Gauss.”

L’artificialitat del pla de Gauss i la més que dubtosa utilitat pe-
dagogica que se’n deriva han estat tractades amb tot detall a [32] i
(33].

Els set punts assenyalats per Crowe en el cami que mena de 1’Algebra de
Grassmann al calcul vectorial “modern” sén tots rellevants, pero Clifford
realitza en la forma prevista per Crowe tan sols el primer. I no porta al
passat i encara vigent, calcul vectorial, siné directament al proposat futur
calcul geometric [19]. Gibbs, certament, no realitza bé el primer punt com
queda explicitament manifest en la seva carta a Schlegel. I realitza tots
els altres ignorant simplement I’obra fonamental de Grassmann.

A la vista de tractaments historics, superficials com el de Dyson, o ve-
ritablement professionals com el de Crowe, cal prendre’s molt seriosament
les paraules de Butterfield [2, pp.22-23]

“El perill en qualsevol panoramica del passat és que argiiim en cercle i
imputem a la historia llicons que la historia mai no ha ensenyat i que la recerca
historica mai no ha descobert -llicons que sén realment inferéncies fetes a partir
de la particular organitzacié que hem donat al nostre coneixement. Podem
creure en alguna doctrina de I’evolucié o alguna idea de progrés i podem usar-
la en la nostra interpretacié de la historia dels segles; pero allo que la nostra
historia aporta no és evolucié siné més aviat la clara imatge de com sén de
tortuosos i perversos els camins del progrés, amb quina forma tan malévola i
malgastadora es gira i capgira, i pren qualsevol altre cami que no sigui el cami
recte a l’objectiu, i quan sovint sembla anar a la deriva, i ser desviada per
qualsevol conjectura, per retornar a nosaltres —si és que retorna— per la porta

del darrere.”
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Queé han de fer 'historiador i el cientific posats davant d’un fet historic
com aquest que, precisament quant a la seva general ignorancia i menys-
teniment, tanta transcendencia té per al cami de la ciéncia? L’dnica
alternativa acceptable és la de fer entrar de nou la idea “oblidada” en
interaccié amb el conjunt de coneixements cientifics que s’han desenvolu-
pat al seu marge. Es a dir, reintegrar-la al corrent historic de la ciéncia.
Fer conscient el cientific d’avui que la propia historia de la disciplina que
practica és una tasca que especificament correspon a I'historiador. Per la
seva formacié inicial, intraparadigmatica, el cientific ha rebut, en el millor
dels casos, una visié historica “whig” de la seva disciplina, amb els seus
herois i un desenvolupament quasi lineal del no-coneixement al coneixe-
ment. Només 'accié efectiva de ’historiador pot ampliar les limitades
perspectives de la formacié inicialment rebuda i apropar-lo a una visi6
més completa del procés historic en el qual ell mateix participa amb la
seva recerca i també amb la seva docencia. La tasca és delicada, perque la
historia “whig”, que en ser lineal-acumulativa té un sentit per al cientific,
no pot ser substituida per una ecléctica enciclopédia del pensament ci-
entific de tots els temps en la qual només quedi ’element acumulatiu. La
tasca de I’historiador cientific es presenta, per dir-ho metaforicament, com
una reconstruccié multilineal, arborescent, basada i contrastada en tants
llocs com sigui possible amb el conjunt acumulat de dades historiques.

Es la permanent reconstruccié d’aquest Arbre de la Ciéncia (en majis-
cules per la seva essencial unicitat) la tasca global en la qual troba un lloc
i un sentit l’activitat de cada investigador individual. La tasca del cienti-
fic és fer créixer I’arbre amb noves branques i noves fulles que li permetin
una més plena captacié de la “llum de la natura”. Es obvi que, per al seu
optim estat, cal eliminar les fulles seques i procedir a podes periodiques
de les branques que es mostren improductives. La tasca de I'historiador
és, en canvi, el conjunt de la historia passada de ’arbre, des de I'origen del
pensament huma fins al dia d’ahir (encara que la tasca en els dos extrems
sigui impossible, d’'una banda per manca de dades i, de I'altre, per manca
d’interés historic justament pel fet de coincidir amb un interés ben pre-
sent dels cientifics). L’article de Clifford de 1878 assenyala el punt on la
comunitat cientifica va podar una branca per afavorir-ne el desenvolupa-
ment d’una altra. La tasca de 'historiador propiament acaba assenyalant
les circumstancies que precediren la poda, la poda mateixa i els intents
de revifalles posteriors. Els vestigis o testimonis recollits suggereixen que
sobre aquesta branca tallada hi pot créixer un vigordés empelt que superi
rapidament en algada i gruix la branca “vectorial”. Es tasca dels cientifics
estudiar la viabilitat de ’empelt, practicar-lo si aixi{ ho creuen convenient
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i fer-lo créixer amb la seva activitat. I per dirigir aquest procés cientific
resulten rellevants els coneixements aportats pels historiadors sobre ’e-
volucié i els resultats produits per les diferents escoles de jardineria, és a
dir, pel vessant metodologic de la historiografia.

Aixi, doncs, amb una intencié purament informativa i sense entrar en
una analisi detallada que requeriria diversos treballs “cientifics”, passem
a fer esment dels que han estat els vestigis i ’auténtica base historica
d’una revifalla de I’dlgebra geometrica al nostre segle, i també de quin
és P'estat actual del seu desenvolupament. El vestigi més important va
ser el “redescobriment” per Dirac, sota forma matricial complexa, d’una
especifica algebra de Clifford. Apareixia aixi, de forma mistificada, com a
element matematic que possibilitava la relacié entre la teoria de la relativi-
tat i la mecanica quantica. Va ser Riesz qui primer reformula el 1946 [40]
la teoria de Dirac en una forma especificament geomeétrica, en la qual les
matrius eren substituides per la tétrada ortonormal de vectors associada
a un sistema de coordenades cartesianes de ’espai de Minkowski. Aixo li
permeté, any 1953 [41], formular també de manera geometrica I'equacié
de Dirac en relativitat general. Una de les aportacions fonamentals de Ri-
esz va ser una redefinicié dels espinors, primer com a elements de ’algebra
de Clifford i després com a collectius de tals elements, donant una base
geometrica als que fins llavors havien estat elements d’un espai abstracte
“intern”. Finalment, Hestenes, en una seérie practicament ininterrompuda,
de treballs inicia el 1966 [18]—[21] una reelaboracié de la teoria de Dirac
partint de ’algebra de Clifford real de I’espai de Minkowski (en la versié
de Riesz les components podien ser nombres complexos). Hestenes posa
de manifest la natura essencialment geometrica de la unitat imaginaria en
les equacions quantiques. A part d’aquesta linia de treball, destinada a
mostrar el caracter fonamental de 1’algebra geomeétrica de Clifford en les
teories més avancades de la fisica, Hestenes i Sobczyk [19] han tractat de
presentar una primera sintesi del conjunt d’implicacions matematiques de
l’algebra de Clifford. Tres reunions d’abast internacional amb participacié
conjunta de matematics i fisics han tingut lloc a Canterbury [4], Montpe-
lier [28] i Gant [1]. Finalment, i ja en el terreny pedagogic, fent ds tan
sols de I’algebra geometrica de l’espai euclidia tridimensional, Hestenes
ha elaborat una nova presentacié de la mecanica classica [20] i Jancewicz
de la teoria electromagnética [22], que han permés una comparacié di-
recta amb les presentacions tradicionals basades en ’algebra vectorial i
I’algebra de les matrius de Pauli.
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8 Conclusio

La magnitud del bloqueig, ’abast veritablement historic de les seves
conseqiiéncies, és un motiu de discussié present al si de la comunitat
cientifica. La reflexi6 historica sobre el conjunt de la fisica del segle XX
resta en gran manera incompleta si es negligeix I'important paper que
han tingut I’algebra vectorial i els reiterats “redescobriments” de I’alge-
bra de Clifford-Grassmann sota formes matricials del tot alienes a la seva
capacitat de representacié directament geometrica. Les algebres de Pau-
li i Dirac, I'important paper dels grups de matrius complexes SU(2) i
SL(2,C) en la formulacié fisica de les rotacions de ’espai ordinari i les
transformacions de Lorentz de ’espai-temps, podrien deixar de ser “ge-
nials aportacions” de la fisica del XX per passar amb tota propietat a ser
considerades com recargolades reformulacions d’una estructura matemati-
ca del XIX. Aquesta és, per descomptat, la nostra modesta opinié basada.
tant en ’analisi historica sumariament detallada en aquest treball com en
la practica docent a la Facultat de Fisica de la U.B. pero, fonamental-
ment, en una tasca de recerca centrada entorn de les aplicacions de les
algebres de Clifford a la fisica classica i quantica. Jacques Monod afirma
que la modestia convé al savi, perod no a les idees en queé creu i que ha de
defensar. De cap manera puc pretendre la consideracié de “savi”, i una
de les primeres i més grans llicons que déna una aproximacié historica
és la humilitat i el reconeixement davant les veritables manifestacions de
geni sobre les quals descansa la nostra ciéncia. Pero és en mans de I'his-
toriador de la ciéncia i del cientific d’avui en qui recau exclusivament la
tasca de treure a la llum, valorar i defensar aquelles idees i principis que,
després de la mort dels seus creadors, continuen illuminant el futur. I
la caracteristica geometrica de Leibniz, en la realitzacié concreta assolida,
per Grassmann i Clifford, ens sembla que és una d’elles. Que la natura
és intelligible i que una eina indispensable per al seu coneixement és un
llenguatge geomeétric “natural” és, ho reconeixem, una suposicié. Una
suposicid raonable des de la perspectiva d’un coneixement historic que va
de Galileu a Hestenes i que la.mateixa historia de la ciéncia, és a dir, ni
menys ni més que la mateixa ciéncia, contribuira a confirmar o refutar.
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