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Motivacio i exemples

Durant el segle xviI Newton i Leibniz posaren les bases del que ara ano-
menem “calcul diferencial”. Des de llavors les equacions diferencials han
estat una eina matematica fonamental per modelar sistemes fisics. Les
lleis fisiques que governen un sistema determinen les equacions corres-
ponents, que després intentem resoldre, és a dir, de les quals intentem
obtenir una expressié de l'estat del sistema a l'instant de temps ¢ com a
funcié explicita de t.

De vegades el sistema fisic que volem modelar és massa complex no
tan sols per resoldre efectivament les equacions associades siné fins i tot
per arribar a formular un conjunt d’equacions diferencials que sigui prou
representatiu de les seves caracteristiques. Resulta que en moltes d’aques-
tes situacions “desesperades” és possible usar certa informacié parcial a
I’abast sobre les forces que hi interactuen i a canvi obtenir determinats
resultats parcials del problema. Concretament, veurem com 1’is d’hipote-
sis estadistiques en la formulacié ens permet arribar a conclusions proba-
bilistiques com a resultat. Aix0 vol dir: si I'estat d’un sistema a 'instant
t esta representat per un vector n-dimensional z(¢), renunciem a assignar
un valor a aquest vector, pero fem ts del nostre coneixement del com-
portament estadistic dels elements que afecten z(t) per tal de contestar
preguntes com ara: “Quina és la probabilitat que z(¢) pertanyi a una
certa regié A de R™7” ) i altres de semblants.

* Aquest article és una versi6 escrita de la xerrada que, amb el mateix titol, realitza
el primer autor al Seminari d’Equacions Diferencials, Calcul Numéric i Aplicacions a
PEnginyeria, a la Universitat Politécnica de Catalunya, el 31 de marg de 1992. Agraim
al prof. Joan de Sola-Morales haver-nos donat aquesta oportunitat.
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Exemple 1. Considereu una petita particula (de diametre, posem, 1
micra) en suspensié dins un fluid. A través d’un microscopi hom pot
observar que la particula es mou de manera molt rapida i irregular en
totes direccions, i que aquest moviment no s’atura mai. Quan el fenomen
va ser descrit per primera vegada al principi del segle passat, diverses
teories (equivocades) sorgiren per explicar-ne les causes. Avui dia, amb
I’existéncia dels atoms fermament establerta, sabem que aquests movi-
ments “cadtics” sén deguts al bombardeig intensiu de la particula per
part de les molecules del fluid que ’envolta. Sota condicions normals de
pressi6 i temperatura, la particula suporta de I'ordre de 10?! collisions
moleculars per segon, cadascuna amb la seva propia direccié i energia.
Malgrat que cada collisié individual té un efecte inapreciable (les mole-
cules s6n encara molt més petites que la particula), la superposicié d’un
tal nombre de xocs si que produeix un efecte observable.

Es obvi que el calcul diferencial classic pot ajudar ben poc a Pestudi
d’aquesta situacié. Que es pot fer, doncs, per resoldre (almenys parcial-
ment) el problema?

Per simplicitat, suposem que cap altre camp de forces, com podria ser
la gravetat, interactua amb el sistema que acabem de descriure, i norma-
litzem a 1 la massa de la particula. Només hi ha aleshores dos origens de
forces a considerar: d’una banda, la friccié dinamica sistematica soferta,
per la particula en les seves trasllacions i, de I’altra, les collisions mole-
culars irregulars, negligibles individualment perd amb efecte macroscopic
apreciable.

Si oblidem per un moment aquesta tltima font de moviment, i notem
per v(t) la velocitat a 'instant ¢, la llei de Newton ens porta immediata-
ment a 'equacié diferencial de primer ordre

du(t)
dt
on la constant 3 es determina per a particules esferiques mitjancant la
primera llei de Stokes: [ = 67rn, sent r el radi de la particula i n el
coeficient dinamic de viscositat del fluid (per a partlcules no esferiques -
cal canviar el factor 67 per un altre d’adequat).
Considerem la versié integral de 'equacié (1):

—-,8 : ’U(t), U(O) = Yo, (1)

t+ AL
o(t + At) = v(t) = —ﬂ/ o(s)ds,  ©(0) = e. @)

Notem per M(t) 'increment de moment net guanyat per la particula
degut a la segona font de forces esmentada durant l'interval temporal
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[0,t]. Tenint en compte aquesta funcid, (2) canvia clarament a

t+At
o(t + At) — v(t) = —ﬁ/ o(s)ds + M(t+At) — M(t),  0(0) = vo.
3)

M(t) és una funcié desconeguda, perd si acceptem certes hipdtesis
fisiques sobre les forces que representa, aquestes es traduiran en propietats
matematiques (probabilistiques) de M. Concretament, suposem que:

1. Les condicions de I’entorn (tals com pressi, temperatura, ... ) sén
constants en el temps.

2. El bombardeig sofert per la particula durant un interval de temps
donat és independent del sofert en intervals de temps anteriors aixo
és, no hi té relacié fisica.

3. L’acceleracié total fins a I'instant ¢ canvia continuament respecte de
t.

Veurem més tard com es pot construir un model matematic que repre-
senti aquestes condicions. Deixant de banda la qiiestié de si 1), 2) i 3)
sén prou adequades al sistema que hem descrit (aixd pot ser tema de
molta discussié, especialment 2)), assenyalem només que el model que
se’n deduira produeix resultats que s’ajusten forca bé a les observacions
empiriques. [J

Aquest exemple és molt classic (vegeu, per exemple, Nelson [22]) i
en continuarem la discussié a I'apartat 2, un cop introduides les eines
matematiques necessaries per tractar-lo. Citem dos exemples més de si-
tuacions similars, sense especificar detalls.

Exemple 2. El conegut model de Verhulst per a ’evolucié del volum
d’individus d’una espécie ve donat per I’equacié diferencial

dx(t)
— = a(t) (a - ba(t)) (4)

(equacié logistica), que es dedueix de suposar una taxa de natalitat cons-
tant ¢ i una taxa de mortalitat proporcional a la poblacié bz(t). L’equacié
(4) es pot pensar com I’aproximacié continua del planteig discret

z(n +1) — z(n) = z(n)(a — bz(n)). (5)
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Tipicament, les constants a i b sén idealitzacions de quantitats sot-
meses a fluctuacions imprevisibles a priori. Suposem, per exemple, que
canviem o per una funcié a + &(n), on &(n) representa una petita pertor-
bacié de la taxa de natalitat, que és desconeguda i que és independent
(i.e., no hi ha relacié de causa-efecte) de les pertorbacions &£(m), m # n.
Si notem per M (n) 'acumulacié d’aquestes pertorbacions des de I'instant
0 fins al n—1, o sigui M(n) = Y32, £(n), obtindrem I'equacié modificada

z(n+1) —z(n) = 2(n)(a + M(n+1) — M(n) — bzx(n)). (6)
Construim ara I’aproximacié continua de (6). L’analeg dels increments

ot + At) ~ z(t)
At

z(n+1) — z(n) en mode continu és , 1 semblantment per

a M(n+1) — M(n). Escriurem, doncs,
o(t + At) — z(t) = z(t) (a — bz (t)) At + () (M (t + At) — M(t)). (7)

Si suposem constant l'entorn en el sentit que les causes de les per-
torbacions son invariables en el temps, mantenim la independéncia del
valor de les pertorbacions que afecten el sistema en intervals disjunts, i
finalment fem la hipdtesi raonable que la funcié M(t) ha de ser continua
en el temps, retrobem exactament les condicions 1), 2) i 3) proposades
a I’exemple anterior com a propietats de la funcié desconeguda M. En
resulta doncs formalment la mateixa situacié de 'exemple 1. [

Exemple 3. Considerem ara el problema de portar un satellit artificial
a la seva orbita geoestacionaria, a partir de I’orbita elliptica de transferén-
cia, que és l'estadi intermedi entre la fase de llangament i el posicionament
definitiu.

Per controlar aquesta delicada maniobra cal tenir una informacié el
més acurada possible de la posicié del satellit en cada instant. En una
primera aproximacio, tenint en compte només ’accié del camp gravitatori
terrestre, les equacions del moviment es poden escriure en la forma

dx(t)

"0 = flal) ®)

amb z(t) € R (tres parametres de posicid, tres parametres de velocitat).

Altres elements que influeixen en la trajectoria del satellit, com ara la
no-esfericitat i no-homogeneitat de la Terra, la influéncia d’altres cossos
 celestes, la pressié de radiacié solar, etc., poden ser incorporats al model
si es té un bon coneixement de com actuen. Tanmateix, hi intervindran
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també pertorbacions la direccié i intensitat de les quals no sén conegudes
a priori. '
Una heuristica similar a la dels exemples anteriors ens porta a escriure

t+At
2(t+ At) — a(t) = / F@(s)) ds + M(t + At) — M(2)

on M és una funcié amb les caracteristiques 1), 2), 3) llistades a ’exemple
1. ‘

A més, hom compta amb la informacié addicional aportada per les
estacions de seguiment, que reben un senyal

y(t) = g(¢, z(2)),

al seu torn contaminat també per pertorbacions en la mesura:

t+At
y(t+ At) - y(t) = /t o(s,3(s)) ds + N(t + At) — N(b),

sent N(t) desconeguda i independent (en el sentit que les causes ho sén)
de M(t). El problema, que s’anomena filtratge, consisteix a obtenir la
millor informacié possible sobre el valor de z(¢), tenint en compte les
observacions y(t). [

Podriem citar molts altres exemples que mostren que els problemes
modelables de forma similar a les situacions presentades no es redueixen
tan sols als camps de la fisica, la biologia o I'enginyeria.

El nostre proposit en les seccions segiients és presentar les eines ma-
tematiques que permeten tractar els problemes d’aquest tipus.

1 Conceptes basics de probabilitat
i processos estocastics

D’habitud, hom diu que un experiment és aleatori quan el seu resultat no
es pot coneixer a priori, malgrat que no sigui el primer cop que es realitza.
L’experiment pot estar governat per clares lleis deterministes, per6 renun-
ciem a efectuar els calculs, o simplement no sabem com fer-los. Sovint,
pero, és possible dir quelcom sobre cada possible resultat. Per exemple, en
tirar repetidament una moneda equilibrada, és d’esperar que el quocient
entre el nombre de creus obtingudes i el nombre de llangaments (I’anome-
nada freqiiencia relativa) s’aproximi a 1/2 a la llarga. Aix0 ens convida a
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enunciar: “1/2 és la ‘probabilitat’ d’obtenir crev en cada llangament d’u-
na moneda equilibrada”. La frase és filosoficament molt interessant, perod
certament no és una definicié6 matematica. La formalitzacié habitual és
com segueix:

Sigui © un conjunt i F C P(Q) una o-algebra de parts de Q. Una
probabilitat és una mesura positiva i finita sobre (£, F) amb massa to-
tal igual a 1. Es a dir, una probabilitat sobre (2, F) és una aplicacié
p: F — [0,1] tal que p(@) = 0, p(?) = 1, i per a cada familia nume-
rable {A;},.; de conjunts de F tal que A;NA; =0, Vi,j € I, es té
p(UierAi) = >, P(A;). L'espai de mesura (2, F,p) rep el nom d’espai
de probabilitat. En aquest context, cada conjunt mesurable A € F
s’anomena esdeveniment. El nombre p(A) és la probabilitat de 1’es-
deveniment A. En modelar un experiment real, cada w € § representa
un possible resultat i p(A) és la “probabilitat” que el resultat w pertanyi
a A

Sigui (E,€) un altre espai mesurable. Una variable aleatoria FE-
valuada sobre (€, F,p) és una aplicacié6 mesurable X: (2, F,p) —
(E,€). Quan (E,&) és el conjunt dels nombres reals equipat amb la
seva o-algebra de Borel natural, i que notarem (R, B(R)), diem simple-
ment que tenim una variable aleatoria (real). Les variables aleatories
representen el mecanisme mitjancant el qual s’observa I'experiment. Si
observem un conjunt B € £, deduim que el resultat de ’experiment per-
tany a X 1(B) € F.

Donada una variable aleatoria real sobre (2, F,p), podem definir una
nova probabilitat  en (R, B(R)) com p(B) := p(X~}(B)), VB € B(R)).
Aquesta nova probabilitat ;4 associada a p i X s’anomena la llei de X
sota p. Si p és una probabilitat sobre (R, B(R)), la funcié F: R - R
definida per F(z) := u(] — oo, z]) rep el nom de funcié de distribucié
de p. F és una funcié no-decreixent i continua per la dreta verificant
lim, , o F(z) =01 lim,, o F(z) = 1. Reciprocament, tota funcié amb
aquestes propietats determina univocament una probabilitat y. Si F' és
expressable com F(z) = f_xoo f(2)dz, per alguna funcié f: R — R,
aleshores f és la funcié de densitat de p respecte de la mesura de
Lebesgue. En tal cas, tindrem que VB € B(R), u(B) = [ f(z)dz.
Aquests conceptes s’estenen facilment a variables aleatories R"-valuades.
. Sovint aquestes variables sén anomenades vectors aleatoris, i la seva

llei de probabilitat la llei conjunta de les components del vector.

Dos esdeveniments A;, A; € F s’anomenen independents si p(4; N
Ay) = p(A;) - p(A2). Dues variables aleatories reals X,Y definides sobre

el mateix espai de probabilitat sén independents si VB;, B, € B(R),
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els esdeveniments X ~!(B;) i Y~!(B,) sén esdeveniments independents.
Intuitivament, aixo vol dir que P’observacié d’un esdeveniment A a través
de la variable aleatoria X no canvia la llei de probabilitat de Y. La
definicié és analoga per a variables valuades en qualsevol espai i per a
families de variables aleatories.

Donada una variable aleatoria X, definim el g-ésim moment de X
com [, X(w)?p(dz), sempre que la integral existeixi i sigui finita. Argu-
ments senzills de teoria de la mesura mostren que si u és la llei de X sota
p i F és la funcié de distribucié associada, el g-éssim moment de X es
pot calcular com la integral de Stieljes f; z?dF(x). Si, a més, F' té una
funcié de densitat f, I'dltima integral coincideix amb la integral ordinaria
Jx % f(z) dz. El primer moment de X s’anomena esperanga o mitjana
de X. El notem per E[X]. Si per a dues variables aleatories X, Y es té la
igualtat p({w : X(w) = Y(w)}) = 1, diem que X =Y quasi segur (q.
s.). Aquesta no és més que la coneguda equivaléncia quasi per tot de la
teoria de la integracié de Lebesgue. Mitjancant aquesta relacid, hom defi-
neix els habituals espais de Lebesgue L?(§2, F, p) de (classes de) variables
aleatories que posseeixen g-esim moment, 0 < ¢ < oo. L*®(Q, F,p) sera
'espai de les variables aleatories acotades, mentre que L°($2, F, p) repre-
senta 1’espai vectorial de totes les variables aleatories, sense cap condici
d’integrabilitat. Recordem que en qualsevol espai de mesura finita es té
0<r<g<oo=LiCL"

Sigui 7" un conjunt ordenat. Un procés estocastic indexat per T
és una familia de variables aleatories (reals, si no s’especifica altra cosa)
{X:, t € T}, totes elles definides sobre el mateix espai de probabilitat.
Normalment, T és [0,00[ o N = {0,1,2, ...}, i s’interpreta com el temps,
en mode continu o discret, de forma que un procés estocastic és ’eina
apropiada per modelar sistemes dinamics quan 'estat del sistema en cada
instant ¢ estad governat per una llei de probabilitat, la llei de X;. Suposa-
rem a partir d’ara T = [0, oo|. '

Per a cada w fixat, la funcié

X(w) T——>R
t—— Xy (w)

s’anomena una trajectoria del procés. Aquest punt de vista ens permet
pensar en un procés estocastic com una variable aleatoria valuada en algun
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espai de funcions

X Q———F
w— X (w).

Cada possible resultat aleatori w determina un element de I’espai fun-
cional, que pot ser l'espai de totes les funcions RY o un de més petit.
Hom pot definir la llei d’un procés seguint la mateixa pauta que per a les
variables aleatories reals o R"-valuades. Es pot demostrar, d’altra ban-
da, que la llei del procés esta completament determinada per les lleis en
dimensié finita, p.e. les lleis de les projeccions de rang finit

X Q——>R"
w—(Xt, (W), - - -, X, (w))

neN, t,...,t,€T.

Hom caracteritza diverses classes particulars de processos segons pro-
pietats de llurs trajectories o bé propietats relacionades amb la llei del
procés. Entre les primeres, citarem els segiients:

Diem que un procés estocastic és continu si, per a cada w € €, la
trajectoria X (w) és una funcié continua. Un procés és cadlag si les seves
trajectories sén continues per la dreta amb limits per 'esquerra en cada
punt (cadlag és un acronim del frances “continu a droite, avec des limites
a gauche”). Similarment es defineix la propietat de ser caglad.

Definicions relacionades amb la llei sén: un procés és estacionari (o
temporalment homogeni) si les lleis en dimensié finita sén invariants
per trasllacions temporals (p.e., la llei de (X,,...,Xs,) coincideix amb
la de (X¢4s,---, Xt +s) Per a tot s > 0). Un procés té increments
estacionaris si la llei de la variable aleatoria X; — X depén només de la
diferéncia t — s, per a tots t i s en 7. Diem que un procés estocastic té
increments independents (del passat) si per a tots t,s € T, s < t,
la variable X; — X és independent de la familia {X,, r € T, r < s}.

Per la seva importancia en aplicacions, 'anomenada llei gaussiana
(o normal) mereix especial atencié. Una variable aleatoria real X és
gaussiana si la seva llei de probabilitat té funcié de densitat

- exp {———-——'(‘T - m)z} 9)

202

1
) =
f@) = =
per a certs m € R i 02 > 0. Ho escrivim X ~ A(m,0?). Es comprova
facilment que les quantitats E[X] i Var[X] := E[(X — E[X])?], anomena-
des mitjana i variancia de X valen m i o? respectivament. Per tant, la
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mitjana i la variancia d’una variable aleatoria gaussiana determinen com-
pletament la llei. Es convenient considerar també el cas degenerat 0% = 0
com a gaussia. Si fem tendir o2 a zero en (9) observem que f(z) conver-
geix a una “funcié” ¢ de Dirac (que no és cap funcid, és clar), de forma
que per a o2 = 0 no hi ha una vertadera densitat. La llei representada
per aquesta “densitat generalitzada” concentra tota la massa en el punt
m € R.

L’analeg de les variables gaussianes a R" son els vectors aleatoris amb

densitat
f(&) = ((2m)" det D)_I/2 - exp {—-% . (D‘l(i— m), & — ﬁi)} (10)

on m € R™ és el vector de mitjanes i D és la matriu de covariancies,
que ha de ser definida-positiva (o només semidefinida-positiva en els casos
degenerats en que la llei es concentra en una varietat afi de R™). Qualsevol
projeccié d’un vector aleatori gaussia és de nou gaussia.

La llei gaussiana n-dimensional té un paper central en I'estudi de les
probabilitats a R™ L’analeg en dimensid infinita als vectors aleatoris
gaussians sén els processos estocastics gaussians. Diem que {X;,t €
T} és gaussia si les lleis en dimensi6 finita son gaussianes.

Farem s a la seccié que segueix dels teoremes segiients, que relacionen
alguns dels conceptes introduits. (Vegeu Yeh [27, pag. 202 i 255]).

Teorema 1.1. Sigui X = {X;, t € R*} un procés real tal que
(H.1) és continu i amb increments independents del passat.
Llavors, existeixen una funcié continua m: Rt — R i una funcié
continua no-decreixent v: R™ — R tals que Vs, € R, s < t, la variable
aleatoria X; — X, és gaussiana amb

E[X; — X,] = m(t) — m(s), Var[X,— X,]=v(t) —v(s). (11)

Si, a més,
(H.2) X té increments estacionaris
llavors m i v satisfan

m(t) —m(s) = p- (t = s)
v(t) —v(s) = o (t —s)

per a certes constants y € Rio?e RT.
p i 0? s’anomenen coeficient de deriva i coeficient de difusid,

respectivament. [
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El reciproc del teorema és cert en el sentit que, donades les funcions
m continua i v continua no-decreixent, existeix un procés continu amb
increments independents X que verifiquen les igualtats (11).

Teorema 1.2. Sota la hipotesi (H.1), si X, és una variable gaussiana,
llavors {X;, t € R*} és un procés gaussia.

En particular, un procés continu amb increments independents tal que
Xy = z € R, ha de ser for¢osament gaussia. [

Definicié. Un procés estocastic real W = {WW,, t € R*} és un procés
de Wiener (0o moviment brownia) si

i) és continu,
ii) té increments independents del passat,

iii) Vt,s, s <t, W, — W, és una variable aleatoria gaussiana amb espe-
ranca zero i variancia o2 - (t — s), per a algun o? € R*.

Un procés de Wiener comenca en z € R si Wy =z q. s.
Si, a més, 0? = 1, W s’anomena procés de Wiener estandard

comencant en z € R. [J

Observeu que un procés de Wiener estandard és un procés gaussia
amb increments estacionaris i, d’altra banda, si X = {X;, t € R*} és
un procés continu amb increments estacionaris i independents del passat,
amb Xy = 0 q. s. i coeficient de deriva p = 0, llavors X = ¢cW, on W és
un procés de Wiener estandard comencant en 0. Aquest fet és la base de
la discussid del proper apartat.

Es interessant fer aqui una petita digressié historica. Els moviments
erratics de particules petites en un fluid presentat a I’exemple 1 foren
estudiats per primer cop pel botanic angles Robert Brown al voltant de
1827 ([5], [6]) (sembla haver-hi també un treball anterior del neerlandes
Jan Ingenhousz, cap al 1785). Des d’aleshores, aquest fenomen ha estat
conegut amb el nom de moviment brownia. La primera descripcié ma-
tematica del moviment brownia fou presentada per A. Einstein [10] el
1905 (vegeu Nelson [22] per a un breu resum de la historia del tema), qui
proposa el procés de Wiener com a model matematic per a les trajectories
de les particules. Per cert, és forca curids el fet que Einstein no conei-
xia Pexisténcia del treball de Brown; ell dedui 'existéncia de moviments
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‘observables de les petites particules a través de raonaments purament teo-

rics, com a conseqiiéncia de la teoria atomica. Avui dia, tant moviment
brownia com procés de Wiener sén noms igualment utilitzats per designar
la classe de processos que acabem de definir.

Més tard, pero, el model d’Einstein va ser millorat per Ornstein i Uh-
lenbeck (vegeu Uhlenbeck-Ornstein [26], Chandrasekar [7], Wang-Uhlenbeck
[28], 1 especialment Doob [9]), els quals usaren el procés de Wiener en el
seu model perd no directament com a versié matematica del moviment
brownia. Per evitar confusions, doncs, usarem sempre el nom de procés
de Wiener en referir-nos a ’objecte matematic.

Hi ha certes propietats de les trajectories del procés de Wiener que es
demostren sense gaire dificultat a partir de la definicié i que necessitarem
més tard. Clourem 'apartat amb elles.

Teorema 1.3. Les trajectories {W;(w), t € R*} del procés de Wiener
sén no-derivables en cap punt (q.s.). O

Corollari. Les trajectories del procés de Wiener tenen variacié total
infinita en tot interval [a,b], a < b, (q.s.). O

Aquesta propietat, que per a la particula browniana implicaria recérrer
camins de longitud infinita en temps finit, estimula ’abandé del model
d’Einstein.

El resultat segiient déna una informacié més precisa de la magnitud de
les oscillacions de les trajectories de W. Intuitivament, com que E[|W; —
W |?] = t—s, la variacié |W, — W, sera possiblement de I’ordre de v/t — s,
cosa que, donada una particié tg < --- < ¢, d’un interval [¢, ¢ + At], sigui
logic esperar que

T
z |Wtk - mk—lF ~ Ata
k=1
aix0 és, que tinguem una variacié quadratica no nulla i finita. Recordem
el concepte de variacié d’ordre k¥ d’una funcié.

Sigui £ > 0. Sigui 7 una particié d’un interval [a,b]. La variacié

d’ordre & d’una funcié f en [a,d] relativa a la particié w és

®(f) = Z | (tis1) = £ (8|

titip1€T

Es defineix la variacié d’ordre k de f en [a,b] com el suprem dels
valors 7(¥)( f) quan 7 recorre el conjunt P de totes les possibles particions
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de [a, b]:
VO(f) = supa®(f) (€ [0, 400)).
mEP

Si f és continua, llavors per a tota successié refinant {7, },en de par-
ticions de [a, b] tal que lim, o ||Tn|| = 0, es té V() = lim,,_,0 m(,k)(f)
(vegeu Favard [11, pag. 229]), la qual cosa permet demostrar facilment que
si per a una funcié continua f i un cert kg es verifica 0 < V*o)(f) < 400,
lavors V®)(f) = +oo, Vk < ko, i V®I(f) =0, V& > k.

El segiient resultat precisa que per a les trajectories del procés de Wi-
ener el valor critic ko és precisament 2 i estableix el valor de V@ (W (w)).
La demostraci6 és més tecnica que la dels teoremes anteriors (vegi’s Doob

[8, pag. 395)).

Teorema 1.4. Sigui W = {W,, t € R*} un procés de Wiener.
Donats s,t € R*, s < t, iw € Q, la variacié quadratica de W(w) en
[5,t] s VAW (w)) =t -s(q.5). O

2 Un model matematic per a problemes
amb informacié parcial

Usant els conceptes introduits a ’apartat anterior, podem ara donar una
versié matematica precisa de les hipotesis fisiques sobre la funcié M(t) de
I’exemple 1. Imaginarem, per simplificar, que el problema és unidimensi-
onal (la particula es mou sobre una recta). De fet, sera evident de seguida
que el problema real es pot estudiar coordenada per coordenada.

Primer de tot, ens hem referit a M(t) com una “funcié desconegu-
da”. Per tant, es pot pensar de manera natural com un procés estocastic
{M;(w), t € Rt} definit en algun espai de probabilitat (2, F,p). El fet
que les causes de les forces resumides en M; sén invariants en el temps
(condicié 1) es modela imposant que la llei de M; — M, depengui només
de la diferéncia ¢t — s. En altres paraules, el procés {M;, ¢t € R*} ha de
tenir increments estacionaris. La incorrelacié fisica entre les forces que
actuen en un interval donat i les que han actuat préviament (condici6
2) significa que el procés ha de tenir increments independents del passat.
Finalment, la condicié 3 de continuitat simplement es tradueix en el fet
que {M;, t € R*} és un procés continu. Podem, a més, imposar arbitra-
riament My = 0 quan comencem a comptar el temps. Segons els teoremes
1.11 1.2, en aquesta situaci6 el procés ha de ser gaussia amb E[M;] = pt i
Var[M,] = o?t. La isotropia del medi en qué es mou la particula (no hi ha
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cap direcci6 privilegiada per a les forces provinents dels xocs moleculars)
la representem posant coeficient de deriva u = 0.

Ara només cal usar les observacions que segueixen a la definicié de
procés de Wiener de 'apartat anterior per concloure que M; = ocW,, sent
W un procés de Wiener estandard comengant en 0. Sobre el valor concret
de o hi tornarem a ’apartat 5.

Sabem que les trajectories del procés de Wiener (i, per tant, també
les de M;) s6n no-derivables en cap punt. Per tant, és clar que a I’equacié
(3) no podem dividir per At i prendre limay .o per arribar a una equacié
diferencial ordinaria, parametritzada per w. Hem de quedar-nos amb la
forma integral

t
v = vy — ﬂ/ vs ds + oW (12)
0

L’equacié (12), malgrat tot, es pot resoldre derivant-la formalment
i aplicant tecniques elementals d’equacions diferencials ordinaries. La
solucié que s’obté,

t
v, = exp{—[t} (vo + a/ W, exp{fs} ds),
0
pot expressar-se, després d’integrar per parts, com

t
vy = exp{—pt} (vo + oW, exp{ft} — oﬂ/o W, exp{0s} ds), (13)

que torna a tenir sentit rigords i es pot comprovar directament que satisfa
(12). A partir de la velocitat trobem aleshores la funcié que ens déna la
posicié de la particula browniana a cada instant:

Ty = To+ /O.t [exp{——ﬁs} (vo + oWy exp{fs} — o /OS W, exp{pr} dr)] ds.
(14)

Els processos {z:, t € R*} i {v;, t € R*} reben el nom de procés
de posicié i procés de velocitat d’Ornstein-Uhlenbeck. No obstant aixo,
I'equacié (12) fou ja plantejada per Langevin [17] el 1908, i es coneix amb
el seu nom. Les férmules (13) i (14) donen explicitament les trajectories
de z i v en funcié de les de W, i a partir d’elles podem calcular la llei
d’aquests processos, que és en realitat la informacié util que busquem. z
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i v resulten ser processos gaussians amb

Ely] = voe Pt

2
Covlvg, v = i(ew(t/\s) 1)efe+)

Elz:] = zo + /3 (1 — e‘m)

Covlzy, z5) = 7 (s At)+ —e Pt _ g=Alt=sl 4 9(e™P% 4 €7t — 1))

o {
on Cov[X,Y] := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] s’anomena covariancia de
X 1Y. La llei d’un procés gaussia queda determinada per les mitjanes i
les covariancies entre les variables del procés. Els calculs anteriors estan
detallats, per exemple, en Arnold [1].

Hem pogut resoldre I’equacié (12) sense usar res més que els trucs
habituals del calcul, pero es tracta de fet d’un cas molt particular. La
hipotesi d’isotropia del medi en ’espai i en el temps ens ha portat a una
expressié molt senzilla del procés {M;, ¢ € R*} en termes del procés
de Wiener. El punt clau és que, encara que no tingui sentit parlar del
diferencial dW; per a cap trajectoria, en canvi si que es pot donar un
sentit evident a ’expressio6 fot dW,. Només cal definir aquest simbol com
W; — Wy, que no és més que el valor que s’obté mitjancant sumes de
Riemann. En general, si f; és una funcié (o un procés) de variacié fitada,
i tenint en compte que W és continu, hom pot definir

t
/ f,dw,
0

mitjangant sumes de Riemann per a cada valor del parametre w i el resul-
tat coincideix amb el que s’obtindria integrant formalment per parts:

t
FWe = foWo — / W,df,,
0

on I’dltima integral té sentit com a integral de Riemann-Stieljes classica.

En situacions més generals pot passar molt bé que la influencia d’una
pertorbaci6 externa a un sistema depengui del temps i de I’estat del sis-
tema a cada instant. Sila magnitud de la pertorbacié durant un interval
de temps [s,t] ve donada per 'increment M (t) — M(s) d’una funcié M,
freqiientment es pot modelar el sistema resultant mitjancant una equacié
diferencial del tipus

dz(t) = f(t, () dt + g(t, x(8)) dM(2), (15)
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on dz(t) = f(t,z(t))dt és I'equacié corresponent al sistema sense per-
torbar i g és una funcié que representa la “sensitivitat” del sistema a la
pertorbacié M.

Si M és coneguda i prou regular, la situacié no té més complicacions
que les habituals. Perd si M representa una pertorbacié de magnitud
desconeguda governada per certes lleis de probabilitat (i, per tant, estem
tractant un procés, i no pas una sola funcié), la situacié esdevé diferent.
La solucié de (15) sera aleshores també un procés estocastic i Pinteres
girard cap a 'estudi de la llei del procés solucid, ja que el valor puntual
z(t) ha deixat de ser abastable. Actualment, aquesta situacié apareix en
for¢a aplicacions de la fisica i d’altres camps diversos.

La dificultat fonamental en aquests casos, quan M és un procés de
Wiener, o qualsevol altre amb trajectories igualment irregulars, rau en el
fet que lexpressié (15) no té sentit, ni tan sols si s’escriu en forma integral

t t
Ty = g+ / f(S, CL'S) ds + / 9(5, xs) dWs, (16)
0 0

llevat que g sigui tan regular que suavitzi les irregularitats que x; hereta
de W, com era el cas del nostre exemple (g = o).
Cal, doncs, donar un sentit al simbol

/ ' J(s,22) AWV, (17)

de forma que es pugui interpretar com P’aportacié total de la pertorbacié
aleatoria a lestat del sistema en I'interval [0, ¢].

La definicié de (17) donaréa sentit a ’equaci6 (16), que al seu torn s’es-
criu ' habi

tualment (per conveni) com
dmt = f(t, iL't) dt + g(t, th) th (18)

En tal situacié diem que tenim una equacié diferencial estocastica.
(Aquesta terminologia és deguda a Bernstein [3]).

El nostre problema consisteix, doncs, a definir la integral fot fo dWs,
on {W,, t € R"} és un procés de Wiener i {f;, t € R} és un procés
amb trajectories no necessariament de variaci6 fitada.

El resultat d’integrar un procés en un interval fixat [0,¢] sera natu-
ralment una variable aleatoria. Per tant, el que busquem és un operador
amb domini d’un cert espai de processos, a valors en L°(2, F,p) i que per
tal de mereixer el nom d’integral, haura de ser
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1. lineal,

2. continu en algun sentit (la qual cosa equival a tenir algun teorema
de convergencia).

Volem, a més, que

3. si fy(w) és de variacié fitada per a tot w, es tingui

[ /0 g AW, () = /0 @) AW (w),

estenent d’aquesta manera el concepte d’integral de Stieljes usual.

Un objectiu modest, a la vista de la situacié creada per 'equacié (16),
és intentar que ’operador actui almenys sobre processos continus. Les
condicions 2) i 3) suggereixen aleshores definir la integral d’un procés
continu f;(w) respecte al procés de Wiener com el limit de les sumes

[ /otftdWs](w) =m0 fe(@) (Wi (@) = W (@),

titip1€Mn

si el limit de la dreta existeix i és independent de la successié de particions
refinant {7, }nen amb ||m,|| — 0 i els punts & € [t;, ti1] escollits. T aixo
per a cada w fixat o, més feblement, prenent el limit en la topologia
natural de L°(Q, F,p), p.e. la topologia de la convergéncia en mesura.
Aix0 correspondria a definir un operador continu entre ’espai de processos
continus amb la topologia induida per la convergencia uniforme (en (¢, w))
i Pespai de variables aleatories L°(§2, F, p) amb la convergencia en mesura.
Malauradament, pero, aix0 és impossible. En efecte:

Teorema 2.1. Sigui a(t) una funcié continua en [0, 1] (cadlag és sufici-

ent).
Sigui {7, }nen una successié refinant de particions de [0, 1] tal que la
successié de normes tendeix a zero.

Llavors,
> F) - (alta) — alt)
titit1€Tn

convergeix a un limit finit quan n — co per a tota funcié continua f sii
només si a(t) és de variacié fitada. [J

Reproduim aqui una demostracié simple d’aquest teorema, suggerida
per Meyer [20] i que conté la clau “per sortir d’aquesta situacié”. La
demostracio usa el conegut teorema de Banach—Steinhauss, que recordem:
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Lema (teorema de Banach—Steinhauss)

Siguin B; un espai de Banach i B, un espai normat. Sigui {7}};c; una
familia d’operadors lineals acotats T;: B; — Bs.

Si per a cada z € By, sup;¢ ||Tiz|| < oo, aleshores sup;¢; [|T;|| < oo.

Demostracié del teorema
<) Es conegut. Convergeix a la integral de Riemann-Stieljes fol f(t) da(t).
=>) Siguin B; l'espai de funcions continues en [0,1] amb la norma del
suprem, By = R amb el valor absolut.
Per a cada n € N, sigui T;,: By — B, 'operador definit per

Tofi= Y f(t:) (altipn) — afts).

titit1€Mn
Per hipotesi, lim,_,o, 75, f existeix, i per tant sup,, |1, f| < oo. Gra-
cies al lema, sup, ||T,|| < oco.

Vegem ara que la variacié de «,

V(@) i=sup 37 faltin) = olt)]

és més petita que sup,, ||75||, amb la qual cosa haurem acabat. Efec-
tivament, per a cada n € N fixat, sigui f una funcié continua tal
que f(t;) = signe{a(tiz1) — a(t:)} 1 ]]f|]leo = 1. Llavors:

Tof= Y f)alt)-a)= Y laltn)—alt)] =

Litit1€Tn tistit1€Tn

1Tl = > laltiv) - alt:)] =

Litit1€Emn

sup [[Tn]| 2 sup Y laltin) —a(t)] = VO (a).

n
titit1€Tn

(Recordem la caracteritzacié de les variacions d’una funcié continua
per a successions de particions que hem comentat a Papartat 1 i
observeu que el sup,, és substituible per lim,.) [J

Aquest teorema demostra la impossibilitat d’estendre la definicié de la
integral de Riemann—Stieljes més enlla d’integradors de variacié fitada, si
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es vol integrar, com a minim, totes les funcions continues. Es pot pensar
que, en ser l'operador que busquem valuat en L°($), F,p) en lloc de R,
potser si que es pot obtenir la convergeéncia en mesura de les sumes

Y fulw) - (i, (@) — oy (@) (19)

titip 1€

en lloc de la convergencia quasi segura en w. Pero la situacié no és millor,
jaque en el conjunt A = {w € Q : o(w) no és de variacié fitada} podriem
construir una successié parcial de (19) convergent quasi segur, i repetir
la demostracié del teorema per a aquesta parcial. Per tant, si p(4) > 0,
arribem a la mateixa dificultat que en el cas determinista, en qué w no hi

és.

3 Integracio estocastica i calcul estocastic

Malgrat tot el que acabem d’exposar, resulta que si que pot definir-se la
integral de processos continus (i més generals fins i tot) respecte al procés
de Wiener com a limit de sumes de Riemann, i aix0 és el que farem en
aquest apartat.

El punt de partida és adonar-se que el parametre aleatori w ha fet
un paper d’espectador passiu en tota la discussié anterior: simplement
hem intentat definir la integral respecte al procés de Wiener trajectoria
per trajectoria, per a cada w fixat, i hem vist que no era possible. En
segon lloc, és evident que caldra imposar alguna restriccio a l'integrant,
pero no estem disposats a demanar més regularitat a les seves trajectories.
Hauran de ser restriccions d’una altra mena.

Amb aquestes idees en ment, repassem un moment la demostracié de
Iiltim teorema. Per veure la necessitat que l'integrador sigui de variaci
fitada hem usat funcions amb valors prefixats sobre els punts de cada
particio:

f(t:) = signe{a(tiy1) — a(t:)}

Observem que, per assignar aquests valors, cal “mirar endavant” la
funcié «; és a dir, el valor de f en t; depén del valor de « en t;4,. Si
prohibim aquesta dependeéncia, la demostracié queda invalidada i, de fet,
com veurem, el resultat és fals.

El nostre objectiu és, doncs, posar aquesta restriccié en termes ma-
tematics, 1 observar després que no impedeix modelar problemes reals
amb el formalisme de (18). Cal introduir primer uns quants conceptes
addicionals.
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Donat un espai de probabilitat (2, F, p) i un conjunt ordenat T, qual-
sevol familia creixent {F;, ¢t € T'} de sub-o-algebres de F s’anomena una
filtracid, i lestructura (2, F,p,{F;, t € T}) és un espai de proba-
bilitat filtrat. Una filtracié pren nota de I’evolucié en el temps de la
informacié disponible a cada instant. Expliquem aquesta frase. Una va-
riable aleatoria X definida en (2, F,p) indueix una sub-o-algebra de F
(la o-algebra inicial o generada per X), que és la més petita que fa
mesurable I'aplicacié X, i que es nota habitualment per o (X). Aquesta
o-algebra esta formada pels tnics conjunts que sén observables a través
de X. Dit d’altra manera, dels tnics esdeveniments que podem decidir
si s’han verificat o no (p.e., si w hi pertany o no) amb la sola informa-
cié del resultat concret X (w). En aquest sentit o (X) és la informacié
subministrada per X. Ara, si X = {X,, t € T} és un procés estocis-
tic, la informacié total subministrada pel procés fins a Vinstant ¢ és la
més petita o-algebra que fa mesurables totes les aplicacions de la familia
{Xs, s < t}. Ho escrivim o ({X,, s <t}). Els conjunts d’aquesta o-
algebra sén els observables a través del procés un cop aquest ha arribat a
Iinstant t. {o ({X,, s <t}), t € T} és la filtracié generada pel procés
X.

Donat un espai de probabilitat filtrat (Q, F, p, {F;, ¢t € T}), un procés
estocastic X sobre (2, F, p) parametritzat per T es diu que és adaptat a
{Fi, t € T} si X; és F-mesurable (mesurable respecte a F;) per a cada
teT. Si{F, teT} éslafiltracié generada per un altre procés Y diem
que X és adaptat a Y.

Sigui W = {W,, t € R"} un procés de Wiener. Una filtracié {F;, t €
Rt} es diu que no—anticipa W si se satisfan les condicions segiients:

1. W és adaptat a {F,, t € RT}.

2. Vs € R, Fs 1 o ({W; — W, t > s}) sén o-algebres independents
(aix0 és, tot esdeveniment d’una d’elles és independent de tot esde-
veniment de altra).

Tals filtracions efectivament existeixen. Prengueu per exemple la induida
pel mateix W, o sigui {o ({W;, s <t}), te RT}.

Ara tenim a la nostra disposici6 els ingredients necessaris per mode-
lar la condicié “no val mirar endavant” de qué parlavem. Sigui X un
procés adaptat a una filtracié no—anticipativa. Es clar en les definicions
que les funcions f usades a la demostracié del teorema 2.1 no poden ser
trajectories de X, perque depenen del futur de lintegrador, i ara aix0
esta prohibit. Com veurem de seguida, la condicié de no—anticipacié de

85



I'integrant permet desenvolupar una teoria satisfactoria de la integracié
respecte al procés de Wiener.

Sigui 7' = [0, 7], amb 7 € RTU{+o0} fixat. Sigui L*(T x Q) el conjunt
de processos estocastics reals tals que considerats com a aplicacions

X TxOQ—R
(t,w)—— X (w)

s6n mesurables respecte a la -algebra producte B(7T)®F (on B(T') denota,
la o-algebra de Borel en T') i satisfan

B[ L X, (w) 2 df] < oo.

Fixada una filtracié no-anticipativa {F;, t € T'}, considerem el subespai
vectorial LZ(T x Q) C L*(T x ) dels processos adaptats a {F;, t € T'}.
L2(T x ) és un subespai vectorial complet i, per tant, hereta estructura

hilbertiana de L%(T x ).
Sigui S el conjunt dels processos X de la forma

n—1
Xi(w) = o(w) - Loy + ch(a}) oyt (1),
k=0

per alguna particié {0 = ¢y < t; < -+ < t, = 7} de T, i variables
aleatories cx(w) Fi, -mesurables i de quadrat integrable. S és clarament
un subespai vectorial de L2(T x ).

Definicié. Per processos X € S, definim la integral estocastica de
X respecte al procés de Wiener “a la Riemann”™:

n—1

[/TXt th] (w) = ch(w) Wi (w) = Wi (w)).

k=0

No és dificil demostrar la proposicié segiient.

Proposicié 3.1. Per a tot X € S,

1. la variable aleatoria / X; dW; pertany a L*(Q, F,p).
T
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E[/ X, dW;] = 0.

]/XtdW, - /lthzdt

(és a dir, || / X, dWil |y = X lszrsey). O
T

D’altra banda, tenim també:

Proposicié 3.2. S és un subespai dens de L2(T'x Q). O

Per tant, acabem de definir una aplicacié lineal que preserva la norma
entre un subespai dens de L2(T x Q) i L?(Q2). En conseqiiéncia, podem
estendre-la a un operador lineal isometric

I: LA(T x Q) = L*(Q).
L’extensi6 és tinica i ve donada per

I(X) = L*(Q)- lim [ X™ dw,,
n—oc T
on {X™},cn és qualsevol successié de processos de S convergint a X en
LT x Q).

I(X) és la integral estocastica de X respecte a W que voliem
definir. Naturalment, la notacié més habitual és fT X dW;. Tots els
apartats de la proposicié 3.1 es verifiquen per a cada procés de L(T' x Q).
Aix0 es demostra per arguments estandards de pas al limit.

Aixi doncs, hem pogut definir la integral estocastica sense haver d’im-
posar condicions drastiques de regularitat a I'integrant, al preu, aixo si,
de certs requeriments de mesurabilitat respecte de la variable w.

Es evident que si X € L2(T x Q), llavors també X € L2(U x Q) per a
tot interval U C T'. Per tant, és natural demanar-se per les propietats del
procés {I;(X f[o 2 XsdW,, t € T'}. En primer lloc, tenim la proposicié
segiient. La demostracm és facil per a processos de S. El resultat general
se segueix per densitat.

Proposicié 3.3. El procés {I;(X), t € R} és adaptat a {F;, t € Rt}.

O

Aquest procés és, doncs, un element de L:(T x ). Com a element

d’aquest espai, [[;(X)](w) esta definit llevat d’un conjunt de mesura zero

respecte dt ® dp i, per tant, no té sentit parlar de les seves propietats
trajectorials. No obstant aix0, es pot afirmar el segiient:
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Proposicié 3.4. Existeix un representant de la classe {[;(X), t € T} €
L%(T x ) que és un procés continu. [

A la vista d’aquest resultat, definirem el procés integral estocas-
tic de X en T com el representant continu de {[;(X), ¢t € T} (deter-
minat q. s.). Sempre ens referim a aquest representant quan escrivim
{3 X, dW,, t € T}

En el calcul diferencial i integral classic, els teoremes forts com ara els
de canvi de variable, integracié per parts, teorema fonamental del calcul,
etc. ens permeten calcular integrals sense embrutar-nos les mans amb els
complicats passos al limit que es desprenen de les definicions. Es raonable
esperar que resultats analegs puguin ser demostrats per al calcul associat
a les integrals estocastiques, al qual anomenem calcul estocastic. Aixo és
aixi, efectivament, pero les formules que en resulten no sén formalment
iguals a les corresponents del calcul classic. Comencarem enunciant la
férmula de canvi de variable, de la qual poden deduir-se les altres.

Teorema 3.5 (canvi de variable)
Sigui f € LA(T x Q).
Sigui {X;, t € T'} el procés definit per X; = fot fs dW,.
Sigui ¢: R — R una funcié dues vegades derivable amb continuitat.
Aleshores:

t
o(X)) = p(Xo) + / oo dWs+% /0 f2.0"X,)ds.  (20)

(i

Si comparem aquesta férmula amb I’analoga del calcul integral habi-
tual observem que hi apareix el terme addicional 1 ff f2 - ¢"(X,) ds.

Exemple. Siguin X; = W; i ¢(z) = 2. Obtindrem:

t
W"~/ WL dW, +;/ (n—l)W"'2d3=>

/W" Law, =

W2 ¢
En particular: / WedW, = 5 T3

resultat diferent al que s’obté amb el calcul diferencial tradicional.
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Una conseqiiéncia immediata del teorema 3.5 és que el conjunt de
processos que sén integrals estocastiques no és tancat per transformacions
tan regulars com ara z — z* de exemple anterior. Una dW,-integral es
converteix en un procés suma d’una dW;-integral i una ds-integral. (Una
ds-integral és clarament de variacié fitada mentre que la dW,-integral té
variacié quadratica no nulla; d’aqui que cap d’elles es pot convertir en
Paltra.)

La raé intuitiva per la qual apareix el terme addicional és la segiient:
usant la férmula de Taylor per a ¢ en el punt W, avaluada en Wy ay, i
dividint per At, es té:

e(Werar) —oWe) _ 1oy Werae—We 1, (Wisas — Wi)?

Si W, fos una funcié derivable, el terme quadratic i tots els d’ordre superior
convergirien clarament a zero quan At — 0 i obtindriem la coneguda

regla de la cadena per a la composicié ¢ o W. En el nostre cas, definint
dawy o Waa=We . t el fent

= Aim—— (aix0 és precisament el que estem fent quan
posem W, — W := f: dW,), i observant que (Wyya; — W;)? és de l'ordre
de At quan At — 0 (variacié quadratica de W), obtenim justament (20)
per al cas X; = W,;. El mateix succeeix quan X; és un procés integral

estocastic.

Definicié. Siguin f € L2(T' x Q) i g € LYT x Q) (el significat de
LI(T x ) és el natural).

Sigui X, una variable aleatoria F;-mesurable.

Un procés {X, t € T} de la forma

¢ ¢
Xt=X0+/fsds+/gdes
0 0

s’anomena procés d’Ito. [

Es immediat a la definicié que un procés d’It6 és sempre continu i
adaptat. La classe dels processos d’It6 és tancada per canvi de variable.
Formularem una versié més general del teorema 3.5, deixant que ¢ ac-
tui sobre n processos d’Ité6 al mateix temps (en lloc d’una sola integral
estocastica) i que depengui també de t. Aquesta versié es coneix com a
férmula d’Ité i és I'eina basica del calcul estocastic.
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Teorema 3.6 (formula d’Ité)
Siguin {X®}2 . n processos d’Itd amb representacié

Xf”=xé"+/f£”ds+/gﬁ"dWs, i=1...,n
0 0

per a t en un cert interval T = [0, 7]. Notem X, = (Xt(l), e Xt(")).
Sigui
¢ :Rx R"—R
(t, £)———(t, T)
dp dp D¢
ot’ sz 0z,01; 7,02

Aleshores, Y; = (%, Xt) és de nou un procés d’Ité en T, i es pot
escriure com

t 8 1 62 N N
- @ 4 L (@) ,04)
Y, Y0+/0 [ (sX)+ (sX)f + 3 Fma & K)ol ] s

una funcié tal que — existeixen i s6n continues.

t (0 — ()
+ — (s, X;)g\ dW
/O 9 l(s’ )gs S
(sumant d’1l a n sobre els indexs repetits). ]

Definicié. Si X; = X, + fo fods + fo gs AW, és un procés de Ito, diem
que té diferencial estocastica

dXi = fids+ gsdW,

a

Per exemple, hem vist que dW?2 = 2W,dW, + dt. La notacié de di-
ferencials estocastiques permet una economia en la escriptura i (vegeu
Papartat 2) i déna el significat precis a una equacié diferencial estocasti-
ca. La férmula d’It6 posada en forma diferencial,

1 0% 4P g0

_ {9, &\, 9 @
avi= |30 %0 + G20, %) + (6. %) o9 (21
d i
8;0,- (t, Xt)gt ) aw, (22)

suggereix el nom regla de la cadena, amb el qual també se la coneix. Si
fem el conveni (dW;)? = dt, dW,dt = dtdW; = 0, dtdt = 0 i dX,dX; és
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la multiplicacié dels respectius binomis, podem escriure (21) en la forma
més compacta

- - 2
‘p(t,Xt) dt + -a—(p—(t,Xt) dX @) +1 o

? L
- (@) 6]
ot o 2 B, (b X0 dXeT dX,

dY; =

Aplicant la regla de la cadena a les diferencials estocastiques

dx = £ aw, + ¢ dt
dx? = £ aw, + ¢ dt

amb ¢(t,z1,z2) = x - T2 obtenim la férmula d’entegracid per parts
dxV - xP)y = xVax? + xV ax® + axM ax?.

Per exemple, podem calcular altre cop j;]t W, dW; integrant per parts:

Aplicant el teorema 3.5 a X; = fot dW, = W, obtenim, per a ¢ de
classe C?,

o) = oW + [ GWyaw.+3 [ wyar

un teorema fonamental del calcul, o

[ o aw, = oy - o) - 5 [ o' om)an,

en forma de regla de Barrow.

Veiem ara com es resol una equacié diferencial estocastica molt senzi-
lla. A diferencia de la de I’exemple 1, que era resoluble sense abandonar
el marc del calcul classic, aquesta involucra una integral estocastica i, per
tant, hem de fer s de les regles del calcul estocastic. Volem trobar un
procés z; que sigui solucié del problema de Cauchy

dIL't = Tt th, Tog = 1.
Es a dir, un procés que verifiqui z, = 1 + fﬂt zs, dW.
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Si W, fos una funcié diferenciable, usualment escriuriem a7 _ W, dt,
. Tt
seguit de d(logz,) = W,dt, i la solucié es troba de seguida integrant i
prenent exponencials.
Seguint la mateixa linia de pensament, calculem d(logz;) usant la

regla de la cadena:
1
d(logz;) = z; - (log z;)' dW, + 52:? - (log z;)" dt = dW; — %dt.

Integrant i usant zo = 1, obtenim

. 1
logz; = Wy — Et’

i prenent exponencials
1
zy = exp{W; — §t}

Per analogia amb el calcul classic, anomenem a z; la funcié exponen-
cial estocastica, que difereix de la usual en el factor exp{——%t}. Acabem

de presentar una petita mostra del calcul estocastic que es dedueix de la
definicié de la integral estocastica. La nostra intencié ha estat simplement
mostrar que és possible desenvolupar un concepte d’integral i unes regles
de calcul ben adaptats a l’estudi de sistemes amb incertesa. Per acabar
de justificar aquesta afirmacié només cal mirar si situacions com les dels
exemples vistos a I’apartat 0 poden ser modelades amb el formalisme de
(18). Obviament, aix0 sera cert sempre que tinguem la seguretat a priori
que les integrals que hi ha implicites a ’equacié diferencial estocastica
tenen sentit. La qiiesti6 critica és, sens dubte, si I'integrant de la integral
estocastica és o no adaptat a una filtracié6 no—anticipativa del procés de
Wiener. '
Suposem que combinem ’equaci6

diEt = f(t, .’L't) dt + g(t, .’L‘t) th

amb una condicié inicial o € R (és a dir, una variable aleatoria constant)
i que 'evoluci6 de z; no té altra causa d’estocasticitat que la induida per
Ievolucié del procés W = {W,, ¢t € R*}. En tal cas, és clar que el procés
solucié és adaptat a la filtracié generada per W i el formalisme funciona.

Més generalment, suposem que la condici6 inicial és una variable ale-
atoria z, independent de totes les variables del procés W. Llavors la
solucié serd adaptada a la filtracié {F;, t € R} definida per

Fi =0 (zo) Vo {({W,, s<t}),
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on F V G denota la o-algebra generada per (minima o-algebra que conté
a) FiG. La o-algebra F, és independent de la generada per les variables
W — Wy, 1 per tant la filtracié és no-anticipativa i ’equacié diferencial
tindra sentit.

4 Equacions diferencials estocastiques
de primer ordre

Una forma forca general d’equacié diferencial estocastica de primer ordre
en dimensié 1 és

dry = f(t,z,) dt + g(t,z,)dW, , teT =][0,7], (23)

on z; és el procés incognita, W, és el procés de Wiener, 1 f(¢, z) i g(¢, z) s6n
funcions reals definides i mesurables en T' x R, que anomenem coeficients
de I'equacio.

En aquest apartat precisarem el concepte de solucié de (23) i enun-
ciarem dos resultats classics (d’existéncia i unicitat, i de dependéncia de
condicions inicials) per a aquest tipus d’equacions. No es tracta dels
millors enunciats possibles; només pretenem illustrar algunes analogies i
diferéncies amb els resultats homolegs de la teoria d’equacions diferencials
ordinaries.

Comencem amb la definicié de soluci6 de (23), la qual cosa equival a
precisar exactament qué entenem per 'expressié (23).

Definicié. Un procés {z;, t € T'} és solucié de (4.1) si i només si:

1. {zy, t € T} és adaptat a alguna filtracié {F;, ¢ € T'} no anticipativa
de W.

2. 9 :=g(t,z) € LT x Q)i fi:= f(t,2) € LNT x Q).
3. x; té diferencial estocastica
dmt:ﬁdt+§tth, teT.

Equivalentment, x; satisfa

i t
Xy = T —f—/ f(s,zs)ds —+-/ g(s,zs)dW,, teT. O
0 0 :
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Les condicions 1) i 2) de la definicid, conjuntament, garanteixen que
les expressions de 3) tenen sentit. En particular, observeu que el problema
de Cauchy

dif)t = f(t, It) dt -+ g(t, .’L't) th, To = § (24)

només podra tenir solucié si ¢ és una variable aleatoria independent de
{Wt, t e T}

Per al problema de Cauchy (24) amb g = 0 (equacié diferencial or-
dinaria), el resultat classic d’existéncia i unicitat de solucié requereix que
f compleixi alguna condicié de Lipschitz. Es natural intentar el mateix
tipus de planteig en el cas g # 0.

Teorema 4.1. Suposem que:
1. existeix K > 0 tal que

If(t,x)—f(t,y)|+|g(t,x)—-g(t, y)l < K-Ix—y], vt € Ta Vl‘,y €ER

2. existeix L > 0 tal que

|f(t, )P+ gt z)P <L-(1+]z|*), VteT, Vz,yeR

3. £ és una variable aleatoria independent de {W,;, ¢t € T}, i tal que
£ e L3(Q).

Llavors:

a) Existeix una solucié de (24) que és un procés continu.

b) Si {z}, t € T} i {z?, t € T} sén processos continus solucié de (24),
llavors supyer |z — 22| =0, qs. O

En aquest teorema trobem, a part de ’esperada condicié de Lipschitz
(1), una hipotesi de restricci6 en el creixement dels coeficients (2) i l'e-
xigencia que la variable inicial € sigui de quadrat integrable i que no tingui
res a veure amb el procés de Wiener que governa l'equacié (3). Aquestes
hipotesis permeten demostrar que qualsevol procés candidat a ser solucid
verifica les condicions 1) i 2) de la definicié.

Pel que fa a la tesi del teorema, només s’assegura la unicitat de solucié
continua a causa de ambigiiitat en la definicié del procés integral estocas-
tic (vegeu els comentaris a les proposicions 3.3 i 3.4). De fet, I’exigeéncia
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de continuitat pot incorporar-se a la definicié de solucié, i llavors es pot
afirmar que dues solucions només difereixen en un conjunt de trajectories
de probabilitat nulla.

La dependeéncia de la solucié respecte de la condicié inicial és similar
a la que es troba en el cas determinista. En particular, es té el segiient
resultat de diferenciabilitat de primer ordre respecte a una condicié inicial
constant.

Teorema 4.2. Suposem:

1. Les funcions f(t,z) i g(t, x) satisfan les hipotesis 1) i 2) del teorema
4.1.

. ., 0 .0 - .
2. Les derivades parcials o f(t,z)i ézg(t,x) existeixen i s6n conti-

nues i acotades.
Llavors, la soluci6 {z:(c), t € T'} del problema de Cauchy
dxt = f(ta xt) dt + g(t7 .Tt) th7 xO = fa

amb ¢ € R, és derivable en L?(§2) respecte a ¢ (aix0 és, existeix el limit
(@) limpo z(c+h) — xt(c))
T} satisfa 'equaci6 variacional
d 3}
dy(c) = '@;f(t’xt(c)) “y(c) dt + a—:Eg(t,xt(c)) - ye(c) AWy, yo(c) = 1.
(25)

a

Noteu que (25) és una equacié lineal (en el sentit que els coeficients
sén lineals respecte al procés incognita) en Y;(c), perd amb coeficients
aleatoris. Es, per tant, en realitat, una equacié de primer ordre d’un
tipus més general que (23).

I.V. Girsanov doni, el 1962, un exemple ben senzill d’equacié dife-
rencial estocastica que té un comportament diferent que la seva analoga
determinista pel que fa a la unicitat de solucions. La majoria de llibres
sobre equacions diferencials estocastiques en fan esment.

L’equacié diferencial ordinaria

i el procés derivada {y(c) := %mt(c), te

det = ll‘tladt, te T = [O,T], g = 0. (26)
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amb 0 < « < 1, té una infinitat de solucions. En efecte, per a tot s € T,
la funcié

o= 0, si0<t<s (27)
Tl =)t -0 sit>s
és soluci6 de (26).
En canvi, ’equacié estocastica
dz, = |z,|*dW,, teT =10,7], 2o =0 (28)

resulta tenir infinites solucions si 0 < a < 1/2, perd només una tnica
solucié (la trivial) per a @ > 1/2, tot i no complir les condicions del
teorema 4.1.

Es poden trobar més detalls sobre els resultats apuntats en aquest
apartat i en general sobre la teoria de les equacions diferencials estocasti-
ques en el classic Gihman-Skorohod [14], 0 en Arnold [1] o Gard [13].

5 Comentaris finals

La matematitzacié del concepte de probabilitat que hem presentat a ’a-
partat 1 és deguda a A. N. Kolmogorov (1933). Amb ella queda en certa
manera resolt el problema de definir qué és la probabilitat: simplement
no es defineix. Tan sols es proposen unes certes propietats com a axio-
mes. La comoditat del planteig axiomatic ha fet minvar for¢a 'interes
que hi hagué en un cert temps per discernir la natura del concepte de
probabilitat com a “quelcom fisic” i fer una definicié matematica cons-
tructiva a partir de la idea intuitiva d’atzar. La critica principal que va
rebre la idea de Kolmogorov és que condemna la teoria de la probabilitat
a ser un subconjunt de la teoria de funcions de conjunt additives, i queda
aix{ desprovista d’entitat propia independent. Sobre aquest tema és forga
interessant el llibre divulgatiu de von Mises [21]. Per a una exposicié més
detallada de la teoria axiomatica recomanem el llibre basic d’E. Bonet
[4] i el curs de D. Nualart - M. Sanz [23], també la referéncia estandard
R.B. Ash [2], que enquadra perfectament la teoria de la probabilitat com
a subdisciplina de I’analisi matematica. [

La teoria dels processos estocastics és extensissima i es ramifica en
moltes direccions. La majoria de textos que tracten, amb més o menys
profunditat pero amb vocacié introductoria, la integracid o les equacions
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diferencials estocastiques, ofereixen com a preliminars la part de la teoria
de processos que és rellevant per als proposits de Pautor. ]

Entre els processos estocastics a temps continu, el procés de Wiener és
possiblement ¢l més estudiat, per la seva importancia teorica i aplicada.
Hom pot trobar arreu moltes variants en la definici, pero gairebé totes sén
essencialment equivalents. El procés de Wiener fou estudiat per primer
cop amb rigor per N. Wiener, en una serie de treballs entre 1923 i 1934, i
d’aqui el seu nom. Wiener es beneficia dels recents avengos en teoria de la
mesura portats a terme per Borel, Lebesgue i Daniell, per tal de fer una
construccié del procés a partir de 'espai de trajectories. Einstein, encara
sense aquestes eines, dedul en els seus treballs sobre moviment brownia,
a partir de certes hipotesis fisiques (més aviat vagament formulades), que
la llei de probabilitat que segueix a U'instant ¢ la posicié de la particula
browniana que parteix en ¢t = 0 de 'origen de coordenades té una densitat
f(t,z) que ha de satisfer I'equacié

OF _Dny (29)

dt 2
on A és Poperador de Laplace. A aquesta conclusié havia arribat també
abans (1900) L. Bachelier, encara que el seu treball va passar més aviat
desapercebut a Pépoca. (29) no és més que 'equacié de la difusio, ja
coneguda en temps d’Einstein. La difusié és un fenomen fisic que consis-
teix en el fet que un conjunt de particules dissoltes en un fluid tendeixen
a desplagar-se de les zones de més concentracié a les zones de menys
concentracid, com ara una gota de tinta en un cubell d’aigua, que es va
escampant i va perdent color, fins a desapareixer. En la interpretacié
original, f(¢, ) és la concentracié de particules. (Vegeu Jou [15, cap. 3 i
4], per a una exposicié planera dels fenomens de sedimentacié i difusio, i
la seva relacié amb el moviment brownia.) D és una constant dependent
del medi que s’anomena coeficient de difusié. Einstein descobri també la
senzilla relacié entre el coeficient de difusié i el de friccié 3:

_uT
5

on k és la constant de Boltzmann i T' la temperatura absoluta.
La solucié fonamental de I'equacié (29) és (en R?)

D

1 —|l=|?
f(t,2) = WBXP{ 2Dt }
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Aquesta densitat essencialment caracteritza el procés de Wiener (el
procés de Wiener en R? té per coordenades processos de Wiener reals
independents). Més precisament, és la densitat de X, = /DW,, on W és
un Procés de Wiener estandard (tridimensional). Aix0 justifica el nom de
coeficient de difusié per a la constant ¢? en el teorema 1.1.

Els articles d’Einstein sobre moviment brownia estan recollits en el
llibre editat per Fiirth [12]. Els articles classics d’ Uhlenbeck i Ornstein,
Chandrasekar, Wang i1 Uhlenbeck, i Doob, esmentats a I'apartat 1, es
troben també en forma de llibre en Wax [29]. [

Tornem ara per ultima vegada a l’equacié de Langevin, ’equacié
que regeix la velocitat de la particula browniana de I’exemple 1. Hem
comencat formulant unes certes hipotesis fisiques de tipus microscopic
(de comportament mecanic molecular) amb la idea que a partir d’elles
es puguin predir de forma teorica els comportaments macroscopics ob-
servables. Aquest és el principi habitual d’elaboracié d’una teoria fisica.
Aix0 ens ha portat a equacié “fisica” (3). Posteriorment, la introduc-
ci6 a l'apartat 1 de les eines matematiques convenients ens ha donat la
possibilitat de formular un model amb ple sentit matematic, (12), que
podem expressar també amb el formalisme de les equacions diferencials
estocastiques (18) com

duyy = —fuy + o dW,.

L’inic element d’aquesta equacié que les hipotesis inicials no ens ha
permes determinar és el coeficient 0. Deduirem queé val o en termes de
constants fisiques fent s d’un important resultat de mecanica estadistica.
De la férmula per Cov[v,vs] de lapartat 2, deduim que Var[y] =
%;7(1 — e“w‘), i per tant, fent ¢ — oo, obtenim una variancia limit de
%, sigui quina sigui la velocitat inicial vg. Analogament, s’observa que
limy,oo E[vy] = 0. La llei d’equireparticié de l’energia en mecanica es-
tadistica afirma que D’energia cinética mitjana d’un sistema de particules
(molécules d’un fluid) en estat d’equilibri termodinamic (vegeu Jou [15])
ha de valer %kT per grau de llibertat del sistema. La particula immergida
en el fluid ha de compartir aquesta mateixa energia mitjana. L’esperanga
2
o

de energia cinetica es pot calcular, doncs, com E[3v?] = %5—5 (on v
representa la velocitat limit i continuem fent el conveni que la massa de
la particula val 1), i obtenim per tant la igualtat

102 1

—— = —kT.
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Deduim que, en el cas de dimensi6 1, 02 és, en termes dels coeficients de
friccié i de difusid,

% = 3°D.
L’equacié de Langevin es pot expressar doncs

d’Ut = —ﬂ'l)t + ﬁ\/ﬁth,

cosa que completa la seva formulacié. La nova hipotesi que hem introduit
per poder determinar o és que el sistema de molécules verifica ’equacid

termica dels gasos ideals
pV = nkT

que'és d’on es dedueix la llei d’equireparticié. p és la pressio, V el volum
i n el nombre total de molecules. [

L’argument d’impossibilitat de la construccié d’una integral estocas-
tica util com a extensié6 trivial de la integral ordinaria esta essencialment
pres de Protter [25].

La integral estocastica fou definida rigorosament per primer cop per
K. It6 (1944), essencialment de la mateixa manera que ha estat aqui
exposada. Aquesta integracié estocastica té un precedent en el treball
de N. Wiener, que defini la integracié de funcions deterministes respecte
al procés que porta el seu nom. La integral de Wiener és simplement la
restriccié natural de la d’It6, obtenint-se un funcional

I: LA(T) — L2(Q)

La integral estocastica d’Itd admet diferents extensions. En primer
lloc, el lector haura observat que, contrariament al que s’afirma al principi
de I'apartat 3, no tots els processos continus poden ser integrats amb la
teoria vista, perque a part de la restriccié de mesurabilitat de I'integrant
hem imposat també una altra petita condicid, encara que no sobre les
trajectories: hem demanat que l'integrant fos de quadrat integrable en
(t,w), cosa que implica que les variables aleatories X; que el constitueixen
siguin de L?(£2), quasi per tot ¢ respecte a la mesura de Lebesgue.

No obstant aix0, 'apartat 3 és reproduible quasi exactament, canviant
Pespai L2(T x Q) per lespai dels processos adaptats {X;, t € T} que
compleixen

/ I X (w)|*dt < 00, Vwe€Q (onomésq.s.).
T

L’unica diferéncia és que el nou espai de processos no és un espai nor-
mat. Hom pot definir la convergencia de X{™(w) a X;(w) en aquest
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espai com la convergencia a zero en mesura de les variables aleatories
[Xt(")(w) — Xi(w)]* dt i la topologia que resulta és metritzable. La inte-

gg‘al es defineix igual sobre el subconjunt dens de processos S i I’extensié
al cas general es fa usant el teorema de prolongaci6 de funcions continu-
es entre espais metrics. No hem adoptat aquesta generalitat per fer més
comoda exposicié.

Una generalitzacié més interessant és la que es refereix als processos
que es poden usar com a integradors. El procés de Wiener és un cas
particular d’un tipus de procés estocastic anomenat semimartingala. La,
teoria de la integracid respecte a semimartingales és certament molt més
complicada que I'exposada aqui i requereix aprofondir molt més en la
teoria de processos estocastics. Vegeu en Protter [25] una exposicié que
sembla especialment pedagogica. La teoria esdevé més senzilla si es consi-
deren només integradors continus (com, per exemple, en Karatzas—Shreve
[16]). Per a una exposicié més completa de la integracié només respecte
al procés de Wiener, recomanem el llibre de Gard [13], on es discutei-
xen metodes efectius de resolucié analitica d’equacions, i també meétodes
numerics, amb un capitol dedicat a aplicacions a la biologia. Arnold [1] és
una altra introduccié elemental, on a més es déna sentit, des del punt de

. e . ) . dW,
vista distribucional, a la derivada del procés de Wiener —. El procés

estocastic derivada rep el nom de soroll blanc, i ha estat usat a bastament,
almenys de manera formal, en enginyeria de la comunicacié. [

Segons les hem presentades, les equacions diferencials estocastiques
sorgeixen de manera natural en tenir en compte pertorbacions en siste-
mes que, en altre cas, serien modelables mitjangant equacions diferencials
deterministes. Hem justificat I’adequacié del model al final de I'apartat 3
usant com a base la pertorbacié d’un problema de Cauchy per a equacions
diferencials ordiniries. Es natural demanar-se per I'aplicacié de la teoria
a equacions amb condicions a la frontera o a equacions amb derivades
parcials.

Considereu per exemple

dz, = f(t,z;)dt, te]0,1], h(zg,z1) = 0.

Si sumem a la banda dreta de I’equacié el terme g(t, z;) dW; obtenim for-
malment una equacié diferencial estocastica amb la solucid sotmesa a una
condicié de contorn. Es evident que les variables aleatories zg 1 z; del
procés solucié no sén independents, ja que la funcié h lliga els seus valors.
D’altra banda, el valor de x; també és clar que dependra de ’evolucié de
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W en [0,1]. En conclusié, la variable zg, i per tant totes les variables de
la solucid, no sén independents dels increments futurs de W i I'integrant
g(t,x;) no sera, en general, adaptat a cap filtracié no-anticipativa. En
aquest cas, la nostra teoria és inaplicable. Per aconseguir tractar aquest
cas (o el del problema de Cauchy amb condicid inicial no adaptada) amb
el mateix formalisme (19), s’ha comengat a desenvolupar molt recentment
una integracié i un calcul estocastic per a integrants no necessariament
adaptats. Grosso modo, aixo s’aconsegueix configurant 2 amb una estruc-
tura vectorial i topologica adequada i demanant a I'integrant una certa
regularitat, pero no respecte del parametre temporal ¢, sind respecte del
parametre aleatori w € €2.

El cas de les equacions amb derivades parcials requereix ’ts de la teoria
dels processos estocastics amb parametre multidimensional (t € T C R"),
on una primera dificultat ve donada per les diferents possibles nocions de
“passat” 1 “futur” i, per tant, de filtracié no-anticipativa.

Es possible definir altres tipus d’integral estocastica diferent de la d’Ité
i les seves extensions. Particularment, Stratonovich (1966) dona una de-

finicié de la integral tal que el calcul estocastic resultant obeeix les regles
1

t
classiques del calcul newtonia. Per exemple, W, dW, = §Wt2' L’in-
convenient de la integral de Stratonovich és q%e els processos integrals
no tenen tan bones propietats des del punt de vista probabilistic com els
que resulten de la integral d'It6. Conseqlientment, la facilitat en el calcul
es paga al preu d’una més gran dificultat a ’hora d’analitzar o utilitzar
els resultats. En tot cas, la possibilitat de diferents definicions del simbol

/ g(t, X;) dW,; ens condueix a la qiiestié de 'ambigiiitat en la modelacid.

Uq;la mateixa equacié té solucions diferents segons interpretem la integral
estocastica en el sentit d’It6 o de Stratonovich. La interpretacié correcta
ha de venir d’alguna manera donada per I’heuristica emprada per arribar
a l'equaci6 estocastica a partir del problema real o d’una equacié pre-
via no pertorbada. Una extensa discussié sobre els dos tipus d’integral
i els problemes de modelacié pot trobar-se en el llibre de Pksendal [24],
amb exemples apropiats. Sense abandonar un nivell elemental, el llibre
tracta també del problema del filtratge (exemple 3 de I’apartat 0) i de
les aplicacions del calcul estocastic a les equacions amb derivades parcials
(deterministes). També hi ha forca comentaris sobre el tema de la mo-
delacié, amb moltes referéncies a altres treballs, en Gard [13]. Aquesta
qilestié és precisament la motivaci$ inicial en McShane [19] i [18], que
intenta una teoria unificadora de les integrals ordinaries i estocastiques.
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