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Grafs aleatoris amb una sequéencia de graus donada
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Resum: Des de I'aparicié de la noci6 de xarxes complexes, els grafs aleatoris han
resultat una eina fonamental per modelar-les i estudiar-les. En aquest article tractarem
I’estudi dels grafs aleatoris amb una seqiiencia de graus donada, en que el grau de cada
vertex és fixat a priori per després triar una instancia aleatoria que respecti aquestes
restriccions. El nostre objectiu és introduir en aquest tema el lector que no hi esta
familiaritzat, enunciant els resultats més rellevants en l'area i explicant perque sén
certs, sense donar-ne proves rigoroses.
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1 Introduccio

Els grafs aleatoris son estructures combinatories discretes que des del seu
naixement han trobat nombroses aplicacions en una amplia gamma de discipli-
nes cientifiques, des de la informatica i les matematiques fins a la biologia i
les ciéncies socials. Originats en el treball seminal d’Erdés i Rényi a la década
de 1960, la teoria dels grafs aleatoris ha evolucionat, fins a transformar-se en
un camp ric, divers i en constant creixement i esdevenir una eina fonamental
per estudiar diversos fenomens en la ciéncia moderna.

Recentment, I'’estudi dels grafs aleatoris s’ha lligat de manera més estreta a
I’analisi de les xarxes complexes. Les xarxes complexes modelen sistemes carac-
teritzats per elements interconnectats (nodes connectats a través d’arestes), i
apareixen en dominis diversos com ara les xarxes socials, les xarxes biologi-
ques, les xarxes neuronals, les xarxes de transport o les xarxes de la informaci6
(Internet, 5G, etc.). Els desenvolupaments tecnologics de les ultimes décades
ens han proporcionat la capacitat computacional per processar aquestes xarxes
de mida ingent, i han fet palesa la necessitat creixent de comprendre-les des del
punt de vista teoric. Aixo ha plantejat 'ambicios repte de desenvolupar i analit-



166 Guillem Perarnau

zar models de xarxes que encaixin amb el que s’observa a la realitat. La teoria
dels grafs aleatoris ofereix un marc idoni per a aquest objectiu, permetent-
nos extreure informaci6é sobre les seves propietats estructurals, estudiar-ne
I'evoluci6 dinamica o mesurar la robustesa davant de pertorbacions.

Objectes de definicié senzilla, com ara el graf aleatori binomial, proporcio-
nen un model basic inicial per a les xarxes complexes. Tot i la seva simplicitat,
aquest model mostra una riquesa estructural extraordinaria, capturant, per
exemple, dos fenomens com sén I'existéncia de transicions de fase en I'estructu-
ra de les components connexes, o la propietat petit-mon (small-world en anglés),
que assegura que qualsevol parell de vertexs es poden connectar a través de la
xarxa amb pocs passos. No obstant aix0, aquest model no aconsegueix capturar
algunes de les altres propietats essencials que apareixen en les xarxes del
mon real, com ara I’heterogeneitat o les correlacions entre arestes (clustering).
De fet, les xarxes que trobem al mon real exhibeixen una topologia tan rica
i diversa que té poc sentit intentar construir un sol objecte que les modeli
a totes. Per exemple, les propietats d’'una xarxa social com Instagram tenen
poques coses en comu amb les de les xarxes eléctriques, fortament marcades
per les restriccions geografiques. Aixo justifica la necessitat d’introduir nous
models, més sofisticats que el del graf aleatori binomial, que donen lloc lloc a
una area de recerca nova i dinamica en la intersecci6 de la fisica estadistica, la
informatica teorica i les matematiques.

En aquest article ens centrarem en ’objectiu d’introduir heterogeneitat als
models de xarxes, i ho farem a través de la noci6 de grau. El grau d’'un node en
una xarxa és el nombre de nodes als quals esta connectat. Per exemple, en una
xarxa social el grau d’'una persona (representada per un node) és el nombre
d’amics d’aquesta persona en la xarxa. Es ben sabut que la majoria de xarxes
exhibeixen seqiiencies de graus particulars o amb fortes propietats estructurals.
Un exemple és I'existéncia de nodes concentradors (hubs en anglés), nodes de
la xarxa que tenen un grau molt superior a la resta; per exemple, Frankfurt
és un hub a la xarxa de transport aeri. D’altra banda, hi ha xarxes en qué
la seqiiéncia de graus segueix una certa llei de probabilitat; per exemple, a
les xarxes anomenades invariants d’escala (scale-free en angles), els graus
segueixen una distribucié de llei de poténcies.

Aquests exemples motiven la creacié d’'un model parametritzat pels graus
dels seus nodes. Es a dir, fixant els graus a priori, volem estudiar un graf
aleatori cada vertex del qual tingui el grau que se li ha assignat. A aquest efecte,
si volem generar un graf amb n veértexs, podem prendre una seqiiéncia de
graus d, de longitud » i després prendre G, = Gy,q, que sigui un graf triat
uniformement a 'atzar de Gy q,, €l conjunt de tots els grafs amb n vertexs i
seqiliéncia de graus d,,. Aquest objecte combinatori s’anomena graf aleatori
amb una seqiiéncia de graus donada i sera el nostre principal objecte d’estudi.

Cal fer notar que aquest model no sera el més adequat per a xarxes que
exhibeixen clustering, el fenomen que es dona quan els veins d'un vértex tenen
tendéncia a estar connectats. En tal cas, hi ha altres models aleatoris de xarxes,
com els grafs geometrics aleatoris o els grafs hiperbolics aleatoris, que capturen
aquest fenomen.
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Per al lector interessat en I’evolucio de la teoria de grafs i la seva relacié amb
els grafs aleatoris, referim a I’article de Rué [47]. D’altra banda, cal destacar que
també hi ha models deterministes de xarxes complexes; vegeu Comellas [9].

1.1 Una primera mirada als grafs aleatoris

Tot i que aquest model dona una representacio més realista de les xarxes
complexes, la seva descripci6 en dificulta I’analisi teorica. Abans de plantejar-
nos com el podem estudiar des del formulisme matematic, discutirem els
principals obstacles que presenta la definici6 del model i com superar-los.

Una primera opci6 per entendre aquest model és donar-hi un enfocament
algorismic i/o probabilistic: trobar un procediment que generi G, i que sigui
prou simple per ser analitzat. Per exemple, el graf aleatori binomial es pot
generar seleccionant independentment cada aresta amb probabilitat p, com
veurem més endavant.

Es temptador voler generar G, de la manera segiient: comencant amb el
graf buit amb n vértexs, a cada pas, seleccionem «aleatoriament» dos vertexs
diferents i no adjacents u, v tals que els seus graus actuals siguin més petits
que els seus graus finals d,, d, i hi afegim una aresta que els connecti. Si un
prova de fer-ho, rapidament s’adonara que aquest procediment podria quedar
bloquejat abans de generar un graf amb la seqiiéncia de graus desitjada, ja
que totes les parelles de vertexs susceptibles de ser triades podrien ja estar
unides per una aresta. I encara que el procés tingués exit, podria ser que no es
generessin tots els grafs de G, q, amb la mateixa probabilitat.

Podem modificar el procediment anterior seleccionant qualssevol u, v,
sempre que els seus graus actuals siguin més petits que els seus graus finals,
permetent llacos i arestes multiples. Aixo es coneix com a model de configuracio
i s’introduira en detall més endavant. Un algorisme senzill, conegut com a
mostreig per rebuig, consisteix a executar repetidament aquest procediment
fins que s’obté un graf simple (sense llacos ni arestes multiples). Es pot provar
que aquest algorisme de mostreig genera un graf final amb la distribucio
uniforme a G, g, Addicionalment, si la seqiiéncia de graus té determinades
bones propietats, el procediment aleatori és computacionalment eficient.

Una segona opci6 és donar-hi un enfocament combinatori. Com que estem
considerant un model uniforme, per a qualsevol propietat del graf, la probabili-
tat que Gy, tingui aquesta propietat és la ra¢ entre el nombre de grafs a Guq,
que satisfan aquesta propietat i el nombre total de grafs a Gy q,- Aquesta idea
és forca util en models com el graf aleatori d’Erdos-Rényi Gy, On el nombre
d’arestes m es fixa com a parametre del model. Estimar el nombre de grafs
amb una seqiiéncia de graus donada que satisfacin una determinada propietat
no és una tasca facil. De fet, determinar |Gy g, | és un problema famos en enu-
meracio que encara no esta completament resolt i que tractarem a la part final
d’aquest article. Tot i aix0, resulta que es pot aproximar la raé entre aquests
dos conjunts utilitzant un senzill truc de doble recompte.

Per tant, un dels principals obstacles en I'estudi de G, és la manca d'un
bon model. Tot i que els enfocaments algorismic, probabilistic i combinatori
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més simples tenen moltes limitacions, veurem com es poden modificar per
permetre I'analisi d’aquests grafs aleatoris.

1.2 Contingut i organitzacio

En aquest article donarem una visi6é general sobre els grafs aleatoris amb una
seqiiencia de graus donada, que d’ara endavant anomenarem simplement grafs
aleatoris.

L’article s’estructura de la manera segiient. Dediquem primer la secci6 2 a
introduir la notaci6 basica en teoria de grafs, probabilitat, asimptotica i grafs
aleatoris que farem servir al llarg de I'article. La secci6 3 introdueix el model de
configuracio, un model molt util per estudiar grafs aleatoris amb poques arestes.
En aquesta secci6 parlarem de les condicions suficients sobre la seqiiéncia de
graus per tal que el graf generat sigui simple amb una probabilitat positiva.
Continuem a la secci6 4 establint la connexi6 entre els veinatges locals en un
graf aleatori i els processos de ramificacio. A la seccio 5 discutim I'estructura de
les components connexes del graf aleatori, introduint el criteri de Molloy-Reed
i cobrint temes com la percolaci6 i la connectivitat. La secci6 6 esta dedicada
a l'estudi de les distancies en grafs aleatoris. Finalment, la secci6 7 tracta
sobre grafs aleatoris amb moltes arestes, introduint el métode de commutacio
(switching en angles) i discutint-ne les aplicacions a I’enumeracio i al mostreig.

El nostre objectiu és proporcionar una bona intuici6é sobre els resultats més
rellevants en la literatura. En aquest article no donarem proves d’aquests re-
sultats, pero hi ha diverses revisions i llibres que inclouen demostracions del
contingut que es presenta aqui i resultats addicionals. Consulteu, per exemple,
les referéncies segiients: model de configuracio6 [21, 26], estructura de compo-
nents connexes i distancies [27], subgrafs [40], enumeraci6 [52], mostreig [23].

D’altra banda, aquests grafs aleatoris han atret 'atencié de bona part de la
comunitat cientifica per la seva versatilitat a ’hora de modelar xarxes. Actual-
ment es fan servir per a tot tipus de xarxes en que la informacio6 sobre els graus
es pot extreure empiricament d'unes dades. La teoria de xarxes complexes és
una branca de la fisica estadistica que es dedica a interpretar aquestes xarxes
des d'un punt de vista fisic i es basa en analisis heuristiques i simulacions
numeriques sobre models de grafs aleatoris com el que estudiarem en aquest
article. Podeu consultar els articles d’Albert i Barabasi [1] o de Newman [45] per
entendre els grafs aleatoris des d’aquest punt de vista, aixi com per trobar-hi
nombrosos exemples d’aplicacions concretes.

Finalment, en aquest article no ens centrarem en families especifiques de
sequiéncies de graus, sin0 que tractarem les seqiiéncies al nivell més general
possible. Per tal de fer-ho, identificarem un conjunt comu d’hipotesis (vegeu
la hipotesi A) sota les quals es poden enunciar la majoria dels resultats, amb
I’excepcid dels resultats de la seccio 7, i destacarem i justificarem 1'tis de condi-
cions addicionals sempre que sigui necessari. Els lectors interessats en families
particulars de seqiiéncies de graus, els remetem a I'article de Wormald [51] per
a sequiencies regulars, i als llibres de van der Hofstad [26, 27] per a seqiliencies
de graus que segueixen una llei de poténcia.
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2 Notacio

Abans de comencar discutint els resultats sobre grafs aleatoris, introduim la
notaci6 basica que farem servir en aquest article.

2.1 Grafs

Denotem amb G = (V,E) un graf amb conjunt de vertexs V = V(G) i conjunt
d’arestes E = E(G) < (2), un conjunt de parelles no ordenades d’elements
de V. L’ordre del graf és v(G) = |V(G)]| i la seva mida, e(G) = |E(G)|. Al
llarg de I'article fem servir «:=» per denotar una definicié usant una equacio. Per
an € N,denotem [n] := {1,...,n}. Tots els grafs d’aquest article tenen conjunt
de vertexs V(G) = [n] i parlem de grafs etiquetats, en els quals 'etiqueta d'un
vertex és el valor j € [n] que se li assigna. En particular, v(G) = n sempre
que no es digui el contrari. Un subgraf de G és un graf H = (Vy, Ey) tal que
Vg € [n]iEg < (VZH) NEiho denotem amb H < G. El grau d'un vertex v € [n],
d(v), és el nombre d’arestes incidents a v en G.

Podem definir una distancia sobre els vértexs de G. Donat v, w € [n],
denotem amb dist(u, v) la longitud del cami més curt que uneix v i w en cas
que existeixi, altrament dist(v,w) = . El diametre d'un graf, diam(G), es
defineix com el maxim de les distancies entre vértexs de G. Un graf és connex
si per a tot v,w € [n], dist(v,w) < co. Si un graf no és connex, aleshores
té sentit parlar de les seves components connexes. La component connexa
d’'un vertex v és el subgraf maximal que conté tots els vertexs w tals que
dist(v,w) < . Denotem la component connexa més gran (en ordre) de G
amb C;(G); en cas d’haver-n’hi més d’una, escollim la que conté el vertex amb
I’etiqueta més petita.

Per a h € N, definim el h-veinatge i el (< h)-veinatge de v, respectivament,
com

Np(v) = {w € [n] : dist(v,w) = h},
Noy(v) ={w € [n] :dist(v,w) < h}.

Denotarem amb G = (V,E) un graf dirigit (o digraf) amb conjunt de ver-
texs V = [n] i conjunt d’arcs E = E(G), un conjunt de parelles ordenades
d’elements de V. El grau d’entrada de v, d~ (v), és el nombre d’arcs (w,v) €
E amb w € [n],iel grau de sortida de v, d* (v), és el nombre d'arcs (v, w) € E
amb w € [n]. Podem definir una distancia no simétrica a G: dist(u, v) és la
longitud del cami dirigit més curt que va des de v fins a w en cas que existeixi,
altrament dist(v,w) = o. Definim la component fortament connexa de v € [n]
com el subdigraf maximal que conté els vertexs w € [n] tal que dist(v,w) < o
idist(w,v) < «. Denotem la component fortament connexa més gran (en or-
dre) de G amb C;(G); en cas d’haver-n’hi més d’una, escollim la que conté el
vertex amb I'etiqueta més petita.

Parlem de multigrafs G = (V, E) per denotar un graf en que E és un multi-
conjunt de parelles d’elements de V no necessariament diferents. Si tenim una
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aresta {v,v} € E, aleshores diem que aquesta aresta és un Illac a v. Si tenim
dues, tres o quatre arestes {v,w} a E, aleshores parlem d'una aresta doble,
triple o quadruple, respectivament; en general diem que és una aresta multiple.

2.2 Probabilitat

Denotarem un espai de probabilitat finita amb (Q, A, P), on Q és un conjunt
finit, A és una o-algebra sobre Qi P: A — R és una funcié de probabilitat.
Farem servir X per denotar una variable aleatoria en (Q, A,P), E[X] per a
la seva esperanca i Var(X) per a la seva variancia. Farem referéncia a alguna
de les distribucions de probabilitat discreta més habituals, com la distribucio
binomial Bin(n,p),onn € Nip € [0,1], ila Poisson Po(A), on A > 0. Usarem
(Xt)t=0 per denotar un procés estocastic en (Q, A, P).

Ens caldra considerar sequiéncies d’espais de probabilitat finits (4, An, Pr)nen,
on |Qy| — o quan n — . Per tal d’alleugerir la notaci6 és estandard usar P =
P,, i aixi ho farem. Donada una seqiiéncia d’esdeveniments (A, )nen tal que A€
Ay, diem que (Ay)nen Se satisfa amb alta probabilitat (aap) si

lim Py, (Ay) = 1.
n— oo

Donada una seqiiéncia (X, )nen, On X, €s una variable aleatoria definida
a (Qp, An,Py)i X és una variable aleatoria definida a (Q, A, P), diem que

Xy convergeix a X en distribucio (0 X, 4 X) si

7111_1’1(}o P.(Xn <x)=P(X <x), peratotx R,

D’altra banda, donada una constant ¢ € R, diem que X, convergeix a c en
probabilitat (0 X, A c)siperatote >0

Vlll_l”glo Pn(lXn —cl =€) =0.

2.3 Notacio asimptotica

Pera f,g: N — N, diem que f(n) = 0O(g(n)) si

lim sup AL

n—«  g(n)

< o0,
ique f(n) =0(gn)) si f(n)=0(gn))ign)=0(f(n)).
Diem que f(n) = o(g(n)) si

lim f—(n) =0
n-o g(n)

en particular f(n) = o(1) denota que lim;, . f(n) = 0.
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Finalment, diem que f(n) ~ g(n) si

im f(n) = 1.
n-w g(n)

Quan parlem de resultats asimptotics sobre seqiiéncies d’espais de probabilitat,
farem servir expressions de I'estil «f(n) = O(g(n)) aap»; formalment aixo cal
entendre-ho com: existeix una constant ¢ > 0 tal que

Tllgr; P.(f(n) <cg(n)) =1,

i similarment per a I’altra notacié asimptotica.

2.4 Grafs aleatoris

Una seqtiéncia de graus de longitud n és una sequéncia dy, = (d;)ie[n], ON
d; és un numero enter positiu! amb d; < n—1peratoti € [n]im, =
Yic[n) di és parell. Definim Ay, = maxXie[n) d;.

Redefinim Gy g, com el conjunt de grafs amb conjunt de vertexs [n] i
on el vertex i té grau d(i) = d;. Una seqiiéncia de graus d,, és factible si
Gnd, *= 0. Donada una seqiiéncia de graus factible d,, sigui G g, un graf
triat uniformement a 'atzar de Gy 4,- Anomenem G, g, un graf aleatori amb
seqiiencia de graus d,,. Quan la seqiiencia de graus a la qual fem referencia
sigui clara pel context, escriurem simplement G, = Gy,q, 1 ens hi referirem
com a graf aleatori. Donat d = d(n) amb 1 < d < n — 1, un graf aleatori
d-regular, denotat per Gy, 4, és el graf aleatori G, on d; = d per a toti € [n].

Una seqtiéencia de seqtiéncies de graus és una seqiiencia d = (dy)nen, ON
per acadan € N, dy = (dn,i)ic[n] €s una seqiiencia de graus de longitud n.
Definim ng = nyx := [{i € [n] | dn,i = k}| com el nombre de vertexs de grau k
en d,. Donada d, definim la segtiéncia de grafs aleatoris Ga = (Gn,q, ) nen-

Al llarg de I'article, compararem el comportament del graf aleatori G,
amb el del graf aleatori binomial, G, p, el qual té el conjunt de veértexs [n]
i en que cada aresta s’afegeix independentment amb probabilitat p € [0, 1].
Sovint considerarem probabilitats p = p,, — 0 quan n — . Finalment, per a
m e {0,..., (";) }, introduim el graf aleatori d’Erdos-Rényi, Gy, que és un graf
triat uniformement de tots els grafs amb conjunt de vértexs [n] i m arestes.
A la literatura, sovint s’anomena Gy, el graf aleatori d’Erdos-Rényi, fet que
pot comportar una lleu confusi6. Tot i que les definicions sén diferents, si
m = (2‘);9, Gn,p 1 Gn,m es comporten de manera molt similar, d’aqui ’abus de
notacio.

1 En general, les seqiiéncies de graus poden contenir vertexs de grau zero. Tot i aix0, no tenen
cap paper en l'estructura del graf aleatori i es poden eliminar de la seqiiéncia de graus reduint a
la vegada n, d’aqui I'assumpcio.
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3 El model de configuracio

A la subsecci6 1.1 hem proposat el segiient algorisme per generar grafs amb la
seqiiencia de graus donada: comencant amb el graf buit, escollim dos vertexs a
I’atzar que no tinguin el seu grau saturat i afegim una aresta entre ells. Aquest
procediment sempre acaba, tot i que pot generar grafs que no son simples.
Tot i aix0, la idea d’aparellar vértexs de dos en dos és molt util, i és la base
principal del model de configuracio.

El model de configuracio (també conegut com a model d’aparellament)
amb seqiiencia de graus d,, denotat per CM; 4, (0 simplement CM,, si la
seqliéncia de graus és clara pel context) i introduit per Bollobas a [5] (vegeu
també [3, 4, 49, 50]), és el multigraf aleatori amb conjunt de vertexs [n] que
s’obté assignant d; semiarestes a cada vertex i € [n], i després aparellant-les
totes uniformement a I'atzar per crear les arestes (vegeu la figura 1). El nombre
d’aparellaments que es poden realitzar és my!! := m,(my, — 2)(my, —4) ... 2.

8

(@) (b)

FIGURA 1: Exemple del model de configuracié amb d, = (3,1,2,2,1,4,3,2):
(a) aparellament de les semiarestes, representades com a punts; (b) mul-
tigraf resultant.

Observeu que una semiaresta incident a v es pot aparellar amb una altra
semiaresta també incident a v, i produir aixi un llac en aquest vértex. De manera
similar, més d’'una semiaresta incident a 1 es pot aparellar amb semiarestes
incidents a v, i produir una aresta multiple. A la figura 1, aquest és el cas per al
vertex 6 (llac) i entre els vértexs 3 i 7 (aresta doble). Per aquesta rad, en general,
el model de configuracié no dona lloc a un graf simple, sin6 a un multigraf. No
obstant aix0, proporciona un model facilment analitzable que genera exemples
amb la seqiiéncia de graus correcta.

Donat un multigraf G amb conjunt de vertexs [n] i seqiiéncia de graus d,,,
hi ha molts aparellaments que el generen. Concretament,

[Ticin di!

P(CM,, = G) = ,
" (my — 1)”1_[1‘6[11] Zaiai!Hlsiqsn bi,j!

(1)
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on a; és el nombre de llacos incidents al vértex i, i b; ; és el nombre d’arestes
entre els vertexs i i j. Fem, doncs, el calcul del nombre d’aparellaments que
donen lloc a G. Fixem un ordre arbitrari de les arestes de G. Llavors podem
ordenar les semiarestes incidents al vertex i de d;! maneres i aparellar-les
segons aquest ordre i 'ordre de les arestes. A causa dels llacos i de les arestes
multiples, un aparellament particular apareixera [ [icn) 2% ai! [ [1<i<j<n bi j! ve-
gades. Finalment, la probabilitat d’aparellar les dues semiarestes correctes al
past és oo b d’aqui s’obté la férmula (1).

Observeu que, donada d,,, la probabilitat en (1) només depén del nombre
de llacos i arestes multiples de G, de manera que la probabilitat de qualsevol
graf simple és la mateixa. Aixi doncs, CM,, condicionat a I'’esdeveniment de ser
simple i G;, tenen la mateixa llei de probabilitat, és a dir,

P(CM,, = G | CM,, és simple) = P(G, = G). 2)

Aquesta és I’'observacié clau que ens permet estudiar grafs aleatoris utilitzant
el model de configuracio. Per a qualsevol propietat 7 de grafs simples,
P(CM,, € P)

P(G, € P) = P(CM,, € P | CM,, és simple) = P(CM,, és simple) 3)

i, entenent la probabilitat que el model de configuracié produeixi un graf simple,
podem transferir les probabilitats del model de configuraci6 als grafs aleatoris.

Abans de donar una expressio per a la probabilitat que G,, sigui simple,
parlem breument de la distribucié de llacos i arestes multiples. Siguin L,
i M,, variables aleatories que compten, respectivament, el nombre de llacos i
de parelles d’arestes dobles que no sén llacos a CM,,. Podem escriure L, =
Dlicin] 2l<r<s<d; Xinr,s» on X, ¢ €és la variable aleatoria indicadora que la 7-
esima i la s-ésima semiarestes incidents al vertex i s’han aparellat, d’on es
desprén que E[X;, ] = ﬁ Es pot obtenir una expressio similar per a M.
Per linealitat de I'’esperanca,

1 Vn
E[Ln] = mi%ﬂ di(di-1) = 7(1 + 0(1/my)),

1
EM ) = e = D mn = 3) ije[nz] iﬂ.di(di - Ddjtd; =1 @

- %(vg — k) (1 +0(1/my)),

on
1
vpi=—— > di(di-1),
Mn ic)
1
Kni= o > didi-1)2

N je(n]
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Els parametres v, i kK, es poden expresar com a combinaci6 lineal de moments
de la seqiiéncia de graus. Com veurem més endavant, v, és un parametre
clau, no tan sols per controlar el nombre de llacos i arestes dobles, sin6
també per entendre I’estructura de components i les distancies dins del graf
aleatori. D’altra banda, k5 juga un paper més secundari i, per a la gran majoria
de seqiiéncies de graus, es té que kK, = 0(vy). Arribats a aquest punt, és util
establir algunes condicions sobre la seqiiéncia de graus considerada. Donada d,,,
definim la distribucio de graus D,, = D, (d,) com la variable aleatoria sobre N
que indica el grau d’un vértex triat uniformement a I'atzar, és a dir,

P(Dy =k) = Ak = % per atotk > 1. (5)

Enunciem ara, doncs, les nostres hipotesis sobre la seqiiéncia de graus que
suposarem per a la majoria dels resultats presentats en aquest article.

HIPOTESI A. Existeix una distribucio de probabilitat D = D(d) sobre N amb
Ay =P(D =k) peratotk =1i

1. Dy 4 D, és a dir, limy . Apkx = Ak per a totk = 1;

2. lim,, . E[D;] existeix, és finitiés igual a A :== E[D];

3. limy, . E[D2] existeix, és finit i és igual a E[D?].
OBSERVACIO 1 (DISCUSSIO SOBRE LA HIPOTESI A). La primera hipotesi ens per-
met descriure CM,, en termes dels parametres limit. La segona hipotesi res-

tringeix el nombre d’arestes, en particular, m,, = ©(n). Finalment, la tercera
hipotesi controla la variancia de la distribuci6 dels graus. Definim

= % = ;\%k(k — 1) Ak
La hipotesi implica que
lim vy, = v € [0, o), (6)
i que el grau maxim compleix
Ap = o(V/n).

OBSERVACIO 2 (HIPOTESIS A LA LITERATURA). Cada resultat sobre els grafs alea-
toris a la literatura utilitza el seu propi conjunt d’hipotesis sobre la seqiiéncia
de graus donada, sovint sobre caracteristiques com la suavitat, la convergencia
(uniforme) o I'acotacié de certs parametres com el grau maxim i el grau minim.
Aquestes hipotesis acostumen a ser técniques i complicades d’enunciar. Tan-
mateix, una gran part dels resultats se satisfan sota hipotesis molt similars
a la hipotesi A. De fet, les nostres condicions sén essencialment les condi-
cions més febles sobre d sota les quals CMgq té una descripci6 local simple
(vegeu la seccio 4). Per tant, escollim la hipotesi A com un marc comu per a
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tots els resultats donats en aquest article. Eventualment, alguns dels resultats
requeriran condicions addicionals; en tal cas les destacarem i en justificarem la
necessitat. En altres casos, adaptarem alguns resultats a seqiiencies de graus
més enlla de les cobertes per les nostres hipotesis principals. En particular, la
seccio 7 estara dedicada a seqiiéncies de graus sense restriccions en el segon
moment.

Tornant a la probabilitat que el model de configuracié sigui simple, sota la
hipotesi A, el nombre esperat de llacos i arestes multiples és constant: de (4)
en deduim

E[Ln] ~v/2 i E[Myn]~v?/4,

on hem utilitzat (6), i que k,, = 0(1), ja que v,, = O(1). Per a n prou gran, els
llacos i les arestes dobles probablement apareixeran lluny els uns dels altres,
mostrant correlacions febles que s’esvaniran en el limit. Les variables aleatories
que compten el nombre d’aparicions independents d’esdeveniments amb poca
probabilitat segueixen distribucions de Poisson. Aixi doncs, en el limit, L,, i M,
esdevenen variables aleatories de Poisson independents amb parametres v/2
i v2/4, respectivament.

Un lla¢ es pot entendre com un cicle de longitud 1, i una aresta doble, com
un cicle de longitud 2. Donem, doncs, el segiient resultat més general per a
la distribuci6 de cicles curts en el model de configuracio (vegeu [26] per una
demostracié usant el metode dels moments).

TEOREMA 3. Suposem que d satisfa la hipotesi A. Per a k € N, sigui X, x el
nombre de cicles de longitud k en CM,,. Aleshores, per a qualsevol seqtiencia
finita k1, ..., k; d’enters no negatius, el vector aleatori (Xnk,,--.,Xnk,) con-
vergeix en distribucio a un vector de variables de Poisson independents amb
parametres &, = vki |2k, respectivament.

Com a conseqiiencia del teorema anterior i (3), obtenim el resultat segiient.

TEOREMA 4. Suposem que d satisfa la hipotesi A. Llavors,

[

,le P(CM,, és simple) = e I7T > 0.
En particular, qualsevol esdeveniment que es compleixi amb alta probabilitat
per a CM,, també es complira amb alta probabilitat per a G,,.

La demostraci6 original d’aquest resultat és de Bender i Canfield [4] per
a Ay, = O(1) i de Bollobas [5] per a A, < /2logn — 1. La demostracio del
teorema sota les nostres hipotesis és de Janson [31].

Si X és una variable de Poisson amb parametre A > 0, la probabilitat que
X = 0 és e, La probabilitat que CM,, sigui simple és equivalent a L,, = 0
i M, = 0. La primera part del teorema encaixa amb el fet que, en el limit,
L, i M, son variables aleatories de Poisson independents amb parametres v /2
i v2/4, respectivament. La segona part justifica I'is del model de configuracio
per a estudiar les propietats tipiques dels grafs aleatoris.



176 Guillem Perarnau

Al llarg d’aquest article, ens centrarem en resultats sobre el graf aleatori G,
que passen amb alta probabilitat. La gran majoria son demostrats primer pel
model de configuraci6 CM,, i després transferits a G, utilitzant el teorema 4.

OBSERVACIO 5 (GRAFS ALEATORIS BINOMIALS). El grau d’un vertex en Gy, es
distribueix com una distribucié binomial Bin(n — 1,p). Si p = p», = A/n per
a A € (0,0), llavors el grau convergeix en distribucié a una Poisson Po(A).
Observeu que la seqiiéncia de graus de Gy, €s una sequiéncia aleatoria i, per
tant, Gy, No és un cas particular de Gyq,, €n que la seqiiencia de graus d,
esta fixada a priori. Tot i aixo, la seqiiéncia de seqiiencies de graus de Gy p
satisfa la hipotesi A amb alta probabilitat. Per tant, qualsevol esdeveniment
que es compleixi amb alta probabilitat en CM,, també es complira amb alta
probabilitat en Gy ,. Aquest argument es pot estendre als grafs aleatoris
generalitzats (vegeu, per exemple, [26, seccio 7]).

4 Aproximacio per processos de ramificacio

Assumint la hipotesi A i segons el teorema 3, esperem un nombre constant de
cicles de longitud acotada. Aixi doncs, amb alta probabilitat, el veinatge d’'un
vertex aleatori d'una profunditat constant és un arbre construit de manera
aleatoria. Aquesta és la principal motivacié per utilitzar processos de ramifi-
cacio. Aquesta seccié conté una breu introducci6 als processos de ramificacio
i s’explica com es poden acoblar amb I’exploracié del veinatge d'un vertex
a CMy,.

4.1 Processos de ramificacio

Considerem una variable aleatoria & sobre els enters no negatius i siguin
(&i,t)i=1,t>0 copies independents i identicament distribuides de &. El procés de
ramificacio (X¢)t=o amb distribucioé de descendéncia & (també conegut com a
arbre de Bienaymeé-Galton-Watson) es defineix com Xy =11, sit > 0,

Xt
Xei1 =D Eir.

i=1

Els processos de ramificacié solen representar-se com a arbres arrelats. Per a
qualsevol t > 0 i qualsevol element i comptat per X;, li assignem &;; fills, que
representen els elements comptats per X;;;. Aleshores, la t-esima generacio
del procés és el conjunt d’elements a distancia t de l'arrel, que té mida X;.
En algunes de les aplicacions d’aquest article, I’arrel del procés tindra una
distribucié de descendencia diferent de la resta d’elements del procés; en tal
cas ho destacarem.
Definim I’esdeveniment d’extincio i la probabilitat d’extincio, respectivament,
com
EF:={3t=20:X;, =0} i n:="PE). (7)
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Observeu que si n = 1, llavors el procés s’extingeix quasi segurament (amb
probabilitat 1), mentre que si n < 1, hi ha una probabilitat positiva que el procés
sobrevisqui. Un dels resultats més notoris sobre els processos de ramificacio
en determina la probabilitat d’extincio.

TEOREMA 6. Sigui (X;)¢=0 un procés de ramificacio que té distribucio de descen-
dencia &. Aleshores n és la solucio no negativa més petita de z = > .o P(& =
k)zk. En particular:

(i) SiE[E] <1 iP(E=1) <1, llavorsn =1;
(i) SiE[E] > 1 0P(E=1) =1, llavorsn < 1.

Descartant el cas degenerat P(§ = 1) = 1, el teorema estableix que, si
el nombre esperat de descendents de cada vértex és com a maxim 1, llavors el
procés s’extingeix quasi segurament.

La distribucio conjugada de &, denotada per é, es defineix com

P(€ = k) :=n*"'P(E=k), peratotk=D0. (8)

Les distribucions conjugades s’utilitzen per descriure els processos de
ramificacio condicionats a I’extincio.

LEMA 7. Sigui (X¢)¢=0 un procés de ramificacio amb distribucio de descendeén-
cia & que compleix n > 0. Condicionat a E, (X;);=o0 té la mateixa distribucio que
un procés de ramificacio amb distribucio de descendéncia &.

Aquest lema es pot interpretar de la segiient manera: com que la probabilitat
d’extinci6 n és positiva, pot ser que el procés s’extingeixi. Aquest esdeveniment
es defineix de manera global i, per tant, a priori, el procés condicionat a
I'extinci6é podria tenir una llei de probabilitat complicada. El resultat diu que
aquest no és el cas; la seva descripcio és molt senzilla ja que no deixa de ser un
procés de ramificacié6 amb una altra distribucié de descendéncia. En particular,
manté totes les propietats d’independencia intrinseques d’aquests processos.

Les demostracions dels resultats d’aquesta part es poden trobar, per exem-
ple, a [26, secci6 3].

4.2 Acoblament amb el veinatge d’un vértex

El veinatge local d’'un vertex en el model de configuraci6é pot ser acoblat amb
un procés de ramificacié amb distribucié provinent de la seqiiéncia de graus,
de manera que 'acoblament tingui éxit amb alta probabilitat.

Recordeu la definici6 de veinatge a la secci6 2. El nostre objectiu és estudiar
el procés estocastic (|N¢(v)|)o<t<h, per al qual necessitem introduir un procés
d’exploracié de CM,,. Aix0 ens permetra estudiar aquest model a través de
I'estudi dels processos de ramificacio.

Donada una regla de prioritat R sobre les semiarestes, considerem el se-
glient procés que genera CM,:
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(i) triem una semiaresta sense emparellar e (si n’hi ha alguna) segons R;
(ii) triem una semiaresta sense emparellar f + e uniformement a I’atzar;
(iii) emparellem e i f, i prosseguim.

Tot i que aquest procediment genera el model de punt, és senzill d’analitzar,
ja que el conjunt de semiarestes sense emparellar en un cert moment és aleatori
i depén de les eleccions fetes anteriorment. En lloc d’aquest procés inicial,
considerem l'objecte CM;; generat pel procediment anterior substituint (ii) pel
pas seguent:

(ii*) triem una semiaresta f uniformement a ’atzar entre totes les semiarestes.

Cal observar que en CM;: les semiarestes es poden emparellar més d’un cop,
de manera que l'objecte resultant és un conjunt de parelles de semiarestes (no
necessariament diferents). En aquest objecte hi podem definir una distancia,? i
té sentit considerar els h- i (< h)-veinatges de v en CM;.

Per determinar N.p(v), executem el procés d’exploracié comencant a v i
amb la regla de prioritat donada per I’ordre BFS (breadth first search): en cada
moment triem una de les semiarestes e més properes a v que encara no hagi
estat emparellada, i si totes les semiarestes estan a distancia infinita de v,
triem llavors la que tingui 'etiqueta més petita. Com que només necessitem
generar el veinatge de v fins a una profunditat h, aturarem el procés quan
totes les semiarestes sense emparellar estiguin a una distancia més gran o igual
que h de v.

Definim Aj, (v) com I'esdeveniment en CM}; que, fins al pas que determina
completament N.j (v), cap semiaresta emparellada ni la semiaresta e seleccio-
nada al pas (i) no s’han seleccionat al pas (ii*). Condicionats a Ay (v), CM,,
i CM;; tenen la mateixa distribucio i podem considerar 'acoblament natural
entre els dos.

Definim By (v) com 'esdeveniment en CM,, (0 en CM;)) en qué no s’ha
creat cap cicle fins al pas que determina N<j (v). Si By (v) es compleix, N<j (v)
indueix un arbre a CM,, (0 a CM;").

En aquest punt podem relacionar I’exploraci6 del veinatge local de v a CM,
amb el procés de ramificacié corresponent. Sigui U el vertex (aleatori) incident
a f, la semiaresta que s’ha triat al pas (ii*). Com que triem f del conjunt de
totes les semiarestes, per a tot u € [n], la probabilitat que U = u és d,, /my,.
En particular, la probabilitat que U tingui grau k és

Pdy=k) = > @=k-M=:[P’(D,’;=k),
u:dy =k m m

on D;} és coneguda com la distribucio esbiaixada per la mida de Dy, i Dy, es
defineix com a (5).

Com que v esta fixat, N1 (v)| = dy. Sigui 2 <t < h i suposem que som al
pas just després que N;_;(v) hagi estat determinat. El nombre de semiarestes

2 La distancia entre v i w en CM* es defineix com la longitud de la seqiiéncia més curta de
parelles de semiarestes tal que cada dues parelles consecutives tenen dues semiarestes incidents
a un mateix vertex, la primera parella és incident a v i I'illtima és incident a w.
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incidents a aquest conjunt i encara no aparellades és mesurable respecte a la
historia actual del procés d’exploracio, mentre que N¢(v) encara és aleatori.
Si es compleix Ay (v) N By (v), hi ha [N¢(v)| semiarestes incidents a N¢_; (v)
(ja que no hi ha cicles curts) i cadascuna d’elles s’aparellara a una semiaresta
aleatoria, incident a un vertex el grau del qual es distribueix segons D;;. Com
que no hi ha cicles, tots aquests vertexs son diferents i

[N (V)]

INci(W) = > &,

i=1

on &;: son variables aleatories independents amb distribucié D} — 1. Aqui,
el —1 descompta la semiaresta adjacent a cada vertex de N;(v) que connecta
amb N¢_1(v).

Per tant, si es compleix A, (v) N Br(v), (INt(v)|)o<t<n €s pot acoblar amb
el procés (Xi)o<t<h, que compleix X; = dy.

Resta calcular la probabilitat que qualsevol dels esdeveniments falli. Com
que la probabilitat de triar f incident amb u en un pas donat és d,, /m,, i aixo
produeix un increment de (d, — 1) semiarestes noves que podrien fer que
I’acoblament fallés, el nombre esperat de semiarestes conflictives’ afegides a
cada pas és

n

E[DZ—1]=ZM=WL,

i=1 Mn
que esta acotat per la hipotesi A. Per tant, en el nombre de passos que es
requereixen per revelar el veinatge de v fins a una profunditat constant, el
nombre esperat de semiarestes conflictives és constant i és improbable que
aquestes siguin triades com a semiarestes f durant el procés. Aquestes son
les idees principals que hi ha darrere del resultat segiient, que determina
asimptoticament la llei de la mida del veinatge local d’un vertex.

LEMA 8 (PRIMER LEMA D’ACOBLAMENT). Suposem que d satisfa la hipotesi A.
Sigui v € [n]. Considerem (X;)¢>o un procés de ramificacio amb descenden-
cia D} — 1 que compleix X; = d,. Per a qualsevol h € N, hi ha un acoblament
entre el procés d’exploracio de CM,, comencant a v i (X;)¢=0, de manera que

P((IN:(v)Do<t<h = (Xt)o<t<n) =1 —0(1/n). 9)

Cal observar que la probabilitat que I’acoblament falli és massa gran per
demostrar que tots els veinatges de profunditat acotada h sén arbres. Aixo
encaixa bé amb el teorema 3, que implica que el nombre de cicles curts és
positiu amb probabilitat positiva.

El lema anterior descriu el veinatge d’un vertex v fixat a priori, pero es
pot adaptar al veinatge d’un veértex V,, triat uniformement a I’atzar de [n]. En
aquest ultim cas, X; segueix la distribucié D,,, i, per tant, definim els processos
seguents.

3 Les semiarestes conflictives son aquelles incidents a vertexs que tenen una semiaresta
incident ja emparellada, ja que aquestes podrien donar lloc a cicles o ser reaparellades a CM ;.
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DEFINICIO 9. Sigui (Yy,¢)¢=0 €l procés de ramificacié amb distribucié de des-
cendencia D} — 1, on I'arrel té distribuci6 de descendéncia D,. Sigui (Y;)¢»0
el procés de ramificacio amb distribuci6 de descendéncia D* — 1, on I’arrel té
distribuci6é de descendéncia D. Aqui D* denota la distribuci6 esbiaixada per la
mida de D, és a dir,

P(D* = k) = %, per a tot k > 1,
que en particular satisfa
E[D* - 1] = v. (10)

LEMA 10 (SEGON LEMA D’ACOBLAMENT). Suposem que d satisfa la hipotesi A i
sigui (Yn,t)t=0 com en la definicio 9. Per a qualsevol h € N, hi ha un acoblament
entre el procés d’exploracio de CM,, que comenca en un vertex V, escollit
uniformement a U'atzar i (Yn,t)i=0, de manera que

P((INt (Vi) Do<t<h = (Ynt)o<t<n) =1 -0(1/n). (11)

OBSERVACIO 11. Al lema 10 podem substituir (Y )¢>0 per (Y:)s>o a costa de
reemplacar 1 — O(1/n) per 1 — o(1), fent més feble la conclusi6. De fet, la
probabilitat que I’acoblament falli depén de la velocitat de convergéncia en les
condicions de la hipotesi A.

Els lemes d’acoblament anteriors es poden estendre si h = h, — o
quan n — oo, sempre que el (< hy,)-veinatge tingui mida o(./n); en aquest
cas, la probabilitat d’exit a (9) i (11) s’ha de reemplacar per 1 — o(1).

5 Estructura de les components connexes

Un dels problemes fonamentals en grafs aleatoris és descriure la seva estructura
de components connexes en funci6 dels valors dels seus parametres. De fet,
una de les aplicacions principals dels grafs aleatoris és la modelitzacio de
fenomens estudiats per la fisica estadistica, especialment en relacié amb les
transicions de fase. Aquest fenomen té lloc quan un sistema fisic experimenta
un canvi abrupte i qualitatiu en resposta a petites variacions en un parametre
extern, com ara la temperatura o la pressio. Un exemple d’aquesta transicio de
fase es pot observar en el pas entre els diferents estats de 'aigua, els quals
es poden modelar mitjancant grafs aleatoris diferents; vegeu, per exemple,
la revisié de Duminil-Copin [15]. En aquests grafs, els parametres externs es
representen a través dels parametres del model.

En aquesta secci6 ens endinsem en I'estudi de la transicié de fase per la
propietat de I'existéncia d'una component connexa macroscopica en el graf,
en contrast amb un graf altament fragmentat. El resultat fundacional i més
important en la teoria de grafs aleatoris va ser provat per Erd6s i Rényi [16]:
essent C1(Gy,p) la component més gran del graf aleatori binomial Gy, p, si
p=pmn) =A/nperal >0, tenim el seglient:
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e siA <1, llavors v(C1(Gp,p)) = ©(logn) aap;
o siA =1, 1lavors v(Ci(Gn,p)) = O(n?/3) aap;
e siA> 1, llavors v (Cq(Gy,p)) = O(n) aap.

Aquestes tres fases son conegudes, respectivament, com els regims subcritic,
critic i supercritic. En el regim supercritic, la component connexa d’ordre lineal
és coneguda com la component gegant i totes les altres components tenen
ordre O(logn). Aquest resultat es coneix informalment com el doble salt, degut
a l'evolucio6 de 'ordre de la component més gran al voltant de p = 1/n.

Un fenomen similar emergeix en els grafs aleatoris amb una seqiiéncia de
graus donada. En el nostre cas, el parametre del model Gy g, és la sequiéncia
de graus d;. Aixi doncs, 'objectiu principal d’aquesta secci6 és determinar les
sequeéncies de graus d;, per a les quals v (C1(Gy)) = o(n) aap, i aquelles per a
les quals v (Cy (Gy,)) = ©(n) aap.

5.1 El criteri de Molloy-Reed

En aquesta seccio presentem un criteri per determinar I’existéncia d’'una com-
ponent gegant que és valid sota la hipotesi A. Abans de presentar-lo, donem
una intuici6 per entendre’l.

Sigui V,, un vertex triat uniformement a 'atzar de [7]. Pel lema 10 i I'obser-
vacio 11, aap el veinatge local de V;, es comporta com les primeres generacions
de (Y;):=0. La sub/supercriticalitat d’aquest procés no depén de la distribu-
ci6 de descendéncia de I'arrel, que és D, siné només de la distribuci6 de
descendencia dels altres elements, que és D* — 1 i que té esperanca v segons
I’equaci6 (10). Pel teorema 6, el valor de v determina si el procés s’extingeix
quasi segurament o si té probabilitat positiva de sobreviure. Aquesta és la
intuicié que hi ha darrere del resultat segiient.

TEOREMA 12 (CRITERI DE MOLLOY-REED). Suposem que d satisfa la hipotesi A.
Aleshores,
(i) siv <1, llavors v(C1(Gy)) = o(n) aap;
(i) siv > 1, llavors v(C1(Gy)) = O(n) aap.
La primera demostracié d’aquest teorema és de Molloy i Reed [43], pero
requereix condicions més fortes sobre la seqiiéncia de graus. El resultat com

es presenta aqui és conseqiiéncia d'un resultat de Janson i Luczak [32] que
discutirem amb detall més endavant.

OBSERVACIO 13. A la literatura també s’utilitzen els parametres
1 1
Qui=— > di(di=2)=vp—1, Q=7 > k(k-2)Ax=v -1
m . A
ie[n] k>1

Mentre que v, és aproximadament el nombre esperat de nous veins de cada
vertex en les primeres etapes del procés d’exploracio, Q, es pot interpretar
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de la manera segiient. Sigui E; el nombre d’arestes entre els conjunts de
vertexs explorats i de no explorats en el pas t del procés. Si t és prou petit,
Qn ~ E¢(Ef — Et—1), on E; és 'esperanca condicionada, on condicionem a la
historia generada pels primers t — 1 passos del procés.

5.2 El regim subcritic

El cas v < 1 (0 Q < 0) es coneix com a régim subcritic. D’'una banda, si
Dy ~ Po(A) amb A < 1, el graf aleatori s’assembla a un G, , amb p = A/n,
que satisfa v(C1(Gy,p)) = O(logn) aap. D’altra banda, de manera determi-
nista, v(C1(Gy)) = Ay + 1, que pot créixer més rapidament que de manera
logaritmica.

Per determinar 'ordre de la component més gran, ens centrarem en l'estudi
de la component d’'un veértex triat uniformement a 'atzar. Sigui (Yy,¢) =0 com
en la definicio 9. Per la desigualtat de Markov, la probabilitat que el procés de
ramificacié sobrevisqui fins a la generacio t > 1 és

P(Yne > 1) < E[Yne] = ELDRELD} = 11071 = Ty iL,

que té un decreixement exponencial en t. Si t és més gran que ul(fggv: o~ Ii(o)thl'

aleshores obtenim que la probabilitat que algun vertex a CM,, tingui vertexs a
distancia t és a com a maxim

z dyv‘z_l = mnvz_l = 0(1).
veln]

Tot i que aixo indica que el diametre de cada component és logaritmic, bé
podria ser el cas que el nombre de vértexs en aquestes components fos molt
més gran. El resultat segiient demostra que no és aixi.

TEOREMA 14. Suposem que d satisfa la hipotesi A. Si v < 1, llavors aap
V(C1(Gy)) = O(Aplogn).

Molloy i Reed [43] anteriorment havien demostrat que v(C1(Gy,))=0(A2logn)
i aquesta millora en la cota superior ha estat provada recentment per Coulson i
l'autor [12].

5.3 El regim supercritic

El cas v > 1 (0 Q > 0) es coneix com a régim supercritic. El teorema 12
garanteix I’existencia d’'una component gegant, pero quin és el seu ordre i la
seva mida? Per determinar-ho, estudiarem la probabilitat que un vertex triat
uniformement V,, pertanyi a la component gegant.

Per obtenir una intuicié podem usar ’acoblament amb processos de ramifi-
cacio6 descrit en la secci6 4. Sigui (Y:):=o com a la definicié 9. Com que v > 1,
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hi ha una probabilitat positiva que el procés sobrevisqui indefinidament. D’una
banda, si el procés s’extingeix, ho fara tipicament en un nombre constant de
passos, i V,, pertanyera a una component petita. D’altra banda, si el procés
sobreviu, la component de V,, creixera fins a un punt en queé ja no es podra aco-
blar amb (Y;):0. En aquest punt, la component exposada sera suficientment
gran i aap formara part de la component gegant.

Tot i que el comportament sub/supercritic de (Y;);>0 no depén de la distri-
buci6 de descendéncia de I’arrel, la probabilitat d’extincio6 si que en depen. Sigui
n la probabilitat d’extincié d’'un procés de ramificaci6 amb descendéncia D* — 1.
Condicionat a Y7 = k, (Y;):=0 només s’extingira si tots els k subprocessos inde-
pendents que comencen a la primera generacié s’extingeixen, cosa que passa
amb probabilitat n*. Com que P(Y; = k) = Ay, tenim que la probabilitat de
superviveéncia de (Y¢)¢=o €s

> A-nHAr=1-> n*Aw
k>1 k>1

Pel que fa al nombre d’arestes contingudes a la component gegant, la situaci6
és diferent. Sigui E, una aresta triada uniformement a I’atzar, i U,, un dels
extrems de E,. Llavors, per a qualsevol u € [n], la probabilitat que U,, = u
és proporcional al nombre de semiarestes incidents a u. Aixi, el grau dy, es
distribueix segons D;;, que s’aproxima per D*. El veinatge de E, és la unio
dels veinatges dels seus dos extrems. En contrast amb els veinatges de vertexs,
aqui I'extrem U, dona lloc a dy, — 1 arestes noves en el primer pas (ja que
E, no es compta). Per tant, el veinatge de E, es pot acoblar amb un procés de
ramificacié (Xt);>o amb distribucié de descendéncia D* — 1 i Xy = 2. D’aqui es
dedueix que la probabilitat que una aresta E,, pertanyi a la component gegant
és 1 — n2.

La discussi6 anterior proporciona la intuicié que hi ha darrere del teorema
seguent.

TEOREMA 15. Suposem que d satisfa la hipotesi A. Siv > 1, llavors

lim M =1- Z nkz\k, en probabilitat, (12)
nee n k>1

lim ${€1(Gn)) _ é(1 -n%),  en probabilitat,

n—o n 2

on n és la probabilitat d’extincio d’'un procés de ramificacio amb distribucio de
descendencia D* — 1.
A més a més, per a qualsevol altra component C de Gy,

lim 4€) _

n-eo N

0, en probabilitat.
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El teorema 15 va ser demostrat inicialment per Molloy i Reed [44] sota
condicions més fortes sobre la seqiiéncia de graus; el resultat com s’indica
aqui és de Janson i Luczak [32]. De fet, (12) també es compleix si eliminem
la hipotesi A.3 i demanem que P(D > 3) > 0, com van demostrar Bollobas i
Riordan [6] (vegeu també van der Hofstad [27, seccio 4]).

5.4 El régim critic

El cas v =1 (0 Q = 0), conegut com a régim critic, ha generat molt d’interés en
la literatura. Aquest regim es divideix en tres subregims: el quasisubcritic, la
finestra critica i el quasisupercritic. En paraules, la finestra critica és el conjunt
de parametres que fan que el graf aleatori es comporti com un objecte critic.
Aleshores, el subrégim quasisubcritic (0 quasisupercritic) és el subregim entre
el regim subcritic (o supercritic) i la finestra critica. Per distingir entre els tres
regims, cal considerar la velocitat a la qual Q, convergeix a Q quan n — o i
utilitzar informaci6é addicional sobre el procés.
Definim )
. 2
Ry = — > di(di —2)2

N jeln]

Recordeu la definici6 de E; a I'observaci6 13. Per a t prou petit, Q, ~ E¢(Ef —
Ei—1) i Ry ~ E;((Et — Et—1)?). Si Q — 0 prou rapidament, llavors el temps
que triga E; a ser zero (moment en que s’acaba I’exploracié d’'una component
connexa) només depén de les fluctuacions del procés, donades per R, i no
per Q. Hatami i Molloy ([25]) van trobar la condicié necessaria i suficient
perque aixo passi, establint 'amplada de la finestra critica sota la hipotesi A (i
un parell de condicions addicionals més): per a qualsevol A, € > 0 existeix C > 1
tal que si Q, — 01 |Qnl3n/R2 < A, llavors

P (v(cl(@n»

-1
R n203 g (C ,C)> <e€.

Observeu que si R, = O(1), llavors la finestra critica es comporta com la
del graf aleatori binomial Gy, quan p = % + 0(n=%3), fet que dona lloc a
components de mida ®(n?/3).

La distribuci6 limit dels ordres de les components més grans, adequadament
normalitzats, ha estat estudiada en [13, 14, 35]. Riordan ([46]) va donar la
descripci6o completa dels dos subregims per a seqiiencies de graus acotats.
Aquests resultats s’han estés recentment per seqiiéncies de graus no acotats per
al subregim quasisubcritic [12] i el quasisupercritic [28, 32].

5.5 Un criteri universal

El criteri de Molloy-Reed no es compleix de manera general per a seqliéncies de
graus més enlla de les que compleixen la hipotesi A. Com es mostra a [6, 27],
la hipotesi A.3 es pot eliminar de les condicions, pero aixo no passa amb
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les altres suposicions. Joos, Rautenbach, Reed i 'autor ([34]) van proposar el
criteri seglient, que funciona per a totes les seqliencies de graus d,,. Fixem d,, i
assumim que d; < - - - < d, (altrament, podem reetiquetar els vértexs perquée
aixi sia) i definim els parametres segiients:

Tf’Ln = Z di,
d;+2
J
Jro= inf{j €[nl: > di(d;i-2) > O} AN,
. i=1
Sn = Z dj.
Jj=jn

En termes d’aquests parametres, es pot donar la segiient classificacio de se-
quiencies per a I'existéncia d'una component gegant.

TEOREMA 16 (CRITERI UNIVERSAL PER A LA COMPONENT GEGANT). Per a qual-
sevol seqriencia de graus d,,,
(i) Sithy, — © iSy, =o0n), llavors v(C1(Gy)) = o(n) aap;
(ii) Sitiy, — © i Sy = O(n), llavors v (C1(Gy)) = O(n) aap;
(iii) si v, = O(1), llavors, per a cada € > 0, existeix 5 > 0 tal que

P(@se)zé, P(Wal—e)zé.

5.6 Grafs aleatoris dirigits

Moltes de les xarxes que ens trobem en el mén real son dirigides, és a dir, el fet
que un vertex es connecti amb un altre no necessariament implica que el segon
estigui connectat amb el primer. Alguns exemples son la world wide web (xarxa
d’Internet on les arestes son hiperenllacos d’'una pagina a una altra), la xarxa de
citacions en articles cientifics, algunes xarxes socials (Instagram, Twitter, etc.)
o la xarxa de carreteres d'una ciutat. Els grafs dirigits tenen similituds amb
els no dirigits, pero algunes nocions, aixi com els resultats que les estudien,
canvien drasticament. En aquesta secci6 discutim breument I’estructura de les
components fortament connexes dels grafs aleatoris dirigits, pero primer ens
cal definir-los. -

Una seqtiéncia de digraus de longitud n és una seqiiencia d,=((d;, d;))icn,
ond; id; son numeros enters no negatius amb d;,d; <n-1,peratoti e [n].
Totes les definicions i notacions basiques per al cas no dirigit, s’adapten de
forma natural a grafs (aleatoris) dirigits. Donada una seqiiéncia de digraus
factible d,,, G = @n’an és un graf dirigit triat uniformement aleatoriament
entre tots els grafs dirigits amb conjunt de vertexs [n] i amb seqiiéncia de
digraus dy,.
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Sigui Dy, = (D;;, D) el grau d’un vértex triat uniformement a l'atzar a [n].
Podem establir hipotesis analogues a la hipotesi A per a seqiiéncies de digrauS'

existeix una distribucié de probabilitat D = (D~,D*) a 7%, tal que Dy, 4Hi
per a tots els nimeros enters no negatius a, b amb a + b < 2,

lim E[(D;,)*(D;)"] = E[(D7)*(D")?] < 0
Definim
_ . E[DD"]
" E[D-]

Llavors v controla si la component fortament connexa més gran té ordre lineal
(vegeu [11, 7]):si vV > 1,

(13)

}LE’EIO w = C, en probabilitat, (14)
per a alguna constant ¢ > 0;1isi vV < 1, llavors v(C1(Gp)) = O(1).

5.7 Percolacio

Donada una propietat d’'una xarxa, és natural plantejar-nos com és de robusta
davant de determinats canvis en ’ambient. En el nostre cas, ho mesurarem a
través del concepte de percolacio: si cada aresta és eliminada amb una certa
probabilitat, quina és la probabilitat que la propietat es perdi? Ens focalitzarem
en la propietat de contenir una component gegant; per tant, assumirem que
v > 1 per tal que el graf aleatori inicialment satisfaci aquesta propietat aap.
Aleshores estudiarem quina és la minima probabilitat d’eliminacié que fa que
la percolaci6 canvia I'estructura de components de manera substancial. Aques-
ta noci6é té multiples aplicacions, per exemple, en l'estabilitat dels sistemes
ecologics o en la resisténcia d'una xarxa de comunicaci6 a atacs aleatoris.

Donat un graf G i p € [0, 1], el graf p-percolat G¥ és un graf aleatori obtin-
gut a partir de G mantenint cada aresta independentment amb probabilitat p.
Per exemple, si G = K, és el graf complet amb n vertexs, llavors G? = Gy, p €s
el graf aleatori binomial.

Quan considerem G, primer cal observar que hi ha dos nivells d’alea-
torietat: primer triem un graf aleatori G, i després percolem cada aresta
independentment amb probabilitat p. No obstant aixo, I’heuristica segiient
és valida sempre que la seqiiéncia de graus satisfaci la hipotesi A. Construim
una seqiiéncia (aleatoria) de graus percolats d}, mantenint cada semiaresta
de la seqiiéncia de graus original d,, independentment amb probabilitat p.
Suposant que la suma dels graus percolats sigui parell (condici6 necessaria per
ser sequiencia de graus), podem considerar el model de configuracio CM,, 4v.
Llavors, CM,, g2 té la mateixa llei de probabilitat que (CMy, g,)".

Aleshores, la probabilitat critica de percolacio p. es defineix com I'infim
de les probabilitats p que fan que el graf aleatori percolat G}, tingui una
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component gegant aap. El grau en d}, d’'un vértex de grau £ en d,, esta distribuit
com a Bin(¥#, p). Per tant, el nombre esperat de vértexs de grau k en d) és

A= 2 A (i)v"(l -’k

{=k

i podem calcular el grau mitja esperat de d,

S g = X kY A )ptn -t

k>1 k=1 {>k
_ O\ kor ik
> Ao 2 k[, Pt -p)
=1 k<t
= > plAy=pA,
£=1

on hem utilitzat que E[Bin(¥, p)] = £p. De manera similar podem fer servir
que Var(Bin(¥,p)) = £p(1 — p) per obtenir

D> k(k— 1AL =p* > k(k—1)A.
k>1 k>1
Definim
_ Zkzl k(k — 1)2\5 .
D=1 kAL
Segons 'heuristica introduida en les seccions anteriors, la condicié per a

la supercriticalitat del graf aleatori percolat és v > 1, que és equivalent
ap > 1/v, com estableix el teorema segiient.

VP

TEOREMA 17. Suposem que d satisfa la hipotesi A ambv > 1. Siguip. :=1/v €
(0,1). Llavors,

(i) sip < pe, lavors v (C1(Gh)) = o(n) aap;
(ii) sip > pe, lavors v(C1(Gh)) = O(n) aap.

Aquest resultat va ser demostrat per Fountoulakis [20] sota condicions més
fortes en la seqiiéncia de grau, i I'enunciat donat aqui és de Janson [30], que
també va calcular 'orde asimptotic de C;(Gh) quan p > pe.

5.8 Connectivitat

Més enlla del llindar per a 'existéncia d’'una component gegant, arribem al
llindar per a la connectivitat del graf. Recordem que un graf és connex si
tots els vertexs estan a distancia finita els uns dels altres. La connectivitat
és una propietat desitjable en moltes xarxes. Per exemple, en una xarxa de
telecomunicacions, com la xarxa 5G, la connectivitat certifica que dos nodes
qualssevol es poden comunicar a través d’ella.
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Luczak ([37]) va demostrar que si d; > 3 per a toti € [n] (i el grau maxim
no és massa gran), llavors G,, és connex aap. Des del punt de vista intuitiu, si
cada vertex esta connectat com a minim amb tres més, aix0 ens garanteix que
tipicament tots els veinatges creixen a una velocitat exponencial, i acaben per
formar part de la mateixa component. Aixi doncs, és natural preguntar-nos
quants vertexs de grau 1 i grau 2 podem permetre en la seqiiéncia de graus
abans que el graf aleatori deixi de ser connex aap.

Recordem que la nostra hipotesi implica que m,, = ©®(n). D’'una banda, su-
posem que hi ha k vertexs de grau 1. La probabilitat que cap de les semiarestes
incidents a vertexs de grau 1 s’aparelli entre elles, formant una aresta aillada,
és

k .
I (1 _ L) e K2

sempre que k no sigui massa gran. Aixi doncs, si k és d’ordre més gran o igual
que /n, la probabilitat que existeixi una aresta aillada, i que, per tant, el graf
no sigui connex, és positiva. Aixo es pot veure com un exemple del problema
classic en probabilitat discreta conegut com a paradoxa dels aniversaris; vegeu
[18, p. 33].

D’altra banda, recordeu que A; és la proporcio de vertexs de grau 2. Per a
k > 3 fixat, la probabilitat que un vertex de grau 2 concret pertanyi a un cicle
de longitud k aillat és

ﬁ 2(man —i+1)  (2AK' 1
L om, —2i+1 Ak n’

1
mn - 2k + ]. i=1
Per tant, si A» > 0, el nombre esperat de cicles curts aillats de qualsevol longitud
constant és positiu. En cas que algun d’ells existeixi, G, no seria connex.
Si el limit existeix, definim

p1 = lim Mn € [0, ].

Nn—oo \/ﬁ

TEOREMA 18. Suposem que d satisfa la hipotesi A i que p; existeix. Llavors,

2 2
_ ) A—2X, A M
lim P(G,, és connex) = , /f ceT Tyt
N— 00

on A es defineix al punt 2 de la hipotesi A. En particular,

(i) sip1 = o 0 Ar =1, llavors G,, no és connex aap;
(ii) sip; = 01iA> =0, llavors G,, és connex aap.

Aquest resultat va ser demostrat per Federico i van der Hofstad [17].
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6 Distancies

Una de les caracteristiques més importants de les xarxes complexes és el feno-
men petit-mon (small-world): és possible connectar dos nodes qualssevol de
la xarxa a través d’un cami sorprenentment curt. Es ben conegut I’experiment
de Milgram, que va estudiar la distancia mitjana de la poblacié dels Estats
Units d’Ameérica a través de la seva xarxa de coneguts. D’aqui en va sortir el
concepte dels sis graus de separacio: entre dues persones qualssevol sempre hi
ha una connexio6 a través de sis 0 menys persones conegudes entre elles. Per
tant, és important que els grafs aleatoris que utilitzem per modelar aquestes
xarxes tinguin també aquesta caracteristica. Com veurem en aquesta seccio, la
distancia tipica entre dos vertexs aleatoris, aixi com el diametre del graf G,,
son d’ordre logaritmic en n, que és molt menor que 'ordre del graf.

6.1 Distancia tipica

Siguin U, i V;, triats independentment i de manera uniforme de [7]. El nostre
objectiu és estudiar la variable aleatoria dist(U,, V), coneguda com a distancia
tipica, on la distancia es mesura a G,, com s’ha descrit a I'inici de la secci6 2.
Si v <1, la gran majoria de parelles no estan connectades, aixi que ens limitarem
al cas supercritic v > 1. Com que el nostre graf aleatori pot no ser connex,
té sentit condicionar U, i V,, a pertanyer a la mateixa component connexa, la
gegant.

Donarem un argument heuristic per calcular la distancia tipica. Segons el
lema 8, els veinatges de U, i V,, creixen a la mateixa velocitat que un procés de
ramificacié amb distribucio de descendéncia D* — 1 (la descendéncia de I’arrel
no és rellevant per a aquesta analisi), on D* s’ha introduit a la definici6 9, de
manera que la mida esperada del h-veinatge d’un vértex és de 'ordre de v.
La mida dels veinatges no esta concentrada al voltant de la seva esperanca;
de fet, hi ha molts vértexs amb veinatges relativament petits. No obstant aixo,
condicionat al fet que U, i V,, pertanyin a la component gegant, la mida dels dos
veinatges si que esta concentrada al voltant de v". Fixant h = ;ﬁ’oggnv, cadascun
dels dos h-veinatges tenen una mida aproximada de /7. A més a més, donats
dos conjunts fixats de mida /7, hi ha una probabilitat constant de tenir una
aresta entre ells, connectant aquests dos veinatges i creant un cami entre U,
i V,,. Aixi doncs, la distancia tipica hauria de ser aproximadament 2h.

El resultat segiient determina la distancia tipica en grafs aleatoris en el
régim supercritic. La seva prova formalitza I’heuristica anterior i es pot trobar
a[27, seccio 6].

TEOREMA 19. Suposem que d satisfa la hipotesi Aiv > 1. Si Uy, iV, es trien
independentment i de manera aleatoria de [n], condicionats al fet que U, iV,
estiguin a la component gegant de Gy, aleshores

logn
logv’
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Si la hipotesi A.3 falla, en particular si E[D?] = oo, el resultat encara és valid
idist(Uy, Vi) = o(logn).

6.2 Diametre

Recordeu que el diametre d'una component connexa és la distancia més gran
entre dos dels seus vertexs. En el regim subcritic v < 1, 'argument usat a la
subsecci6 5.2 dona una idea del fet que el diametre més gran d'una component
és asimptoticament igual a ﬁgg’;‘ . En el régim supercritic v > 1, tot i que la com-
ponent gegant té ordre lineal, el seu diametre és d’ordre logaritmic, com la
distancia tipica. No obstant aixo, el diametre i la distancia tipica difereixen per
una constant multiplicativa. Descartant el cas degenerat A; = 0, on A; esta
definit a la hipotesi A, donem una discussio informal sobre aquesta constant
abans d’enunciar el resultat.

Al regim supercritic, tipicament, el veinatge d’un vértex o bé creix rapida-
ment o bé s’extingeix en un nombre petit de passos. No obstant aixo, hi ha
veinatges atipics que ni s’expandiran ni s’extingiran durant molts passos. Per
donar una intuici6 sobre aquest fenomen, considerem un procés de ramificacio
supercritic (X¢)¢>o amb distribucié de descendéncia &. Sigui & la distribucio
conjugada de &, definida com a (8); podem escriure

V= E[E] = % > k(k—1)n*2A¢ € (0,1), (15)
k>1

que indica el creixement esperat del procés (X;);>o condicionat a la seva
extincié. En particular, com que v < 1, el procés condicionat és subcritic.

Diem que un element del procés té descendeéncia infinita si el subarbre
que en penja no s’extingeix. Sigui (X;);>o el subprocés dels elements amb
descendeéncia infinita. Podem calcular la probabilitat que, condicionat a la seva
supervivencia, el procés només tingui un element amb descendeéncia infinita a
la generacio t, és a dir, X; = 1. Recordeu que  és I'esdeveniment d’extinci6 i n
és la seva probabilitat; vegeu (7). Tenim

P(X;=1) 341 P(E=Kkk(1-nn*!
P(E) 1-n

Aquesta féormula té ’explicacié segiient: I'arrel pot tenir qualsevol nombre
positiu k de fills, distribuits d’acord amb la llei de &. Llavors hi ha k opcions
per seleccionar el fill que tindra descendéncia infinita, cosa que passa amb
probabilitat (1 — n). D’altra banda, cadascun dels altres (k — 1) fills té probabi-
litat n que s’extingeixi la seva descendéncia. Com que tots els esdeveniments
anteriors sén mutuament independents, se n’obté la féormula.

Noteu que (X;);>0 €s un procés no decreixent. Per tant, si X; = 1, llavors
X, =1peratots e [t]. Com que {X; =1} = Z, usant la propietat markoviana
dels processos de ramificacio, tenim que:

P(X| =1|7F) = = 9.

t
PX;=11E)=[[P(X;=11X;1=1)=(PX;=1|E) =" (16)

s=1
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L’equaci6 (16) resulta ser una bona aproximacié de la probabilitat que el
veinatge d’un vertex ni s’expandeixi ni s’extingeixi durant t passos.

Com que els veinatges es poden acoblar amb processos de ramificaci6 amb
distribuci6 de descendencia D* — 1 (la descendéncia de I'arrel no és rellevant
per a aquesta analisi) i A; > O implica n > 0, tenim que la probabilitat d’'un
veinatge atipicament «prim» de longitud ¢ és asimptoticament v¢, on

9= E[€] =+ 3 k(k - DA € (0,1),
k=1

Com que hi ha un nombre lineal de vértexs a la component gegant, aap tindrem
veértexs amb veinatges «prims» de longitud t = ﬁggg“. Els vertexs al final
d’aquests veinatges «prims» es comportaran com a vertexs triats uniformement
a l'atzar, i la seva distancia vindra donada pel teorema 19.

Fernholz i Ramachandran ([19]) van demostrar que aquesta intuicié és
correcta i el diametre és d’ordre logaritmic amb la constant principal donada
per les contribucions anteriors.

TEOREMA 20. Suposem que d satisfa la hipotesi A. Siv < 1,

diam(C, (Gp)) ~ —28™
[log v|
Siv>1iA; >0,
. 1
diam(C1 (Gy)) ~ + — | logn.
logv |logvV|

6.3 Grafs aleatoris dirigits

Sota les hipotesis descrites a la subsecci6é 5.6, podem estudiar les distancies
tipiques [29] i el diametre [8] dels grafs aleatoris dirigits en el régim supercritic,
donat per v > 1; vegeu (13)-(14).

Siguin Uy, i V,, triats independentment i de manera uniforme de [n]. Condi-
cionat al fet que U, i V,, estiguin a la mateixa component fortament connexa
de Gy, aap
logn

dlSt(U‘I’L’ V‘VL) ~ =
log v

1 N 1 N 1
logv  |logv-| |logv+|

diam(C1 (Gp)) ~ < ) logn,

on v~ i v* s6n constants que s’obtenen com a esperances de certes distribu-
cions de descendéncia relacionades amb la seqiiencia de digraus, esbiaixada
per la mida (vegeu [8] per a una definicié precisa).
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7 Grafs aleatoris densos

La gran majoria dels resultats presentats en les seccions anteriors sén per
a seqiiencies de graus que satisfan la hipotesi A, la qual cosa en particular
implica que el graf té poques arestes. Tot i que les xarxes que trobem al
mon real acostumen a tenir relativament poques connexions comparat amb el
nombre d’elements, des del punt de vista combinatori, és interessant entendre
aquells casos en que el nombre mitja de connexions tendeix cap a infinit
quan n també ho fa. En aquesta seccio discutirem alguns resultats per a grafs
aleatoris densos, les seqiiéncies de graus dels quals poden tenir variancia, o fins
i tot esperanca, no acotada. El principal entrebanc a I’hora d’estudiar aquestes
seqiiéncies és que la probabilitat que el model de configuracié sigui simple
tendeix rapidament a zero (vegeu el teorema 4). Explicarem com superar aquest
obstacle introduint el métode de commutacio i discutirem com s’aplica aquesta
técnica en dos contextos: I'enumeracio i el mostreig de grafs amb una seqiiéncia
de graus donada.

7.1 El meétode de commutacio (switching)

El meétode de commutacio6 per a grafs aleatoris va ser introduit per McKay [38].
Es tracta d'una forma particular de 'argument classic de doble recompte i, en el
context dels grafs aleatoris, es pot descriure com segueix. Sigui Py, = Py,
el conjunt de grafs de Gy q, que satisfan certa propietat. El nostre objectiu és
calcular la probabilitat que un graf aleatori sigui a P, és a dir,

|?n,dn | | P X

PlGn € P) = 1 ol “1Pal 175~ ax 1’ 17

on & = |Pyl/|Py
que no la tenen.

El métode de commutacié ens permet estimar &« mitjancant un argument
basat en una operaci6 simple anomenada commutaci6 (switch). Per a G € P,
iH e P§, sigui d(G,H) el nombre de maneres en que H es pot obtenir a partir
de G mitjancant una commutacio, i definim d(G) = > yeps d(G, H). De manera
similar, podem definir d(H) com el nombre de maneres en queé H es pot obtenir
a partir d’'un graf de P,,. Llavors,

és la rad entre el nombre de grafs que tenen la propietat i els

d(Pp)|Ppl = > d(G) = > d(H)=d(P;)IPsl,
GEPy HePy

on d(A) és el grau mitja al conjunt A. Aleshores « = d(P)/d(Py) i, estimant
aquestes dues quantitats, podem obtenir una aproximaci6 de «.

Com a operacio, una commutaci6 és una modificacié local del graf. La com-
mutacié més usada és el del cicle de longitud 4: donat G € P,, amb vw,xy €
E(G) ivx,wy ¢ E(G), obtenim el graf H € P§ eliminant les arestes vw,
xy i afegint les arestes vx, wy (vegeu la figura 2(a)). Una altra possible
operaci6 és la commutacioé sobre un cicle de longitud 6: donat G € P,, amb
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vw,x1y1,x2y2 € E(G) 1 vxi,wy2,x2y1 ¢ E(G), obtenim el graf H € P
eliminant les arestes vw, x1y1, X2y» i afegint les arestes vxi, wy», X2
(vegeu la figura 2(b)). Aquests dos son exemples de commutacions senzilles; a
la literatura s’han utilitzat commutacions més complexes per superar certes
dificultats técniques i estendre I'aplicabilitat del métode.

(@) (b)

FIGURA 2: L’operacié de commutacio; les arestes representades amb
linies continues s6n reemplacades per les representades amb linies dis-
continues: (a) commutaci6 sobre un cicle de longitud 4; (b) commutaci6
sobre un cicle de longitud 6.

Per illustrar el métode, ara en donem un exemple. Donadad, iv,w € [n] di-
ferents, sigui P, el conjunt de grafs que contenen I'aresta vw. Farem commuta-
cions sobre cicles de longitud 6 per estimar la probabilitat que vw € E(Gy,). Per
una banda, donat un graf G € P,, hem de trobar x; y;,x2y> € E(G) tals que
vx1,wy2, Xx2y1 € E(G). Hi ha m?2 opcions per a x1v1,x2y2 € E(G) qualssevol,
d’on

e a com a maxim d,A,m, d’elles, x; és incident a v;

e a com a maxim d,,Ay,m, d’elles, y, és incident a w;

e a com a maxim AZm, d’elles, y; és incident a x.

Aixi doncs, el nombre total de commutacions és m2 (1 + O (A2 /my,)) i d(Py) =
mz (1 + O(AZ /my)).

D’altra banda, donat un graf H € 7§, hem de trobar vx;,wy»,x2y1 € E(H)
tals que x1y1,x2y> ¢ E(H). Hi ha dyd,m,, opcions per a vx,wy2,X2y] €
E(H) qualssevol, d’on

e a com a maxim d,d,,A? d’elles, y; és incident a x7;

e acom a maxim d,d, A2 d’elles, x» és incident a 5.

Aixi doncs, el nombre total de commutacions €s dydqymy (1 + O(AEL /my)) i

d(PE) = dydymy(1 + O(A2/my)). Per (17), obtenim

dv dw
m y

n

P(vw € E(Gy)) ~ (18)
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sempre que A2 = o(my). Animem el lector a comprovar la limitacio de les
commutacions sobre cicles de longitud 4 per calcular la probabilitat anterior.

Veient el resultat (18), es pot deduir que el métode de commutacié permetra
estudiar seqiiéncies de graus sempre que el seu grau maxim no sigui massa gran
respecte al nombre d’arestes. En les seccions segiients apareixeran condicions
similars a A2 = o(my).

7.2 Enumeracio

Un dels temes fonamentals en matematica discreta és I’enumeracié d’objectes
combinatoris. En el nostre cas, ens agradaria comptar quants grafs hi ha amb
conjunt de vertexs [n] i seqiiencia de graus dy, és a dir, calcular |Gy g, /. En
aquesta secci6 farem una introduccio6 al tema. Remetem el lector interessat a
I'article de Wormald [52] per a una analisi més detallada.

Una possible manera d’enfocar aquest problema és fer servir el model
de configuraci6 CM,, = CM,, q, en combinaci6 amb les estimacions sobre la
probabilitat que el graf generat sigui simple. El nombre total d’aparellaments
de les m,, semiarestes és (m, — 1)!!, pero hi ha més d’un aparellament que
dona lloc al mateix graf etiquetat; vegeu (1). Tot i aix0, com que el nombre
d’aparellaments que donen lloc al mateix graf només depen del nombre de
llacos i arestes multiples, és el mateix per a tots els grafs simples i obtenim el
resultat segiient:

(m, — !
[Tictn di!

Com hem exposat a la secci6é 3, assumint la hipotesi A, el nombre de llacos i
d’arestes dobles es pot aproximar per distribucions de Poisson independents
amb parametres vy, /2 i v2/4, i obtenir aixi el teorema 4, que reformulem ara
en termes de v;:

|Gna, | = - P(CM,, és simple). (19)

. Vv, V2
P(CM,, és simple) ~ exp 5 - Zn > 0. (20)

Combinat amb (19), ens dona el nombre asimptotic de grafs amb una seqiiéncia
de graus donada sempre que se satisfaci la nostra hipotesi.

Una linia de recerca central en grafs aleatoris és entendre com aquesta
férmula s’estén a altres seqiiéncies de graus per a les quals v,, — . En la
resta d’aquesta seccio, discutirem la probabilitat de ser simple en termes de
la relacio entre A, i m,,.

Definim els segilients moments factorials de Dy,:

Y= — S di(di — 1)(d; ~ 2),

M ieln)

bn = S dids — 1)(d; — 2)(d; — 3).

n ieln]
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Per obtenir una intuicié sobre quan I'aparici6é de llacos i arestes dobles perd el
seu comportament poissonia, mirarem el nombre de llacos dobles DL,,, arestes
triples T, i arestes quadruples Qy, el nombre esperat de les quals es pot
calcular seguint els mateixos passos que en (4). Si assumim que >y d’i‘ =

0((Ziermn di)k) per a k € {2,3,4}, llavors tenim:
Hin

E[DLy) ~ g, ElTul ~ g
n n

que implica

3 4 6
[E[DLH] =0 (An> y [E[Tn] =0 (An> , [E[Qn] =0 (Ag) .
m m m

n n n

Per tant, si A}, = o(my), no esperem ni llacos dobles ni arestes triples, de
manera que els llacos i les arestes dobles apareixen de manera disjunta i les
correlacions entre ells son febles. Per tant, 'aproximacioé de Poisson donada
per (20) continua sent valida, com va demostrar McKay [39].

Si A3 = 0(my), no esperem ni llacos dobles ni arestes quadruples, pero el
nombre d’arestes triples no és negligible, de manera que el nombre d’arestes
dobles ja no es comportara com una Poisson.

TEOREMA 21. Suposem que d,, satifa A} = o(my,). Llavors,

2
1
P(CM,, és simple) ~ exp <_V" _Va

R 12mn(6vﬁyn—3vﬁ—2yﬁ)).

Aquest resultat, provat per McKay i Wormald [42], és I’estimaci6 més general
coneguda per a aquest problema.

La prova del teorema 21 es basa en el métode de commutaci6. La idea
principal és obtenir un valor asimptotic per a |P,, (€, d, t)|, el nombre de confi-
guracions amb ¥ llacos, d arestes dobles i t arestes triples, estimant les raons
seguents:

|T1’L(€’d!t)| |’Pn(€sd,0)| 1 |?Tl(0’d’0)|
|,—Pn(€;d,t_1)|’ |T1’l(€_1’d’0)| |T‘}’L(Old_110)|

Per tal de fer-ho s’utilitzen diferents tipus de commutacions per crear o destruir
llacos, arestes dobles o arestes triples.

7.3 Mostreig

Un dels reptes centrals en la ciéncia de la computaci6 teorica és desenvolupar
algorismes aleatoris eficients per generar objectes combinatoris d’acord amb
una distribucio6 especifica. Un algorisme es considera eficient si el seu temps
(o temps esperat) d’execucié és un polinomi on la variable és la mida de
I'entrada. Aqui estudiarem la generacio de grafs de G, q, en temps (o temps
esperat) polinomial en n. Parlarem de dues families d’algorismes de mostreig:
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mostreig uniforme, en que es generen grafs aleatoris seguint la distribuci6
uniforme, i mostreig quasiuniforme, en queé es generen grafs aleatoris d'una
distribuci6 de probabilitat molt propera a la uniforme. En aquesta seccio
presentem breument els métodes més prominents i remetem el lector interessat
a l'article de Greenhill [23].

Un algorisme senzill per mostrejar aquests grafs és generar un exemple
utilitzant el model de configuracié. Si el parell resultant és simple, per (2), sera
un graf aleatori uniforme. En cas contrari, el descartem i repetim I’experiment
fins que aquest tingui éxit. Aquest algorisme es coneix com a mostreig per
rebuig i el seu temps d’execucié esperat esta determinat per la probabilitat que
el model de configuracio produeixi un graf simple. Usant el teorema 4, podem
deduir que I'algorisme és eficient per a seqiiéncies de graus que satisfan la
hipotesi A. De fet, permet mostrejar en temps polinomial qualsevol sequiéncia
de graus que compleixi A, = O (v/logn).

McKay i Wormald ([41]) van proposar un algorisme basat en commutacions
que realitza commutacions aleatories per eliminar llacos i arestes dobles. Per
tal d’obtenir la distribucié uniforme, cal afegir una probabilitat de rebuig a
cada pas. En el context més general de mostrejar aparellaments perfectes de
grafs, Jerrum i Sinclair ([33]) van introduir un algorisme que funciona per a
seqiiencies de graus P-estables, és a dir, seqiiencies d, en que el nombre de
grafs amb aquesta seqiiéncia de graus és estable sota petites pertorbacions
de la seqiiencia. D’altra banda, Kannan, Tetali i Vempala ([36]) van introduir la
cadena de commutacions (switching chain en anglés), una cadena de Markov
amb espai d’estats Gy g, i transicions obtingudes mitjanc¢ant la realitzacio d’'una
commutaci6 triada uniformement a I’atzar. Es conjectura que la cadena és un
mostrejador quasiuniforme eficient per a qualsevol seqiiencia de graus. Cooper,
Dyer i Greenhill ([10]) van demostrar la conjectura per a grafs d-regulars, per
a qualsevol 1 < d < n — 1. Greenhill ([22]) ha estés aquest resultat per a
seqiiéncies de graus donades que satisfan A2 = O(my,), i, juntament amb
Sfragara [24], a grafs dirigits.

Finalment, Steger i Wormald ([48]) van proposar un algorisme similar al
model de configuracié per generar grafs aleatoris quasiuniformes d-regulars,
que ha estat estes a grafs aleatoris amb una seqiiéncia de graus donada per
Bayati, Kim i Saberi [2].
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