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El metode d’Enestrom i Phragmén per a elegir un
organ de representacio mitjancant llistes obertes

RosA CAMPS, XAVIER MORA I LAIA SAUMELL

Resum: L’elecci6 d’'un organ de representacié mitjancant una votacié de llistes
obertes requereix un algorisme adient per a determinar quins candidats resulten
seleccionats. L’opci6 de seleccionar els més votats té el greu inconvenient que pot
deixar molts electors sense representacié. En aquest treball estudiem un algorisme
alternatiu més just que va ser proposat al tombant dels segles XI1x i XX per Gustaf
Enestrom i Edvard Phragmén. En comu amb altres propostes del mateix Phragmén, se
suposa que els votants s’expressen mitjancant el vot d’aprovacio, és a dir, cada elector
indica una llista no ordenada dels candidats que li semblen bé com a representants
seus. A diferéncia d’altres métodes del mateix tipus, aqui es comenca fixant una quota,
és a dir, el nombre de vots que donen dret a un esc6. De fet, el meétode d’Enestrom
i Phragmén es pot veure com una extensio del metode de les restes majors a llistes
obertes en lloc de llistes tancades, o també com una adaptacioé del vot tnic transferible
al vot d’aprovacié en comptes del vot preferencial. Les propietats d’aquest métode
s’estudien i es comparen amb les d’altres métodes del mateix tipus.
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Introduccio

Per a elegir un organ de representacio mitjancant llistes obertes no ordenades
no és apropiat triar els més votats, ja que aquests poden correspondre només a
una part de I’electorat, potser fins i tot minoritaria en comparacié amb el total.
Suposem, per exemple, que es tracta d’elegir quatre representants i que els
vots sén com segueix:

38abcd, 33klmmn, 29pqrs, 1)

on volem dir que 38 electors admetrien com a representants seus quals-
sevol dels candidats a, b, ¢, d, mentre que 33 electors indiquen els candi-
dats k, I, m, n, i uns altres 29 electors es pronuncien per p, g4, 7, S. Aquests

Aquest article és una adaptacio al catala del nostre manuscrit «The method of Enestréom and
Phragmén for parliamentary elections by means of approval voting» (https://arxiv.org/abs/
1907.10590).
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vots tenen l'aspecte de correspondre a unes llistes tancades. Tanmateix, també
son compatibles amb un plantejament de llistes obertes, ja que aquest plan-
tejament no impedeix que diversos electors votin la mateixa llista. Sigui com
sigui, amb els vots (1) la regla dels més votats elegeix els candidats a, b, c, d,
que tenen tots ells 38 vots. Aquest resultat concentra tota la representaci6 en
un 38 % de I'electorat i deixa sense representaci6 el 62 % restant. En lloc d’aixo,
un bon algorisme hauria de procurar donar representacio a tots els electors de
manera equitativa.

Darrerament, s’ha recuperat I'interés per diversos meétodes de finals del
segle X1xX que desenvolupen aquesta idea en el cas de llistes obertes. Vegeu, per
exemple, [1, 2, 3, 15, 16, 20, 22] i les seves referéncies.

En aquest article analitzem una proposta concreta que esta associada amb
els noms de Gustaf Enestrom i Edvard Phragmén. Com en altres obres més
conegudes de Phragmén ([25, 26, 27, 29]), se suposa que els electors s’expres-
sen mitjancant el vot d’aprovacio, és a dir, que cada elector indica una llista
no ordenada dels candidats que aprova per a representar-lo. Tanmateix, el
procediment d’Enestrom i Phragmén difereix del d’aquelles altres obres en queé
es comenca per fixar la quota, és a dir, el nombre de vots que donara dret
a un esco. De fet, el meétode que estudiem es pot veure com una extensio al
cas de llistes obertes no ordenades de dos metodes classics de representacio
proporcional que també comencen per fixar la quota, a saber, el metode del vot
Unic transferible i el de les restes majors.
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FIGURA 1: Exemple de butlleta de llista oberta segons D’Hondt [6]. L’elec-
tor pot marcar fins a sis candidats qualssevol, possiblement de llistes
diferents. Alternativament, pot marcar una de les caselles de la part
superior, que equival a marcar tots els candidats d’aquella llista.
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El metode del vot tinic transferible utilitza el vot preferencial, és a dir, cada
elector indica no només el seu candidat preferit, siné que també pot donar
una segona opcib, una tercera, i aixi successivament fins on cregui oportu. Per
a determinar quins candidats sén elegits, es comenca per fixar la quota, és a
dir, el nombre de vots que ha d’aconseguir o superar un candidat per tal de
resultar elegit. En principi, cada candidat té només els vots on apareix com a
primera opci6é. Tanmateix, quan un candidat supera la quota i resulta elegit,
cadascun dels vots sobrants és transferit al candidat que ocupa el lloc segiient
en la butlleta. La idea és aplicar aquest procés reiteradament fins que quedin
assignats tots els escons que hi havia per repartir. Si en algun moment s’escau
que no hi ha cap candidat que assoleixi la quota, aleshores s’elimina el que
en aquell moment té menys vots i cadascun d’aquests vots és transferit al
candidat segiient en la butlleta. I si només resten en peu tants candidats com
escons pendents de repartir, llavors s’admeten tots aquests candidats, sigui
quin sigui el seu nombre de vots. Per a més detalls remetem el lector a [39].

El metode de les restes majors suposa que els electors es limiten a triar
entre diverses llistes tancades, és a dir, unes llistes disjuntes de candidats les
quals han estat plantejades préviament. A partir dels vots obtinguts per cada
llista, es tracta de determinar quants representants corresponen a cadascuna
d’elles. Amb aquesta finalitat, es pren el nombre de vots de cada llista i es
divideix per la quota. D’entrada, cada llista rep tants escons com indica la
part entera del quocient. Si aix0o no adjudica tots els escons, llavors els que
queden s6n assignats un a un a les llistes que obtenen els residus majors en
les divisions precedents.

El métode que estudiem en aquest article va ser formulat clarament per
Enestrom el 1896 [7]. Posteriorment, Gustav Cassel va descriure el mateix
procediment el 1903 [5] sota el nom de «primer meétode de Phragmén». De
fet, la idea basica del procediment és present en una ressenya a la premsa
d'una conferéncia que Phragmén havia pronunciat el 1893 [24] (tot i que la
proposta final d’aquella conferéncia es basava en el vot preferencial). En els
anys segiients, Phragmén es va concentrar en una idea diferent, sense cap
comentari sobre el treball d’Enestrom [7] (que de ben segur que coneixia; vegeu
les cartes als diaris d’Enestrom i Phragmén [8, 28], publicades conjuntament
el mateix dia). Tanmateix, més tard va tornar a la idea inicial (pero en termes
del vot d’aprovacio) i va considerar diverses variacions. Aixo es va fer en tres
memories de difusié molt limitada de 1906 [30, 31, 32].

Aquestes memories van ser motivades per una peticié de Finlandia arran
d’una reforma parlamentaria. Aquesta petici6 s’havia dirigit a Gosta Mittag-
Leffler i als seus collegues matematics d’Estocolm, que també estaven interes-
sats en el tema per al cas de Suécia mateix [36, p. 512-513].

Dit aix0, ni Finlandia ni Suécia no van adoptar la proposta de Phragmén.

En el cas de Finlandia, es va adoptar (1907) un metode basat en el vot
preferencial. Concretament, es va adoptar el metode de Borda harmonic, que
descrivim a I'apartat 5.5.
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En el cas de Sueécia, es va adoptar (1909) un metode basat en el vot d’apro-
vacio. Tot i que en principi no era obligatori, a la practica la major part dels
electors restringien la seva llista a un partit, el qual indicaven en el seu vot.
L’algorisme es reduia llavors essencialment a aplicar la regla de D’Hondt junt
amb unes regles suplementaries per a determinar quins candidats concrets
s’elegien de cada partit. Una d’elles és la regla d’addicié de Thiele, la qual
descrivim a I'apartat 5.2.1.

Per a més detalls historics remetem el lector a [13, apéndixs 111, 1V], aixi com
a[15].

Com veurem, el métode d’Enestrom i Phragmén —més concretament, la
variant que detallarem a continuaci6é— gaudeix d'unes propietats de propor-
cionalitat (teoremes 2.1 i 2.2) que no tenen ni el metode de Borda harmonic,
llavors adoptat per Finlandia, ni el d’addicié de Thiele, llavors adoptat per Sué-
cia. D’altra banda, la comparacié amb la proposta de Phragmén de 1894-1899
—anomenada «segon metode de Phragmén» per Cassel [5]— és més disputada,
amb algun avantatge a favor del metode d’Enestrom i Phragmén pel que fa a la
simplicitat.

A més de candidats individuals, també permetrem que un candidat sigui
un conjunt format per diversos individus. Aixo és adequat per a tractar el cas,
hipotétic pero amb prou de sentit, en que les opcions que se sotmeten al vot
d’aprovacio no son candidats individuals, sin6 unes candidatures collectives
disjuntes (similarment a [12], on es fa una proposta d’aquest tipus pero usant el
vot preferencial). En aquest cas, s’espera que el metode respongui a la pregunta
de quants escons s’han d’assignar a cada candidatura.

1 El procediment

1.1 Preliminars

El procediment d’Enestrom i Phragmén reparteix un nombre determinat d’es-
cons entre diversos candidats que han estat sotmesos a un vot d’aprovaci6 per
un conjunt d’electors. Té un caracter iteratiu. En cada pas s’assigna un esco al
candidat amb el major nombre de vots i els vots utilitzats perden una fraccio
del seu valor d’acord amb una quota fixada preéviament.

Utilitzarem la notacio segiient:
n  nombre d’escons a repartir

I conjunt de candidats elegibles
i un candidat
m; capacitat del candidat i, és a dir, nombre d’escons que pot omplir
(= 1 per a candidats individuals)

k un «tipus» de vots (o electors)
Ay conjunt de candidats aprovats pels electors k (suposem Ay = 0)
k /i una altra manera de dir que i € Ay
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v nombre total de vots

vy nombre de vots de tipus k Gy vk = v)

w; nombre de vots que aproven i: w; = > /i Vk

n; nombre d’escons assignats al candidat i (n; < m;)

J  un subconjunt de candidats
my capacitat del conjunt J: mjy = >;c; m;
vy nombre de vots que aproven exactament el conjunt J: vy =2 o, —; Vk
y; nombre de vots que aproven tots els candidats de J: yj=> 4,57 Vk,
evidentment, v; < y;
ny  nombre total d’escons assignats a membres de J: ny = >;c; n;

q quota, és a dir, nombre de vots que donen dret a un esco

s numero ordinal en el procés iteratiu d’assignacioé d’escons
x[s] wvalor de x després d’assignar I’esco s, on x pot ser v, Vi, Wi, Ni,...
I[s] conjunt de candidats encara elegibles després d’assignar I'esco s,
és a dir, tals que n;[s] < m;

1.2 Versio basica

Les obres d’Enestrom i Phragmén contenen diferents variacions en diversos
aspectes. Per tal d’aconseguir millors propietats, hem triat la combinaci6 parti-
cular que es descriu a continuaci6 (que no és exactament cap de les versions
considerades per aquests autors).

Per comencar, s’adopta la quota (no arrodonida) de Droop i Hagenbach-

Bischoff [33]:
q=v/(n+1).

Els n escons s’assignen mitjancant un procediment iteratiu. D’ara endavant,
s sera un comptador que augmentara de 0 a n. Comencem amb s = 0, vi[0] =
Vg (el nombre de vots de cada tipus k), 1n;[0] = 0 (no s’ha assignat cap esco) i
I[0] = I (tots els candidats son elegibles).

Per a cada s i cada i € I[s] (els candidats elegibles) es tenen en compte els
vots actualment existents a favor del candidat i:

wils] = > vils].
ki

L’esco s + 1 s’assigna a un candidat iy € I[s] que maximitzi aquest nombre de
vots, és a dir, tal que

wi, [s] = max wi[s] =1 wy[s]
iel[s]

(si hi ha diversos maximitzadors, es permet qualsevol d’ells). Per tant,
ni, [s+1] =n; [s]+1,
i aquest candidat deixa de ser elegible si ha exhaurit la seva capacitat:

ITs + 1] =1I[s]\ {ix}, sinils+1]=m;y,.
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L’assignacio de 'esco s + 1 al candidat i, es fa a canvi d'una determinada
fracci6 dels w[s] vots que li donen suport. Més concretament, els vots a favor
de i, perden valor d’acord amb un factor comu:

vels +1] = (1—wf[s])vk[s], sikyisiwsls]=aq, ?)
Vr[s+1]1 =0, sik+ixiwy[s]<gq, 3)
Vils + 1] = vkls], siky/is. (4)

Com es pot comprovar facilment, en el cas w4 [s] = g es compleixen les
igualtats segilients:
wi [s+1] =w;[s]—gq, (5)
v[is+1]=v[s] -q. (6)
Es a dir, I'esco s + 1 s’ha assignat exactament a canvi d’'una quota.
En el cas wi[s] < g, 'esco s’assigna a canvi de tots els vots existents a favor
de i,, malgrat que no completin una quota. Per tant, en aquest cas es té
wi [s+1]=0,
vis+1]>v[s] —q.

Si s + 1 = n, ja hem acabat. En cas contrari, es repeteix el procediment
canviant s per s + 1.

OBSERVACIO 1.1. Estem suposant que el conjunt de candidats i tals que w; > 0
conté almenys n elements.

OBSERVACIO 1.2. De les igualtats (2)-(4) se’n dedueix que vi[s], wi[s]iwx[s]
son funcions no creixents de s.

Més avall sera d’utilitat el lema segiient, que és conseqiiencia immediata
de (6) i del fet que max; vi[n] < >; vi[nl:

LEMA 1.1. Siwy[s] = q pera totas < n, llavors wy[n] < vin] =v[0] —ng =
q.

EXEMPLE 1.1. Considerem I’elecci6 de tres representants entre els nou candi-
dats a, b, e, f, u, v, x, v, z amb els vots d’aprovaci6 seglients:

s=0: 2labx, 20abef, 19efuv, 13uv, 10xy, 15z, 2aeu.

El nombre total de vots és v = 100. Per tant, la quota és g = v/(n + 1) =
100/4 = 25. Segons aquests vots, el suport w; que té cada candidat i és el
seguent:

s=0: a43, b4l, edl, f39, u34, v32 x31, y10, z15.
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El valor més alt és el del candidat a, que, per tant, resulta escollit. D’acord
amb (2), els vots que contenen a veuen reduit el seu valor segons el factor (1 —
25/43) = 0.419. Aixo dona com a resultat les xifres segiients de vots:

s=1: 8791abx, 8372abef, 19efuv, 13uwv,
10 x vy, 15 z, 0.837 aeu.

El suport que té ara cada candidat és el seglient, on utilitzem paréntesis per a
indicar aquells candidats que ja han estat elegits i, per tant, ja no s6n elegibles:

s=1: (al8), b17.163, e28.209, f27.372, u 32.837,
v 32, x18.791, v 10, z 15.

Aixi doncs, el segon candidat escollit és u. Els vots que contenen aquest
candidat es redueixen ara pel factor (1 — 25/32.837) = 0.239:

s=2: 8791abx, 8372abef, 4.535efuv, 3.103uv,
10 x vy, 15 z, 0.200 aeu,

que dona lloc als valors segiients de w;:

s=2: (al1l7.363), b17.163, e 13.107, f12.907,
(uw7.837), wv7.637, x18.791, vy 10, z 15.

Per tant, x és elegit en tercer lloc, tot i tenir menys d’'una quota. Els tres
candidats triats son, doncs, a, u i x. Tot i que ja sabem qui ha estat triat, més
endavant (secci6 7) necessitarem conéixer també els vots romanents, que son
els seglients:

s=3: 0abx, 8372abef, 4535efuv, 3.103uv,
0xy, 15 z, 0.200 aeu.

1.3 Variants

1.3.1 Fraccions simples. A [30, 31, 32] les equacions (2)-(3) son substituides
per la segiient:

1 ,
vr[s+1] = (1_[w*[5]/q]> vils], perak./ix. (7)

Noteu que aquesta equacio coincideix amb (2)-(3) en el cas w4 [s] < g. Tanma-
teix, quan wx[s]/q no és enter i supera 1, ’esco s’assigna a canvi de menys
d’'una quota; en altres paraules, els signes d’igualtat de (5) i (6) se substitueixen
per «>». Probablement, el factor racional de (7) estava pensat per a facilitar
el calcul a ma. Una altra possible motivacié podria ser la comparacié amb el
metode d’addici6 de Thiele (vegeu I'apartat 5.2.1).
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1.3.2 Altres quotes. Les versions inicials d’aquest meétode [7, 30, 31] (ve-
geu també [5, p. 47-50]) usaven la quota de Hare (també anomenada quota
simple) q = v /n. Amb aquesta quota, el procediment anterior és una extensio
del meétode estandard de les restes majors. Segons Mittag-Leffler [21], la quo-
ta de Droop i Hagenbach-Bischoff aconsegueix resultats millors en comparacié
amb el meétode d’addici6 de Thiele (vegeu les propietats de proporcionalitat que
estudiem a la secci6 2 i la seva manca a I’apartat 5.2.1). D’altra banda, també
cal notar que la quota de Droop i Hagenbach-Bischoff ja havia estat utilitzada
per Phragmén el 1893 [24] en calculs analegs a (2)-(4).

1.3.3 Quota actualitzada a cada pas. [30] utilitza la féormula (7), pero la
quota (de Hare) g = v[0]/n es va actualitzant d’acord amb I'expressio q'[s] =
v[s]/(n —s) (com si cada vegada tornéssim a comencar amb els vots i escons
que queden en aquell moment). Noteu que gq’[s] no difereix de g fins que no
s’assignen escons per menys d’'una quota.

1.3.4 Els vots deixen de comptar quan queden buits (aquesta variant no-
més canvia les coses quan es combina amb I’anterior). En aquesta variant,
I'equaci6 (2) només s’utilitza quan els vots de tipus k contenen més candidats
elegibles, és a dir, quan Ax N I[s + 1] # 0; en cas contrari, es posa vig[s+ 1] = 0.

1.3.5 Condicié de llindar. Quan hi ha un gran nombre de candidats, lla-
vors pot passar facilment que wy[s] sigui molt més petit que g i, per tant,
ix aconsegueixi un esc6é amb molt menys d'una quota. En relacié amb aixo,
Phragmeén ([31, 32]) proposava d’exigir una condicié de la forma w.[s]/q = «
per a algun llindar « € [0, 1] fixat préviament; si no es compleix aquesta
condicio, el procediment s’aturaria i es convocarien noves eleccions. Més con-
cretament, va suggerir «x = 3/4 [31, 32] o @ = 1/2 [30]. En la nostra versio
basica no hem inclos aquesta condicio, la qual cosa equival a prendre « = 0
(tal com passa amb la formulacié habitual del metode de les restes majors).

1.3.6 Nombres negatius de vots. Aquesta variant aplica (2) independent-
ment de si w4 [s] és més gran o més petit que g. Aixo pot donar lloc a valors
negatius de vi[s + 1] per a k /ix. Tot i aixi, podria tenir sentit per a evitar una
sobrerepresentacio dels electors de tipus k en passos posteriors.

1.4 Vot uninominal

Les proposicions segiients especifiquen el comportament del meétode
d’Enestrom-Phragmén en el cas del vot uninominal, és a dir, quan cada elector
aprova un candidat i només un. La primera proposicio, la prova de la qual és
obvia, es refereix al cas de candidats individuals. La segona es refereix al cas
de candidats collectius disjunts (llistes tancades).
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PROPOSICIO 1.1. Suposem que tots els candidats tenen capacitat 1 i que cada
elector n’aprova un i només un. En aquest cas, el métode d’Enestrom-Phragmén
consisteix a seleccionar els n candidats més votats.

En el cas de candidats individuals, la situaci6é uninominal és certament poc
desitjable en I'esperit de la representacié proporcional, perqué una majoria
simple d’electors podria organitzar-se per a aconseguir més escons dels que li
corresponen. No obstant aixo, en aquesta situacioé no hi ha millor opci6 que triar
els candidats més votats. Afortunadament, a la practica, els electors es veuran
conduits a aprovar més d’'un candidat. Els que tinguin una opinié minoritaria
ho faran per proporcionar candidats alternatius amb més possibilitats. I els
que tinguin una opinié majoritaria ho faran per obtenir més representants.

En el cas de les llistes tancades (disjuntes), la situacié uninominal si que
permet un resultat en I'’esperit de la representacié proporcional:

PROPOSICIO 1.2. Suposem que tots els candidats tenen capacitat itlimitada i
que cada elector n’aprova un i només un. En aquest cas, el metode d’Enestrom-
Phragmén equival al metode de les restes majors amb la quota de Droop.

DEMOSTRACIO. Aqui cada tipus k correspon a un sol candidat i i viceversa. Per
tant, podem escriure v; en lloc de vy 0 w;. A continuaci6 distingirem dos casos.

Cas (a): wx[n] < q. Considerem el niumero
t =min{s | w«[s] < q}, (8)

i sigui t; el nombre d’escons que han estat assignats a i en els primers t passos
del procediment, és a dir, peras = 0...t—1. La hipotesi que defineix aquest cas
garanteix que t < n. Segons la definici6 de t, per a s < t cada esco6 és assignat
a canvi d’'una quota exacta. Per tant, v;[t] = v;[0] — t; q, 0, equivalentment,

v;[0] = tiq + vi[t], onO0 =< v[t] <q.

Aqui, la desigualtat estricta de la dreta és certa perque vi[t] < wi[t] < q. Aixi
doncs, v;[t] és el residu de dividir el nombre de vots v;[0] per la quota g. Si
t = n, llavors no hi ha més escons per assignar i n; = t;. Si t < n, aleshores per
at <s <mncadaesco és assignat a canvi del residu v;[t] (la qual cosa només
pot passar una vegada per a cada candidat). Per tant, aquests n — t escons sén
assignats als n — t candidats amb les restes majors v;[t].

Cas (b): wx[n] = q. Com que wy[Ss] no creix amb s (observacio6 1.2), , d’aixo
se’n dedueix que wy[s] = g per a tota s < n. A partir d’aqui, el lema 1.1
garanteix que wy[n] < v[n] = q. I, combinant-ho amb la hipotesi d’aquest
cas (b), tenim, per tant, wi[n] = q = v[n]. Aixo implica I'existéncia d’algun
candidat j tal que v;[n] = g, mentre que v;[n] = 0 per a i # j. Aixi doncs,
J ha obtingut un esc6 menys que el nombre de quotes contingudes a v;[0].
I qualsevol i # j ha obtingut tants escons com el nombre exacte de quotes
contingudes a v;[0] (ja que v;[0] = vi[n] + n;jq = n;q). Aixi doncs, els
nombres inicials de vots dels diferents candidats eren tots ells multiples enters
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de g. Llevat del cas d'unanimitat total, aixo implica que el procés d’assignacio
d’escons s’ha trobat amb certes situacions d’empat que permeten transferir el
deficit d'un escé des de j a qualsevol altre candidat i amb un nombre positiu de
vots, ben bé com en el métode de les restes majors (amb la quota de Droop).O

2 Propietats de proporcionalitat

Segons Phragmén [31], «per al lector versat en matematiques, el caracter pro-
porcional de la regla proposada de reduccié de la forca dels vots hauria d’estar
clar sense més explicacid».

En el cas de llistes tancades (i disjuntes), els vots classifiquen els electors
de manera totalment parallela als candidats. Aix0 permet comptar exactament
quants electors hi ha de cada classe i plantejar-se si un repartiment determinat
dels escons entre les diferents llistes és més o menys proporcional a la dis-
tribuci6é de vots entre elles. Tindriem proporcionalitat exacta si els quocients
dels nombres respectius (de vots i d’escons) fossin tots exactament iguals. Aixo
dificilment es pot aconseguir, perqueé estem parlant de ntumeros enters, pero
existeixen diversos algorismes —restes majors, D’Hondt, Sainte-Lagué— que
busquen la manera d’acostar-se tant com es pugui (en un cert sentit que varia
segons l'algorisme) a la proporcionalitat exacta.

Aquest plantejament no és possible en general en el cas de llistes obertes, ja
que llavors no hi ha una classificacié ben definida, ni de candidats ni d’electors.
Dit aix0, tot seguit veurem que el métode d’Enestrom i Phragmén té la propietat
seglient: si alguns electors aproven exactament els mateixos candidats i el
nombre de tals electors supera £ vegades la quota, llavors aquest conjunt
de candidats proporciona almenys ¥ representants. O sigui, que en aquesta
situacio especial de vots exactament iguals, la quota actua realment com a
constant de proporcionalitat entre vots i escons.

Aquesta propietat deixa d’estar garantida si els electors en qiiestié aproven
també altres candidats (a més dels que aproven en comu). Per exemple, en el
cas

10ab, 10ac, 19b, 18c, n =2,

el nombre d’electors que aproven el candidat a és 20, que supera la quo-
ta 57/3 = 19; tanmateix, el metode d’Enestrom i Phragmén no elegeix pas a,
sind b i c. Noteu, per cert, que aquesta eleccio esta donant representacio a tots
els electors, a diferéncia del cas d’elegir a i un altre candidat. Com veurem més
avall, en situacions d’aquest tipus esta garantit que si el nombre d’electors en
questio supera £ vegades la quota, llavors els representants elegits n’inclouen
almenys ¥ que es troben en la uni6 dels conjunts aprovats per aquells electors.

Recordem de I'apartat 1.1 que, donat un conjunt J de candidats, mj és la
seva capacitat, i v; i y; signifiquen, respectivament, el nombre de vots que
aproven exactament el conjunt J i el nombre dels que aproven almenys el
conjunt J. En relacié amb aixo0, usarem també la notaci6 segiient:

J* = J{Ak | k tal que Ag 2 J}.
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Aixi doncs, i € J* siinomés si i és aprovat per almenys un elector que també
aprova tots els elements de J.

TEOREMA 2.1. Per a qualsevol subconjunt J de candidats i qualsevol £ <
min(n,my), sivy > €q, llavors ny > {.

TEOREMA 2.2 (vegeu també [35, p. 4-6]). Per a qualsevol subconjunt J de can-
didats i qualsevol £ < min(n, my), si vy > € q, lavors ny- > L.

PREPARACIO PER A LES DEMOSTRACIONS. En lloc del niimero t de (8), aqui con-
siderarem el seglient:
p =min{s | wi[s] < q}. 9)

Afirmem que p < n, és a dir, wy[s] < g per a alguna s < n. En efecte, si
suposem el contrari, és a dir, w«[s] > g per a qualsevol s < n, el lema 1.1 per-
met deduir la desigualtat wy[n] < g, que contradiu la hipotesi de reduccio a
I'absurd.

Per a qualsevol subconjunt J de candidats, considerarem el nombre p; de
candidats de J que sbn elegits en els primers p passos del procediment, és
a dir, pera s = 0...p — 1. Obviament, p; < nj. Per tant, per a establir els
teoremes 2.1 i 2.2 bastara demostrar respectivament les desigualtats p; > ¢
i pj;x = €

En les demostracions que segueixen limitem la nostra consideracio a s =
0...p — 1, valors per als quals esta assegurat que wx[s] > q. El candidat que
és elegit en el pas s el denotarem amb i.[s].

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 2.1. Com que v = X4, _; Uk, quan ix[s] € J,
I'equaci6 (2) implica

vils+1] = (1— )vJ[S]ZUJ[S]—q,

a
wy[s]
on hem usat el fet que w[s] = w;,[s1[s] = v;[s]. D'altrabanda, quan ix[s] & J,
I'equacio (4) implica que v;[s + 1] = vy[s]. Per tant, es compleix la desigualtat

vylpl=2v;-psq.

Suposem ara que es compleix la hipotesi v; > £ q i també la negacio de la
conclusio, és a dir, p; < £ — 1. Com que estem suposant £ < mj, existeix algun
candidat j € J que segueix essent elegible després del pas p. Aix0 permet
escriure la cadena de desigualtats segiient, en contradicci6 amb la definicio
de p:

wxlpl zwjlplzvslplzv;-pjazv;-L-1)gq > q. 0

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 2.2. Aqui estem considerant y; = > 4,55 vk i el
conjunt J* = a5 Ak Un element de J* no esta contingut necessariament en
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tots aquests conjunts Ax. Tanmateix, quan i.[s] € J*, les equacions (2) i (4)
encara permeten deduir la desigualtat

yils+11= > wls+11+ > wvels+1] =

Ax2J Ax2]
kix ki ix
- (1_ 4 ]) S wlsl+ S vilsl= wyls]—a,
WxlS Ar2J Ar2J
k% kv ix

on hem usat el fet que wy[s] = w;, [s] = >k /i, 4,25 Vk[s]. D’altra banda, quan
ix[s] ¢ J*, 'equaci6 (4) garanteix que y;[s + 1] = y;[s]. Per tant,

yilpl =z yy—py+q.

Analogament a la demostracio del teorema 2.1, aquesta desigualtat, combinada
amb les hipotesis v; > £q i pj+ < € — 1, aquesta tltima essent la negacio de la
conclusio6, contradiu la definici6 de p, ja que podem escriure la cadena de
desigualtats segiient, on j representa qualsevol element de J que segueix
essent elegible després del pas p (tal element existeix per la hipotesi £ < m;):

wilpl =z wjlpl = yjlpl =y —-prraz=y;— € -1)q > q. m]

OBSERVACIO 2.1. Utilitzant (8) en lloc de (9), es pot tractar de manera similar
la hipotesi més feble v; > £q, resp. v; > £ g, per a demostrar que la des-
igualtat n; > £, resp. nj+ > £, només pot fallar en certs casos singulars que
permeten diverses assignacions diferents (de I’estil que hem vist al final de la
proposici6 1.2). Fins i tot llavors, algunes d’aquestes assignacions compleixen
la igualtat n; = £, resp. ny« = .

OBSERVACIO 2.2. En particular, en el cas de dos partits amb uns nombres de
vots iguals respectivament af q i (n+1—¥) g, cal admetre la possibilitat que el
primer partit no arribi a obtenir £ representants (o el segon no arribi a obtenir-
ne n+1-¥). Per tant, tenint en compte que q = v/(n+1), el métode d’Enestrom
i Phragmén compleix sup{v;/v | n; < €} = sup{y;/v | n;x <€} =€/(n +1),
on sup es refereix al que pot passar en una elecci6 arbitraria. En la notacié de
Janson [16] TTsame (£, n) = Tp)r (£, n) = £/ (n + 1).

COROLLARI 2.1 (MANTENIMENT DE LA MAJORIA). Si n és senar (resp. parell),
my=(mn+1)/2 (resp. my=n/2)ivy>v/2 (resp.vy = v/2), llavorsny > n/?2
(resp. ny = n/2). Analogament passa amb y; iny« en lloc de vy inj.

DEMOSTRACIO. Basta notar que la hipotesi v; > v/2 (resp. vy > v/2) implica
vy>fqamb ¥l =(n+1)/2>mn/2(resp. £ =n/2). ]

OBSERVACIO 2.3. Aquesta propietat pot fallar quan s’usa la quota de Hare
en lloc de la de Droop. Per exemple [18, p. 171] suposem que es tracta de
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repartir 7 escons entre tres llistes A, By i B> que obtenen, respectivament, 900,
4801 400 vots. La quota de Hare és 1780/7 = 254.3 i els quocients respectius
son 3.539, 1.888 i 1.573, de manera que la regla de les restes majors acaba
donant, respectivament, 3, 2 i 2 escons, sense majoria absoluta d’escons per
a A, tot i que tenia majoria absoluta de vots. Es més, les llistes B; i B> podrien
correspondre a un mateix partit, que aixi aconsegueix un esc6 més que amb
una sola llista B i 880 vots.

A finals del segle X1X aix0 va portar diverses institucions suisses a adoptar
el metode de les restes majors amb la quota de Droop i Hagenbach-Bischoff
(vegeu [18, p. 171, 197, 276] i [19, apartat 3.2]).

OBSERVACIO 2.4. A canvi de la propietat precedent, no es pot evitar la possibi-
litat de tenir v; < v/2, pero ny > n/2. Per exemple, per a n = 5 els vots 56 A,
34 B, 30 C donen com a resultat els escons 3 A, 1 B, 1 C, on A té menys de la
meitat dels vots pero més de la meitat dels escons.

OBSERVACIO 2.5. Per al metode d’optimitzaci6 global de Thiele (vegeu l'apar-
tat 5.2) s’ha demostrat que en les condicions del teorema 2.2 esta garantida la
propietat addicional segiient [16, teorema 7.6]: Existeix un tipus k d’electors
tal que Ay 2 J i Ax conté almenys ¥ candidats elegits. Aquesta propietat no la
compleix el meétode minimax iteratiu de Phragmén [16, exemple 7.4]. Ni tampoc
no la compleix el metode que estudiem aqui. Un contraexemple és el segiient:

2labcy, 2labcy, 22cicpc3, 1lcicz, 15¢3, m=3.
Els escons son assignats a ci, ¢2 i ¢3, en aquest ordre. Com es pot veure, la
propietat esmentada falla per al conjunt J = {a, b}, per al qual y; = 42 > 2q.
OBSERVACIO 2.6. La variant 1.3.1 no compleix el teorema 2.1. Un contraexem-
ple és el segilient:

95 A, 79B, 75C, 7AB, 56 AC, n=3.

Com es pot comprovar, amb la variant esmentada el partit B no obté cap esco
tot i que té més d’'una quota.
OBSERVACIO 2.7. L'exemple segiient, tret de [31, p. 14], mostra que el teore-
ma 2.2 no es compleix si en lloc de la hipotesi £ < m; es considera £ < m x:

120 ayar»azaqsas, 86 by brbsby, 24arazasas, n=7.

La quota és g = 230/8 = 28.75. Els escons son assignats a ap, as, a4, by, as, b»
i b3, en aquest ordre. Per a J = {ap,as,a4,as} es té J* = {a1,ap,as,aq,as} i
vy =144 > 5 q. Tanmateix, nj~ = 4 < 5.

3 Diferents tipus de monotonia, o la seva manca

Les propietats de monotonia consideren I’efecte de modificar alguns vots
a favor d’'un candidat determinat i demanen que aquest candidat no sigui
perjudicat en el resultat.
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3.1 Monotonia per a candidats individuals

TEOREMA 3.1. Considerem una elecciéo amb candidats individuals i una modifi-
cacio dels vots que consisteix només a afegir aprovacions a favor d’'un candidat
determinat, sense cap variacio en les aprovacions que reben els altres candidats
ni en el nombre total de vots ni en el nombre de representants a elegir. Si abans
de la modificacio s’assignava un esco a aquest candidat, llavors també se li
assignara un esco després de la modificacio.

DEMOSTRACIO. A continuaci6 utilitzem una titlla per a referir-nos a les quanti-
tats que corresponen a després de la modificacié dels vots. Sigui i el candidat
que obté aprovacions addicionals. Aixi doncs, w; > w;, mentre que w; = w;
per a qualsevol j # i. Suposem que per als vots originals i és elegit quan
s pren el valor t. Considerem ara els vots modificats. Afirmem que i és elegit
per a algun s < t. Aix0 és obvi en el cas t = 0, de manera que a partir d’ara
considerarem t > 1. Suposem que no és elegit per a cap s <t — 1 i vegem que
llavors és elegit per a s = t. En efecte, la hipotesi que estem fent implica, per
induccio, els fets seglients per a s < t: w;[s] = w;[s]; w;[s] = w;[s] per a
qualsevol j € I[s]\ {i}; els candidats elegits son els mateixos que amb els vots
originals. Aix0 dona el resultat desitjat, ja que w;[t] = w;[t] = w;[t] = Ww;[t]
per a qualsevol j € I[t]\ {i}. |

OBSERVACIO 3.1. No es pot prescindir de la hipotesi que el nombre de vots
es manté constant. Si les noves aprovacions eren abans vots buits i aquests
no eren comptats en el nombre total de vots, llavors el candidat en qiiestio
pot deixar de ser elegit a causa de 'augment que experimenta la quota. Per
exemple, I'elecci6é de tres representants amb els vots

8b, 7ab, 4c, 9bc, 9ad, 1bd, 3acd, 8bcd

dona els tres escons successivament a b, ¢, a. I amb un vot addicional que
aprova nomeés a, llavors resulten elegits successivament b, d, c.

OBSERVACIO 3.2. En el cas d’empats pot passar que tant els vots originals com
els modificats admetin una assignacié en qué el candidat en qliestio és elegit i
una altra en que no. En aquest cas, depenent de quina assignaci6 és escollida
abans i després de la modificaci6, pot fer la sensaci6 erronia d'una manca de
monotonia.

OBSERVACIO 3.3. El teorema 3.1 no val per a la variant 1.3.6, que permet que el
nombre de vots arribi a prendre valors negatius. Un exemple el dona I’elecci6
de dos representants amb els vots segiients:

7a, 3b, 2c, 1d; (i=1...18).

La quota és g = 10. Com es pot comprovar, la variant 1.3.6 determina ’elecci6
de a i b. Tanmateix, si tres dels vots que només aproven a passen a aprovar
també b, llavors resulten elegits a i c.
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3.2 Manca de monotonia per a candidatures collectives

Considerem ara la situacié analoga en que els candidats soén llistes de partit
en lloc de candidats individuals. Suposem que hi ha una llista que és afegida en
alguns vots que abans no la incloien (mentre que les altres llistes mantenen
exactament les mateixes aprovacions que abans). En aquesta situacio s’esperaria
que el partit en qiiestio mantingués almenys el mateix nombre d’escons. Pero
no sempre és aixi.

Considerem, per exemple, el cas segilient:

5A, 4B, 6AC, 4BC, n=3.

Com es pot comprovar, el procediment d’Enestrém-Phragmén assigna els es-
cons successivament a A, B i A. Pero si un dels vots que ara aproven només B
es modifica i aprova també A, llavors els escons son assignats successivament
aA, CiB.

L’exemple segiient illustra un fenomen del mateix tipus que en ’'observa-
ci6 3.1 de més amunt (on canvia el nombre de vots, i, per tant, la quota):

5A, 3B, 3AB, 8AC, 7B(C, mn=3.

Com es pot comprovar, els escons son assignats successivament a A, B i A.
Suposem ara que els vots que només aproven A augmenten en una unitat.
Després d’aquesta modificacio, els escons s6n assignats successivament a A, C
iB.

Aquests fenomens poden ser justificats argumentant que el procediment
d’Enestrom i Phragmén només busca que el conjunt de representants estigui
ben repartit entre els electors. Com que els vots només expressen aprovacio,
no importa si un elector és representat per un candidat o per un altre, sempre
que ambdoés candidats tinguin I'aprovacié d’aquell elector.

3.3 Manca de monotonia respecte a la mida de la cambra

D’altra banda, el procediment esta adrecat a un valor concret del nombre total
d’escons, el qual determina la quota. No és cap sorpresa, doncs, que el pas de n
an + 1 escons no sempre consisteixi simplement en afegir un candidat. Aixi,
I'exemple 1.1 amb n = 3 dona com a resultat 1’eleccié successiva de a, u i x.
En canvi, els mateixos vots amb n = 4 donen com a resultat I’eleccié successiva
dea,u,bicz.

4 Comportament asimptotic quan n — « en el cas de dos
partits

En aquesta secci6 suposem que només hi ha dos partits, A i B —per tant,
cada elector aprova o bé A o bé B o tots dos partits— i ens preguntem pel
comportament asimptotic de na/n i ng/n quan n — o« ila seva dependéncia
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respecte al nombre de vots de cada tipus, v4, Vg, Vag. Com que els electors
que aproven tant A com B sén indiferents entre totes les proporcions d’escons
entre A i B, el comportament ideal és reproduir la proporci6 entre v4 i vg, és a
dir, tenir lim,, .o Ao/ = V4 / (V4 + V).

Mora i Oliver ([22]) van observar que el meétode minimax iteratiu de
Phragmén es desvia d’aquest comportament ideal. De fet, la dependencia de
lim;,—. 4 /n respecte a v4, Vg, Vap té un caracter similar a la funcié de Cantor.
Aquest fenomen ha estat analitzat matematicament per Janson i Oberg [17].
En aquesta seccié veurem que el metode d’Enestrom i Phragmén es comporta
millor.

Usarem la notaci6 segiient:

x[s] =valsl/v, Bls]l=wvalsl/v, Cl[s]=wvaplsl/v;

p=q/v=1/(n+1).

Per a x[0] = B[0] = 0 es veu facilment que el procediment permet qualsevol
distribuci6 d’escons entre AiB.Pera «[0]=0 < B[0] —resp. B[0] = 0 < x[0]—
també es veu facilment que tots els escons es donen a B —resp. A. Per tant, a
partir d’ara suposarem x[0], B[0] > 0. Pel que fa a C[0], de vegades tractarem
separadament els casos £[0] > 01 C[0] = 0 (aquest ultim ha estat considerat a
I’apartat 1.4).

En comptes de x[s], x[s + 1], «[s + 2], a continuaci6 escriurem «, «’, ”’,
i similarment amb B i €. Com mostra el lema segiient, sempre som en el
cas wx[s] > q i, per tant, les assignacions d’escons gasten sempre una quota
sencera. Més concretament, per a s < n — 1 els valors de («’, 8, y’) romanen
positius i estan relacionats amb («, 8, y) de la manera segiient:

r_ _ p r_ r_ _ P . .
(x—(l OH_C)(X, B =B, 2;—(1 cx+2§>§’ si x> B;

r_ r_ _ 14 o _ p ;
=« B (1 ﬁ+C)B' C (1 B+C)§, six < B.

En el primer cas, I’esco ha estat assignat a Aien el segon a B. Pera & = f8 es
permeten les dues possibilitats.

(10)

LEMA 4.1. Suposem que C[0] > 0. Llavors es compleixen els fets segiients:

max(x+C,B+T) >p Vs<n-1, (11)
(o', B',y") estan relacionades amb (c, B,y) per (10) Vs <n -1, (12)
x+p+C=1-sp=(m+1-s)p Vs <mn, (13)
«,B,C>0 Vs < n. (14)
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DEMOSTRACIO. Per a s = 0, (13) es compleix per la definici6é de «, B, T, i la
desigualtat (14) és certa per hipotesi. Encara per a s = 0, (11) es compleix
perque altrament tindriem x+ € < pi B+ C < p, d'on es deduiria que
X+B+C<x+B+2C <2p,ésadir, (n+1)p <2p,i, per tant, n < 1.

D’altra banda, per a qualsevol s es comprova facilment que (11) implica (10) i
que els valors resultants de (&', 8/, y’) satisfan (13) (amb s substituida per s +1)
i(14).

Per tant, només resta demostrar que (11) es manté validaperas <n — 1.
Sigui s I'iltima vegada que es compleix (11) i suposem que fos s < n—2. Tal com
acabem de veure en el paragraf precedent, aixo implica &’ + '+ ' = (n —s)p
io,B,C" > 0.Pero estem suposant que max(x’ + ', + C’') < p. Sense
pérdua de generalitat, podem suposar també que max(x'+¢',B'+C') = o’ +C’.
Combinant aquests fets amb el valor conegut &’ + B’ + ¢’ = (n — s)p, s’obté
que ' =(n-s)p—(x'+C") = (n—s—1)p = p, on hem utilitzat la hipotesi que
s < n — 2. Tenint en compte que ¢’ > 0, se segueix que ' + ' > p, en
contradiccié amb la hipotesi anterior max(«’ + C', 8 + C') < p. O

LEMA 4.2. Suposem que C[0] > 0. Si I'esco s + 1 s’assigna a A i I'esco s + 2
s’assigna a B, aleshores l'esco s + 3 s’assigna necessariament a A (sempre que
s + 3 < n). Analogament si intercanviem A i B.

DEMOSTRACIO. Assignar 'esco s +1 a Ail'esco s + 2 a B implica les igualtats
’ P ’ , P
=[1= = =11- .
o ( a+§>m B =B, C ( a+€)§
144 ! 144 p 14 rr p !
o, B = 1 - ’ ’ B ’ ; = (1 - ’ ,) ; ’
< B+C> B +C

i també les desigualtats «/B = 1 (i &'/’ < 1). Haurem acabat si demostrem
que & /B > o/ (que implica &'’ /B"" > 1). Com que

153
Il

' 1 «  (1-p/(x+0)) «

B~ A—-p/(B+CNP  A-p/(B+C)) B

(1-p/(x+7T))
(1-p/(B+T))

B +C <x+¢C,

n’hi ha prou amb veure que > 1. Pero aixo equival a la

desigualtat

és a dir,

B+<1— p >C<a+§,

x+C

la qual cosa es compleix perqueé B < i € > 0O (per (14)). a
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OBSERVACIO 4.1. Els calculs precedents mostren que si /B = 1il’esco s +1 és
assignat a A, llavors &’ /B’ = (1 —p/(x+ T)) /B < 1il'escod s + 2 és assignat
necessariament a B (suposant que s + 2 < n). Amés, &'’ /B > /B =11
I'esco s + 3 és assignat necessariament a A (suposant que s + 3 < n). Continuant
amb el mateix argument, '’ /B’ <1, &' /B"""" > 1, etcetera. Aixi doncs, en el
cas C[0] > 0 un empat de la forma o/ = 1 només pot ocorrer una sola vegada.

LEMA 4.3. Suposem que C[0] = 0 i que I'esco s + 1 és objecte d’un empat, és a
dir, @ = B. Si aquest esco és assignat a A, llavors I'esco s + 2 és assignat a B
(suposant que s + 2 < n)il’esco s + 3 torna a ser objecte d'un empat (suposant
que s + 3 < n). Analogament si intercanviem A i B.

DEMOSTRACIO. N’hi ha prou amb comprovar que &’ /B = (x—p)/B < 11ique
«"/B" = (x—p)/(B—p) = 1.L"nic problema podria ser que tinguéssim «x = p
i B = p, pero aixo implica que tots els escons anteriors s’han donat a canvi
d’'una quota sencera p; tenint en compte que (n+ 1)p =1lique x+ S = 2p,
se’n dedueix que en aquest moment ja hem assignat n — 1 escons, de manera
que I'esco s + 1 és 'ultim. O

Tant en el cas C[0] > 0 com en el cas C[0] = O els fets precedents tenen la
conseqliéncia segiient:

PROPOSICIO 4.1. Sigui k el maxim enter no negatiu tal que els k primers escons
son assignats tots ells al mateix partit sense empats (si x = 3, llavors k = 0).
Aleshores, els n — k escons restants es reparteixen o bé per igual, o bé amb un
esco de diferéncia entre els dos partits.

El nostre objectiu és ara calcular els limits de n4/n i ng/n quan n — co. El
resultat sera el segiient:

PROPOSICIO 4.2.

%@07=%<1+W>, pera o = f3, (15)
oy 1(, (B-o)(B+D)
rlllzrc}o il <1 3 ), pera x < B. (16)

DEMOSTRACIO. El calcul d’aquests limits passara per estimar el valor de 1’en-
ter k que es defineix en la proposicié 4.1. A continuacié suposarem que el
primer esco és assignat a A.

En la resta d’aquesta secci6 tornem a utilitzar la notacié «[s], B[s], C[s] per
a significar els valors en el pas s, 1 «, B, C tornen a significar els valors inicials
(que compleixen « + B + € = 1). La hipotesi que el primer escé és assignat a A
implica que « > f.

D’acord amb la seva definicid, k és el primer enter tal que «x[k] < B[k]. El
seu valor es pot calcular de la manera segiient. Per comencar, del fet que els
primers k escons siguin assignats tots ells a A se’n dedueix que

x[k] +Cl[k] = x+TC —kp. (17)
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Cadascun d’aquests escons ha comportat un factor de reduccié que afecta tant
els vots que només aproven A com els que aproven ambdoés partits. D’aixo se'n

dedueix que
ofk]  «[k]+ C[k]_

x x+C
Combinant (17) i (18) s’obté que

_(1_ kP
o[k] = <1 0‘+C> .

D’altra banda, sabem que S[k] = . Aquestes igualtats permeten determinar el
primer enter k que compleix x[k] < B[k], a saber,

r = [((X—B)(WFQW’
oap

on [x] significa el més petit dels enters superiors o iguals a x. Com que
p=1/(n+ 1), obtenim que

(18)

lim K = (&= B (x+T)
n—c N o
Finalment, només resta tenir en compte que k esta relacionat amb 714 de la
manera segiient: ny =k + (n—k)/2peran—kparel,l ngy =k+(n—-k=+1)/2
per a n — k senar (el signe «+» es dona en el cas d’empats). D’aquests fets se’n
dedueix (15). La restricci6 & = B que apareix a (15) correspon a la hipotesi
de més amunt que els primers escons van a parar a A. En el cas contrari, la

formula analoga per a limy, . (np/n) porta a (16). O

1

0 x 1-C

FIGURA 2: Dependéncia de lim, . (74/n) respecte a « per a ¢ = 0.376.

En particular, (15) i (16) coincideixen a donar lim,_ (1n4/n) =1/2
per a @ = B. D’altra banda, per a £ = 0 ambdues férmules es redueixen a
limy,_o(na/n) = « (jaque x + B = 1).

La figura 2 mostra la dependencia del limit respecte « per a un valor fixat
de C (aleshores =1 - C — x).
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5 Comparacio amb altres metodes

En aquesta seccio les propietats precedents del meétode d’Enestrém i Phragmén
son comparades amb les dels principals métodes alternatius per a eleccions
parlamentaries mitjancant el vot d’aprovacio. En particular, considerarem tant
el métode minimax iteratiu de Phragmén [25, 26, 27, 29] com els métodes de
Thiele [38], els quals son tots ells extensions de la regla de D’Hondyt al cas de
llistes obertes. També ens referirem a I’anomenat métode de parts iguals [23],
el qual té certs punts en comu amb el d’Enestrom i Phragmén, pero en realitat
és prou diferent. Finalment, tot i que no utilitza el vot d’aprovacio6 sino6 el vot
preferencial, considerarem també el metode de Borda harmonic, que en el seu
moment Finlandia va preferir al metode d’Enestrom i Phragmén.

5.1 El métode minimax de Phragmén

El métode minimax de Phragmén considera que cada representant, és a dir,
cada candidat electe, es reparteix entre els «seus» electors, és a dir, els que
I’han aprovat. Idealment es tractaria que aquest repartiment, no necessaria-
ment uniforme, minimitzés la desigualtat entre electors pel que fa al total de
representaci6 obtinguda per cadascun d’ells. Més concretament, aqui Phragmén
pretenia minimitzar la maxima representacié obtinguda per un elector. En el
cas general de les llistes obertes, aquesta optimitzacié no és facil de calcular.
Es per aquest motiu que, en lloc d’aixo, Phragmén va proposar un procediment
seqiiencial «vorac» en qué a cada pas es busca un representant addicional que
minimitzi aquesta representacié maxima.

Aquest criteri de minima desigualtat de representacio entre electors esta
relacionat amb la noci6 de representacié proporcional. Encara que no parteix
de cap quota, resulta que el métode minimax iteratiu de Phragmén satisfa
també els teoremes 2.11 2.2 amb q = v/(n + 1). Dit de manera equivalent,
assoleix els valors optims dels indexs Trsame 1 TTpjr de [16, apartat 7.2] (vegeu
també [14, sats 13.5.(ii)]).

Pel que fa a la monotonia, el métode minimax iteratiu de Phragmén es com-
porta com el d’Enestrom i Phragmén: la monotonia per a candidats individuals
es manté [22, proposicié 7.10] i la monotonia per a llistes de partit falla [22,
apartat 7.5]. La monotonia respecte a la mida del parlament és certament una
altra qiiestio, ja que el métode minimax iteratiu de Phragmén compleix aquesta
propietat per construccio.

D’altra banda, pel que fa al comportament asimptotic en el cas de dos partits,
el metode minimax iteratiu de Phragmén presenta un comportament especial
en que, per exemple, la corba suau de la figura 2 se substitueix per una funci6
similar a la de Cantor en qué cada valor racional és la imatge d’un interval
de mesura positiva (vegeu [22, apartat 7.7] i [17, apartat 11.4]). A més del
caracter singular, el métode minimax iteratiu també és pitjor que el d’Enestrom-
Phragmén en la magnitud de les desviacions respecte al comportament ideal
(vegeu la figura 3 de [22]).
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5.2 Els métodes de Thiele

Els métodes de Thiele ([38]) pretenen maximitzar la satisfaccié total dels
electors. En relacié amb aixo, es postula que la satisfaccié o d'un elector només
depeéen del nombre h de candidats electes que han estat aprovats per aquest
elector; aquesta dependéncia se suposa no decreixent amb o (0) =0i o (1) = 1.

Més concretament, Thiele va prestar atencio especial al cas en que aquesta
dependencia té la forma segiient:

1 1
U(h)=1+§+---+ﬁ, amb o (0) = 0.

Com es pot veure facilment, aquesta funcio té la propietat que, en el cas de les
llistes de partit, el criteri de maximitzaci6 de la satisfaccio total condueix a la
regla de D’Hondt.

Com a I'apartat 5.1, la complexitat computacional del cas general de les
llistes obertes va portar Thiele a substituir el criteri d’optimitzacié original per
certes versions seqiliencials voraces, que es coneixen, respectivament, com a
metodes d’addicio i d’eliminacio de Thiele.

5.2.1 Metode d’addicio de Thiele. En aquest cas es comenca amb el conjunt
buit i cada pas busca un representant addicional que produeixi un increment
maxim de satisfaccio.

Si el comparem amb el métode d’Enestrém i Phragmén, convé assenyalar
que el meétode d’addici6 de Thiele també es pot veure en termes d'una reduccio
progressiva del valor de cada vot cada vegada que s’utilitza per a triar un nou
candidat. De fet, suposa l’esquema de reduccio6 segiient: una papereta es redueix
a 1/2 del seu valor quan s’utilitza per primera vegada per a elegir un dels seus
candidats. Quan s’escull un segon candidat d’'una papereta, el valor d’aquesta
papereta es redueix a 1/3 del seu valor inicial, o equivalentment, a 2/3 del seu
valor anterior. De la mateixa manera, quan s’escull un tercer candidat d’'una
papereta, el valor d’aquesta papereta es redueix a 1/4 del seu valor inicial, o
equivalentment, a 3/4 del seu valor anterior. I aixi successivament.

Aix0 té una certa similitud amb el métode que hem estat discutint, especi-
alment la seva variaci6 de «fraccions simples» (apartat 1.3.1). Tanmateix, els
factors de reducci6 del metode de Thiele no tenen res a veure amb el nombre de
paperetes que van donar suport al candidat elegit, i molt menys amb comparar
aquest nombre amb qualsevol quota prefixada. Per tant, aquesta semblanca
és nomeés superficial. En paraules de Phragmén [30, p. 4], la regla d’addicio de
Thiele «és una generalitzaci6 purament formal de la regla de D’Hondt i, per
tant, no té una justificacié genuina».

En particular, les propietats de proporcionalitat com els teoremes 2.1 i 2.2
deixen de tenir lloc quan els vots s’allunyen del cas de llistes de partits disjunts.
Considerem, per exemple, el cas segiient, degut a [37]:

la, 9ab, 9ac, 9b, 9c¢c, 13 klm, (19)
el qual compararem amb
37abc, 13 klm. (20)
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Suposem que n = 3. La quota és g = 50/4 = 12.5. Aixi doncs, les hipotesis del
teorema 2.1 es compleixen amb J = {k,[,m} i £ = 1. Si aquest teorema fos
cert, hauriem de tenir n; > 1. Aix0 es compleix en el cas de (20),on a, b i k
resulten elegits en aquest ordre (com en la regla de D’Hondt). Tanmateix, en
el cas de (19), el metode d’addicié de Thiele elegeix successivament a, b i c
(mentre que el metode d’Enestrém i Phragmén elegeix successivament a, k i b).
Vist aix0, podem imaginar que (20) séon vots sincers i que (19) és una estrategia
que permet al partit a b ¢ aconseguir els tres escons. En el marc de [16], el
fet que el métode d’addici6 de Thiele no compleix els teoremes 2.1 i 2.2 es
tradueix en el fet que els seus valors de Trsame (¢, 1) 1 Tpr (£, ) SON superiors
al valor optim £/ (n + 1) (vegeu [16, apartat 7.4]).

Pel que fa a la monotonia, el métode d’addici6 de Thiele es comporta
exactament com el minimax iteratiu de Phragmén: la monotonia per a candidats
individuals es manté [15, teorema 14.2], la monotonia de les llistes de partit
falla i la monotonia respecte a la mida del parlament es manté per construccio.

Finalment, pel que fa al comportament asimptotic en el cas de dos partits, el
metode d’addicié de Thiele compleix el limit ideal limy, . 14/n = &/(x + B) =
x/(1-17C) [17, exemple 12.10].

5.2.2 Meétode d’eliminacio de Thiele. A diferencia del procediment d’addi-
cio, aqui es comenca amb el conjunt de tots els candidats i cada pas busca quin
d’ells s’ha d’eliminar per a obtenir un minim decrement de satisfaccio.

Aquest procediment compleix el teorema 2.1 pero no el 2.2 [16, apartat 7.5].
En el cas particular de (19), resulten eliminats successivament m, L i a, de
manera que romanen elegits b, c i k (per cert, aquest conjunt optimitza també
el criteri de Thiele de manera global, no només seqiiencial). Aquest resultat
concorda amb el teorema 2.1, que concedeix un esco al conjunt J = {k,l,m}.
Tanmateix, també és cert que aquest conjunt de candidats electes no inclou
el més votat, és a dir, a. Aquest fet es pot veure com un defecte important
d’aquest metode (punt de vista que va ser adoptat per Phragmén [29, p. 301-
302]). Un altre defecte d’aquest procediment és que incompleix fins i tot la
propietat de la monotonia per als candidats individuals.

També cal notar que els experiments computacionals sobre el comporta-
ment asimptotic en el cas de dos partits indiquen que el métode d’eliminaci6
de Thiele compleix el comportament limit ideal lim;,.. na/n = &/(x + B) =
«/(1-10).

De totes maneres, el procediment d’eliminacié no és gaire adequat en el
cas que els elements que s’aproven o no siguin partits. En efecte, en aquest
cas, aquest procediment ha de comencar per tenir en compte quants candidats
s’inclouen en una llista de partit, quan aquesta xifra hauria de ser irrellevant.

5.3 El métode de parts iguals

Recentment s’ha proposat [23] (vegeu també [20]) un nou métode que té bas-
tants punts en comu amb el métode d’Enestrém i Phragmén. Els seus autors
I’'anomenen métode de parts iguals (equal shares en angles; inicialment en deien
rule X).
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Tal com el meétode d’Enestrom-Phragmén, el de parts iguals és un procedi-
ment seqiiencial en que cada representant és elegit a canvi d’'un cert nombre
de vots i els vots van essent descomptats a mesura que s’utilitzen. Com a
Enestrom-Phragmén, el primer que es fa és fixar la quota, és a dir, el nombre
de vots que es bescanviaran per un esco; en relacié6 amb aixo0, la versio original
utilitza la quota de Hare, pero també seria raonable fer servir la quota de
Droop. Encara en comu amb Enestrom-Phragmén, no esta assegurat que aquest
preu pugui ser mantingut per a tots els escons, sin6 que en general pot ser
necessaria una «liquidacio» final amb «rebaixes».

A diferéncia d’Enestrom-Phragmén, pero, el procediment ideal sense rebai-
Xes no té una generalitzacié obvia a I’escenari de rebaixes, de manera que o
bé s’atura el procediment, sense haver completat el nombre desitjat de repre-
sentants, o bé se segueix amb un altre metode (tipicament el métode minimax
de Phragmén). Dit aixo, la diferéncia principal entre el métode d’Enestrom-
Phragmén i el de parts iguals es troba ja en cada pas del procediment ideal
sense rebaixes; concretament, radica en la manera de triar un candidat com
a representant i de repartir la quota entre els vots que I’aproven: aixi com el
metode d’Enestrom-Phragmén multiplica aquests vots per un mateix factor < 1,
el de parts iguals resta una mateixa quantitat a tots els electors que hi arriben
(a aquesta quantitat) i deixa a zero els altres.

Més concretament, per a passar del metode d’Enestrom-Phragmén al de
parts iguals basta situar-se en ’escenari que k indexa electors individuals en
lloc de tipus d’electors (de manera que vi[0] = 1 per a qualsevol k) i fer els
dos canvis segiients: (a) Redefinir w; com a w; = q/pi, on p; és la soluci6 de
I'equacio

> min(p;, vk) = q; (21)
ki
si >k /i Vk < q, llavors aquesta equacio no té solucio, i en aquest cas posem
w; = 0.1 (b) canviar I'’equacio (2) per

Vils + 1] = vi[s] —min(py, vi[s]), (22)
on py = min; p;.

Si a les equacions (21) i (22) canviem min(x,y) per xy, llavors tenim
exactament el metode d’Enestrém i Phragmén.

1 =

0 x 1-C

FIGURA 3: Dependencia de lim,,_. (1n4/n) respecte a x per a ¢ = 0.376
en el meétode de parts iguals. Compareu aquesta figura amb la figura 2.
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Les propietats del metode de parts iguals han estat estudiades a [23] i
son discutides a [20] (vegeu-ne les taules 3.1 i 4.1). Aqui només afegirem
que el comportament asimptotic en el cas de dos partits es desvia forca del
comportament ideal. En efecte, els experiments computacionals mostren que,
en lloc del valor o/ (cx+ ), limy, .o 14 /1 ésigual a x pera « < (1-C)/2, mentre
que ésigualal— B peracx > (1-C)/2,amb un salt de mida € = 1 — x— 8 quan
« travessa el valor (1 — C)/2 (i § travessa el mateix valor en sentit contrari).

5.4 Taula de comparacio

La taula 1 resumeix els resultats anteriors per als métodes que consideren
el vot d’aprovacio. A la columna «Tipus» indiquem el comportament en cas
de votaci6é uninominal en termes de llistes de partit: «Dr» significa les restes
majors amb la quota de Droop, i «<D’'H» significa la regla de D’Hondt. Les
columnes «Tma. 2.1» i «Tma. 2.2» indiquen si aquests teoremes es compleixen
0 no. A la columna «Mono», el valor «ind» significa que la monotonia s’aplica als
candidats individuals, pero no a les llistes de partits (vegeu la secci6 3), mentre
que «x» significa que la monotonia falla fins i tot per a candidats individuals.
La columna «2Lim» es refereix al comportament asimptotic en el cas de dos
partits; aqui el valor «/» significa que el limit és la fraccio ideal «/(x + ),
el valor «x» esta motivat pel fenomen de la funcié de Cantor en el metode
minimax iteratiu de Phragmén i el valor «~» significa una funcié suau no tan
diferent de la ideal. Finalment, la columna «Simpl» intenta categoritzar en dos
nivells la simplicitat del metode per a un public ampli: «<~» - acceptable, i «x»
- una mica complex. En el cas del méetode de parts iguals, ens limitem a les
propietats que no depenen del procediment utilitzat en la fase de rebaixes.

Tipus | Tma. 2.1 | Tma. 2.2 | Mono | 2Lim | Simpl
Enestrém-Phragmén Dr V v ind ~ ~
Phragmén, minimax D’'H Vv v ind X X
Thiele, addicié D’'H X X ind v ~
Thiele, eliminacio D'H Vv X x Vv x
Parts iguals V v ind X X

TAULA 1: Comparacié de diferents metodes electorals basats en el vot
d’aprovacio.

5.5 El meéetode de Borda harmonic

Tot i que no utilitza el vot d’aprovacio sino6 el vot preferencial, a continuaci6é
comentem breument el métode que Finlandia va adoptar el 1907 en lloc d’altres
propostes, una de les quals era el metode d’Enestrom i Phragmén. Aquest
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metode consisteix en el segiient: cada butlleta compta com 1 vot per al candidat
que hi figura en primer lloc, 1/2 vot per al segon, 1/3 per al tercer, etcétera. Per a
cada candidat se sumen els vots i fraccions de vot que obté en totes les butlletes.
Fet aix0, s’elegeixen com a representants els candidats que totalitzen més vots
comptats d’aquesta manera. En el cas particular de llistes tancades, aquest
algorisme equival a la regla de D’Hondt [6]. Tanmateix, la versioé general que
acabem de descriure per a llistes obertes (ordenades) ja havia estat considerada
bastant abans (vegeu [10, p. 21, 54-55], [4], [11, apéndix C] i [9]).! Seguint
Janson [14, 16], 'anomenem meétode de Borda harmonic.

En el cas que ara estem considerant de llistes ordenades és desitjable la
propietat segiient, similar al teorema 2.1 (vegeu [16]): suposem que hi ha
u electors que voten exactament la mateixa llista ordenada; si u > £ q i la llista
inclou ¢ candidats o més, llavors resulten elegits almenys £ candidats d’aquesta
llista. El meétode de Borda harmonic no compleix pas aquesta propietat. Com a
exemple poden servir els vots (19), on entenem que 'ordre de preferéncia entre
candidats en cada vot és I’ordre en que apareixen escrits d’esquerra a dreta.
Com es pot comprovar, el recompte de Borda harmonic dona com a resultat els
nombres de vots segiients: a 19, b 13.5, ¢ 13.5, k 13,1 6.5, m 4.33, de manera
que els 13 ultims electors no obtenen cap representant tot i que superen una
quota g = 12.5.

De la seva definicié se’n dedueix immediatament que aquest metode gau-
deix de la —en principi desitjable— propietat de monotonia: un candidat no
pot deixar de ser elegit si és afegit o puja de posicié en un o més vots.

Tanmateix, pot ser que llavors deixi de ser elegit un altre candidat que
figura més amunt en aquests vots. Per exemple, si n = 1 i els vots so6n 60 a,
40 b, llavors surt elegit a; pero si els vots son 60 a b, 40 b, llavors surt elegit b.
Aix0 té I'inconvenient que incita els electors a votar només un candidat, la qual
cosa perjudica la proporcionalitat.

D’altra banda, i tal com observava ja Hare [11, p. 188, 305], en general
aquest metode es presta a estrategies que condueixen a resultats artificiosos.

Quant a simplicitat, és certament un métode prou senzill, pero a costa dels
efectes indesitjables que estem dient. La qiiestio del comportament asimptotic
en el cas de dos partits la deixem de banda, ja que no té sentit per al vot
preferencial.

6 Un intent no reeixit de passar a un métode de divisor

Per a llistes tancades disjuntes, les regles de les restes majors i de D’Hondt
estan relacionades entre elles de la manera segiient: la de D’Hondt correspon a
ajustar la quota de manera que s’assignin exactament n escons sense fer us
de les restes. En el cas que estem considerant de llistes obertes (possiblement
no disjuntes), es pot intentar fer el mateix des del procediment d’Enestréom i

1 De fet, aquest procediment havia estat utilitzat ja en el segle xvI en I'eleccié d’abats als
Paisos Baixos [34, p. 325-326].
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Phragmén, és a dir, ajustar la quota de manera que s’assignin exactament n es-
cons, cadascun dels quals a canvi d'una quota, i que cap dels altres candidats
no assoleixi una quota. En la nostra notacio, i tenint en compte la possibilitat
d’empats, aix0 equival a dir que la quota g i el nombre d’escons n han d’estar
relacionats de la manera segiient:

wxn-11=qg = wx[n], (23)

on els valors wy[s] sén obtinguts mitjancant 1'algorisme de la secci6 1, i, per
tant, depenen de g.

OBSERVACIO 6.1. Les desigualtats precedents son analogues a les segiients per
a la regla de D’Hondt (vegeu [33, apartat 4.6]):

minv;/n; = q = maxv;/(n; + 1).
1 1

Malauradament, aquest pla es veu obstaculitzat per diverses dificultats. Per
comencar, per a un n donat hi pot haver diversos valors de g que satisfan (23)
pero condueixen a diferents assignacions dels n escons. Per a fer front a
aquesta dificultat, es pot pensar a especificar més g, per exemple, exigint que
sigui al més gran possible. Tanmateix, aquesta condicio no és facil de calcular.
De fet, pot semblar que es tracta de resoldre '’equacié wy[n — 1] = g (on el
costat esquerre depen de g), pero de vegades aquesta equacié no té cap solucio.

Aquestes dificultats es donen, per exemple, en el cas segiient,on A, Bi C
son tres llistes de partit:

7A, 10B, 5AB, 17C, 13AC, 4BC. (24)

Wx oo 4

18 — \2
16 — —

14 —
12 —

10 — \

8
6
4 -
2
0

IFTTTTTTTTTTTTTTTTTTI
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 a
FIGURA 4: w4 [n — 1] en funci6 de g per a 'exemple (24) i diversos valors
de n.
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La figura 4 mostra la dependéncia de wy[n — 1] en funci6 de g per an =
2,...,9. Com es pot veure, per a n = 2, 3 les corbes corresponents no arriben a
la diagonal wy[n — 1] = g. D’altra banda, per a n = 6 la corba corresponent
presenta una discontinuitat que s’associa amb el fet que el resultat canvia
ded4dC,1A,1Ba3C,2A,1B.

7 Provisio de substituts

A la practica, cal preveure la possibilitat que algun dels candidats elegits
deixi d’estar disponible en algun moment i hagi de ser substituit. Per tal de
mantenir la representativitat del conjunt de candidats elegits, I'ideal seria
que el substitut donés representacio als mateixos electors que el candidat que
ha deixat d’estar disponible. Per a llistes tancades, la soluci6 és obvia: basta
prendre com a substitut un altre candidat de la mateixa llista. Aixo val fins
i tot quan es permet que I’elector aprovi més d’una llista, sempre que la del
candidat a substituir contingui encara algun candidat no elegit (altrament
caldra considerar els vots equivalents en termes de candidats individuals).

En el cas general la solucié no és tan facil. Per al metode que s’ha exposat en
aquest article és natural procedir de la manera segiient: 1. Als vots i fraccions
de vot romanents després d’haver assignat els n escons, s’hi reintegren tots els
vots i fraccions de vot a canvi dels quals havia estat elegit el candidat que ha
deixat d’estar disponible. 2. Fet aix0, s’executa una vegada més el procediment
d’assignaci6é d'un nou esco6, amb I'inica consideracié que aquell candidat no és
considerat elegible.

Vegem com fariem aixo en 'exemple 1.1 de la p. 118. Suposem que deixa
d’estar disponible el candidat a. Aquest havia estat elegit en primer lloc, a
canvi de 25 vots, concretament els vi[0] — vix[1] que s’especifiquen tot seguit,
que s’obtenen a partir dels 43 vots en qué apareix a aplicant el factor 25/43:

12.209abx, 11.628abef, 1.163aeu.

Per elegir el substitut, reintegrem aquests vots als que havien quedat al final
(p. 119); el resultat son els valors segiients de vi[3] + v [0] — vg[1]:
12.209abx, 20abef, 4.535efuv, 3.103uv,
0xy, 15 z, 1.363 aeu.
El suport que té ara cada candidat és el segiient, on els paréntesis indiquen
candidats no elegibles (ja elegits o no disponibles):
(a 33.572), b 32.209, e 25.898, f 24.535,
(u9), v 7.637, (x12.209), vy 0, z 15.
Dels candidats elegibles, el que té més vots és b, que, per tant, resulta elegit

en substitucié de a. Aix0 no és cap sorpresa, ja que aquests dos candidats
apareixen gairebé sempre junts. Similarment passa amb u i v, de manera que,
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en el cas de deixar d’estar disponible, u és substituit per v, tal com s’obté en
considerar els valors de vi[3] + vx[1] — vx[2]. En canvi, x, el candidat elegit
en tercer lloc, apareix acompanyat unes vegades per 7y i altres vegades per b
(i a); si apliquem el procediment proposat, hem de considerar vi[3] + vi[2] —
vi[3] = vi[2], amb els valors que estan recollits a la pagina 119, on es veu que
comporten I'eleccié de b com a substitut de x.

OBSERVACIO 7.1. El procediment proposat no és equivalent a fer correr tot
I'algorisme des del principi després d’haver suprimit el candidat que ha dei-
xat d’estar disponible. En efecte, fer aixo podria comportar variacions en els
candidats elegits subsegiientment.

OBSERVACIO 7.2. Si els candidats que deixen d’estar disponibles son més d’un,
llavors tampoc no és el mateix tractar-los successivament en un ordre o altre
ni tampoc tractar-los tots alhora. Per tant, a la practica caldra que el reglament
especifiqui una d’aquestes diferents alternatives.

OBSERVACIO 7.3. Phragmén ([30, 31, 32]) proposa un procediment diferent
que suposa que cada elector pugui especificar ja els seus «suplents», que
s’entendrien com uns candidats addicionals que I'’elector encara admetria com
a representants seus, pero en segona instancia. Tanmateix, la nostra proposta
de més amunt és conceptualment més clara i té una aplicabilitat més general
(per exemple, si deixa d’estar disponible un candidat que ja en substituia un
altre).
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