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Polinomis, politops i punts d’equilibri de xarxes
de reaccions

ELISENDA FELIU

Resum: En aquest article fem una introducci6 a la teoria de I’estudi dels punts
d’equilibri de xarxes de reaccions, tot centrant-nos en exemples que provenen del méon
de la biologia molecular. Els punts d’equilibri son les solucions positives d'un sistema
d’equacions polinomiques que conté nombrosos parametres. Un dels objectius de la
teoria és estudiar els punts d’equilibri com a funci6 dels parametres, i en particular
determinar-ne el nombre. Aquests problemes troben solucions en eines provinents de
la geometria algebraica (real) i I'algebra computacional, pero les particularitats dels
sistemes que provenen de xarxes ens permeten sovint obtenir resultats més precisos.
En aquest article explicarem alguns resultats efectius recents en aquesta area, en que
I'estudi del sistema i de les regions de parametres és possible gracies a I’estudi de la
geometria d'un politop associat al sistema.
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1 Introduccio

Els polinomis multivariats sén funcions que apareixen freqiientment en es-
tudis matematics i en aplicacions com 'estudi de fenomens reals o models
en enginyeria. En son exemples destacables els models en robotica, en queé la
configuraci6 espacial dels components del robot es pot descriure mitjancant
polinomis, en criptografia, en I'estudi de punts d’equilibri de sistemes dinamics
descrits per polinomis, o en estadistica, en qué models comuns es basen en, o
es poden reescriure com a expressions polinomiques.

Dins el moén de les matematiques, ’estudi del conjunt de les solucions
de sistemes polinomics dona lloc a la geometria algebraica, en queé aquests
conjunts s’anomenen varietats algebraiques. Trobem resultats molt bonics
i concisos sobre les solucions complexes, i resultats encara més potents si
passem a I’'anomenat espai projectiu, on tenim solucions a I'infinit. L’exemple
classic és el teorema fonamental de I'algebra, que ens dona el nombre exacte
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d’arrels d'un polinomi, comptades amb multiplicitat, només mirant el grau del
polinomi. En diverses variables, tenim el teorema de Bézout per a sistemes amb
un nombre finit de solucions a I’espai projectiu complex [65, capitol 2], que
ens diu que aquest nombre és el producte dels graus totals dels polinomis del
sistema. Sobre C \ {0}, el teorema de Bernstein ens dona una cota del nombre
de solucions, tot tenint en compte la configuraci6 espacial dels exponents dels
polinomis del sistema [6]. La cota és, a més a més, el nombre generic de
solucions.
Per exemple, per al sistema

0= —Ki1X1 + KyXpX3 — K3X1X4 C1 = X1+ X2,

(1)

0= —KoX2X3 + K3X1X4 + K4Xyg C2 = X3 + X4,

on K1, K2, K3, K4, 1,2 > 0 soOn parametres, pel teorema de Bézout esperem tenir
2-2-1-1 =4 solucions al'espai projectiu complex. Pel teorema de Bernstein,
en tindrem 2 amb coordenades complexes no nulles.

Quan passem als niumeros reals, aquesta teoria tan senzilla d’enunciar (pero
no de demostrar) es desmunta. Ja només amb una variable veiem que la historia
va per una altra banda: el polinomi x™ — 1 té m arrels complexes, pero només
una o dues de reals, depenent de la paritat de m. En general, es dedueix de
la regla dels signes de Descartes [25, 72] que el nombre d’arrels reals no nul-
les és lineal en el nombre de monomis. En diverses variables trobem també
cotes complicades que fan referéncia als monomis. En aquests casos, pero, no
existeix la nocio de genericitat: els sistemes de polinomis reals, en principi,
no tenen un nombre de solucions constant per a quasi tots els valors dels
coeficients. Tenim, al contrari, regions on el nombre de solucions és constant, i
la frontera de les regions ve donada per I'anomenat discriminant. Per exemple,
un polinomi de grau dos tindra zero o dues arrels reals, depenent del signe
del discriminant, i aix0 passa en regions de I’espai de coeficients obertes en la
topologia euclidiana.

Per acabar de complicar la historia, si els nostres polinomis modelen abun-
dancies, com sovint passa amb sistemes dinamics polinomics (i en aquest
article), aleshores ens interessen les solucions reals i positives. Per exemple,
si en el sistema (1) ens centrem només en les solucions positives, aleshores,
independentment dels valors dels parametres, en tindrem una. En aquesta
situacié tenim algunes cotes sobre el nombre de solucions també [10], algunes
de basades en generalitzacions de la regla de signes de Descartes [7, 57]. Te-
nim, pero, principalment algoritmes que ens donen certa informaci6 sobre el
possible nombre de solucions del sistema variant els coeficients. Els algoritmes
generals es basen, entre altres, en meétodes d’eliminacié de quantificadors i
descomposici6 algebraica cilindrica [4].

Com que I'estudi de solucions positives sorgeix de l'interés en les aplica-
cions, s’han anat desenvolupant meétodes especifics per a cada aplicacio, a
vegades sense detectar que els métodes son valids per a sistemes més generals
que els que es troben en l'aplicacio. Aquest article se centra en 'aplicacio
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a l'estudi de punts d’equilibri de xarxes de reaccions. En aquest cas, tenim
un sistema d’equacions diferencials polinomiques, i els punts d’equilibri s6n
les solucions positives del sistema donat pels polinomis. Aquest sistema és
parametric, amb parametres provinents de les particularitats de la xarxa. Per
exemple, les equacions en la primera columna de (1) corresponen a un sis-
tema de punts d’equilibri d’'una xarxa. Les equacions a la segona columna
de (1) defineixen una familia d’espais lineals afins parallels que contenen la
dinamica del sistema amb el nivell determinat per la condici6 inicial.

L’estudi de xarxes de reaccions, de manera formal, es remunta als anys
setanta amb els treballs seminals de Feinberg i Horn i Jackson [29, 30, 49],
en que l'interes estava principalment en xarxes de reaccions quimiques. Va
ser I'origen de I'anomenada teoria de xarxes de reaccions quimiques (CRNT
en angleés) [34]. Aquests treballs, continuats principalment per Feinberg i el
seu grup durant les decades segiients, estudien propietats de les xarxes que
es mantenen per a tots els valors dels parametres a partir d’invariants de
la xarxa senzills de calcular [31, 33]. També trobem algoritmes molt potents
que son capacos de decidir si la xarxa pot tenir almenys dos punts d’equilibri
positius en algun dels espais lineals afins [32, 51]. Aquests algoritmes exploren
I’estructura concreta del sistema i sén molt més efectius que els algoritmes
generics, que sén cecs a aquestes propietats.

A l'inici del segle xXI es va donar la confluéncia de dos factors. Per una
banda, la comunitat de matematics dedicats a I’algebra aplicada va créixer
substancialment, i van apareéixer nous metodes computacionals acompanyats
d’ordinadors més potents. Per I’altra, dues branques de la biologia molecular
van agafar més pes (la biologia de sistemes i la biologia sintética), gracies a
les noves tecnologies que permetien recopilar moltes més dades i a les eines
experimentals de sintetitzacié bioquimica. Aixo va fer que l'interés per 1'estudi
dels punts d’equilibri de xarxes revifés i s’expandis, ara amb noves aplicacions
i preguntes provinents del mon bioquimic. Les xarxes de reaccions s’estudien
des del punt de vista algebraic, pero també analitic i estocastic; vegeu per
exemple [1, 12,13, 16, 17, 23, 24, 52, 61, 66].

Una bona part d’aquest article s’ocupa d’introduir els objectes propis de
I’estudi de xarxes de reaccions, basicament centrant-nos en qué és una xarxa,
i com s’estudia la variacio de les concentracions de les seves components en
el temps. Introduirem models importants en senyalitzaci6é cellular, que ens
serviran per a illustrar la teoria, i també per a plantejar preguntes obertes. En
la segona part de l'article ens centrem en 'estudi de la multiestacionarietat,
és a dir, I'existéncia de valors dels parametres per als quals hi ha almenys
dos punts d’equilibri. En particular, veurem alguns resultats per entendre la
regio de parametres on aixo passa. Aquesta quiestio esta lluny de ser resolta
de manera efectiva, i per a xarxes senzilles aquesta regié encara no es coneix.
Recentment, s’ha produit un impuls gracies a I'as de resultats que relacionen
propietats de polinomis amb objectes poliédrics (com ara el politop de Newton).
En aquest article ens centrem en alguns d’aquests resultats, que compten amb
la contribucio de I'autora.
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2 Xarxes de reaccions i la seva dinamica

2.1 Xarxes de reaccions

Comencarem introduint els objectes principals d’aquest article, que son els
sistemes d’equacions polinomiques que descriuen els punts d’equilibri d’'una
xarxa de reaccions. Una xarxa de reaccions és informalment una collecci6é de
reaccions entre certes espécies. Per exemple, si X; i X» sén dues espeécies, una
xarxa (ficticia) de reaccions podria ser

X1 — X 2Xo —2X4 X1+ Xo — 2X>. (2)

Segons la xarxa, X; es converteix en X, mitjancant la primera reaccio, dues
unitats de X, interaccionen per produir-ne dues de Xi, i finalment X; i X»
interactuen per formar dues unitats de X».

Les espécies poden ser «qualsevol cosa» que interacciona amb altres. Per
exemple, podem tenir una xarxa de reaccions bioquimiques, on les espeécies
son proteines, RNA o altres macromolécules. Aquestes xarxes sovint estan
involucrades en sistemes de senyalitzaci6 cellular, i s6n les que farem servir
d’exemple en aquest article. Un mecanisme habitual apareix en la xarxa

A+K+—AK — Ay +K, (3)

on —— s’usa per a representar dues reaccions en direccions oposades. En
aquesta xarxa, tenim una proteina A (anomenada substrat) que interactua amb
una altra proteina K (anomenada quinasa), i fruit de la interaccio, un grup
fosfat (marcat amb el subindex p) s’adjunta a la proteina A. Aquest procés
es diu fosforilacio catalitzada per una quinasa via el mecanisme de Michaelis-
Menten; analogament, trobem el procés de desfosforilacié. Aquest mecanisme
de fosforilacié és molt comu en eucariotes. Un mecanisme similar, habitual en
bacteris, consisteix en un grup fosfat que «salta» d’'una proteina a una altra
fruit d'una interacci6. Un model molt simple d’'un mecanisme amb aquestes
caracteristiques vindria donat per la xarxa

HK — HK,  HK, +RR—HK+RR,  RR, —RR, 4)

on veiem que HK passa el grup fosfat a RR. La proteina HK és una quinasa
histidina, i RR és un regulador de resposta.

Pero les espécies poden ser de molts altres tipus. Trobem xarxes de reac-
cions entre persones, per exemple, en models epidemiologics, molt coneguts
ara popularment degut a la pandemia global recent de covid-19. El sistema més
classic és 'anomenat SIR, on hi ha tres especies: S (persones susceptibles de
ser infectades); I (persones infectades); R (persones recuperades o mortes). La
Xarxa en aquest cas és:

S+I1— 21 I—R.
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Les especies també poden ser animals, com en els models d’interacci6 entre
especies que inclouen el model classic de Lotka-Volterra:

0—C C+G—2G G—0.

En aquest model, la C representa una presa (C de conill) i la G un preda-
dor (G de guineu). Segons la xarxa, els conills i les guineus es reprodueixen
i es moren respectivament de forma exponencial. Les guineus mengen co-
nills per reproduir-se i d’aquesta manera tenim reduccio6 i creixement dels
conills i les guineus, respectivament.

Finalment, no ens oblidem de mencionar que les xarxes poden ser entre
espeécies quimiques! Una reaccié molt coneguda és la formaci6é de les molecules
d’aigua

2H + O — H>O0.

Ara ja podem definir de manera formal qué entenem per una xarxa de
reaccions. D’ara endavant, per a un conjunt finit X = {Xy,..., Xy}, els ele-
ments de 7%, els identificarem amb combinacions lineals formals de X1,..., X,

amb coeficients a Z.¢, és a dir, elements de la forma a;X; + - - - + a, X, amb

ai,...,an € Zs¢ o amb vectors (aq,...,a,) € 7%, segons convingui.

DEFINICIO 1. Una xarxa de reaccions sobre un conjunt X = {X1,...,X,} ésun
subconjunt finit R c 7%, x 7%,. Els elements de X s’anomenen espécies. Un
element (y,y’) € R s’anomena reaccio i es denota normalment com

y—"
Els complexos de la xarxa son els elements del conjunt
C={y|y—y €Robéy —yecRperaalguny’ € 7¥,}.
Si y— 1y’ € R,diem que y és el reactant de la reaccio, i y’ el producte.
Per a la xarxa (2), el conjunt de complexos és
C=1{X1,X2,2X1,2X2, X1 + X2}.

Entre ells, X1, 2X>, X; + X» sOn reactants, i X», 2X1, 2X> son productes. En la
notaci6 vectorial, escriurem el conjunt de complexos com

1(1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1)}.
Una xarxa de reaccions (o simplement xarxa) admet una representacié en

forma de graf dirigit, en que els nodes sén els complexos i les arestes sén les
reaccions. Per exemple, la xarxa (2) es pot representar amb el graf

X1 — X X1+ Xo —2Xo —2X3
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que té cinc nodes, tres arestes dirigides i dues components connexes. L’es-
tudi de propietats de la dinamica de la xarxa a partir de caracteristiques del
graf ha tingut un rol important en la teoria de xarxes de reaccions, sobretot
en els treballs originals de Feinberg [30, 32, 33]. Quan introduim les xarxes en
els exemples, farem servir la representacié en graf o com a collecci6é de reac-
cions indistintament. Addicionalment, en els exemples concrets de rellevancia
biologica, les espécies es denoten amb els simbols que indiquen el tipus de
proteina, i no usant Xj;.

Tot seguit ens centrarem en l’estudi de la dinamica de la xarxa, és a dir,
en com les abundancies de les especies canvien a mesura que tenen lloc les
reaccions. Una primera observacié que farem és la segiient. Cada vegada que
una reaccioé ocorre, les abundancies de les espécies canvien restant el nombre
de molecules del reactant i sumant les del producte. Per exemple, per a la
xarxa (2), si el nombre de molécules de X, X» és a, a», respectivament, si
la primera o la tercera reaccions tenen lloc, tindrem a; — 1, ap + 1 molécules
de X 1, Xo.

En general, cada reacci6 y — »’ dona lloc a un vector y’' — y € 7", i
quan la reacci6 té lloc, al nombre actual de molecules cal afegir-li ' — y. Aixo
indica que, si en un inici tenim un comput de molécules a = (ai,...,an), a
mesura que les reaccions van tenint lloc, la tupla del nombre de molécules viu
en I’espai afi lineal

a+(y' -y ly—y €R).

Aquesta observaci6 dona lloc a la definici6 segiient:

DEFINICIO 2. Donada una xarxa de reaccions R sobre un conjunt d’espeé-
cies X = {Xy,...,Xn}, l'espai d’estequiometria és el subespai vectorial de R":

S={'~-yly—y €R).

La dimensio de la xarxa és per definici6 la dimensi6 de S ila denotarem amb s.

En I'exemple (2), les tres reaccions donen lloc als vectors
(_1!1)1 (21_2)1 (_111) (5)

i, per tant, I’espai d’estequiometria és S = ((—1,1)). La xarxa té dimensio s = 1.

2.2 Dinamica

Donada una xarxa, I’estudi de la dinamica de les abundancies de les espécies de
la xarxa requereix, com per a tota tasca de modelatge, fer hipotesis i prendre
decisions sobre les eines matematiques que volem usar i que s’escauen en la
situacié que intentem entendre. Les xarxes de reaccions s’estudien amb models
deterministes o estocastics, en temps continu o en temps discret. Els models es-
tocastics s’ajusten segurament millor a la realitat, pero tenen una complexitat
molt superior als models deterministes, sobretot als models deterministes
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amb temps continu. Es per aixo que sovint s'usen models deterministes, amb
equacions diferencials, en qué hi ha moltes eines disponibles per al seu estudi.
La bona noticia és que alguns comportaments dels models estocastics es poden
deduir a partir de models deterministes associats [2, 55]. En aquest article
ens centrarem en uns models basats en equacions diferencials ordinaries i
autonomes, que a més séon polinomiques.

Denotarem amb x;(t) la concentracié de ’espécie X; en el temps t i con-
siderarem x(t) = (x1(t),...,xn(t)) el vector de concentracions. En moltes
ocasions la referencia al temps t s’ometra. En els models deterministes, la
variacio de la concentracio x;(t) en el temps és la suma ponderada de la veloci-
tat de les reaccions que involucren X;, amb els pesos donats per la producci6
neta de X; en la reaccio, és a dir, per )] — y; silareaccié és y — y’ . Obtenim
aixi 'equacio6 diferencial

dx;(t) _ Z

dt Vi =y Vysy (x(0),  i=1,...,m,

y-y'eR

on vy, (x(t)) ésla velocitat de la reacci6 y — »’, que depen de la concen-
traci6 actual.

Si suposem que el conjunt R = {b; — b},...,b, —> b, } esta ordenat,
podem construir la matriu N € Z"*" amb columnes els vectors de les reaccions:
bi-bs,...,b, —b,. Aquesta matriu s’anomena matriu d’estequiometria. Llavors,
podem escriure el sistema en forma vectorial

4 v1(x)
X
— =N : , 6
ai : (6)
Uy (X)

on hem omes l'escriptura explicita de t i on v;(x) és Vb, (x). Observeu que
les derivades viuen en I'espai vectorial generat per les columnes de N, que és
precisament 'espai d’estequiometria S.

En 'exemple (2) tenim tres reaccions, i ordenem el conjunt R segons I'ordre
en que apareixen a (2). Obtenim el sistema

dx; B 17| vix)
FAR | )
ar v3(x)

on la matriu de coeficients esta formada pels vectors de (5). Equivalentment,
tenim

ax; dx»

— = —V1(x) + 2v2(x) — v3(x), — = V1(x) = 2v2(x) + v3(x).

dt dt

Encara ens falta indicar quina forma tenen les velocitats de les reac-
cions v;(x), i en aquest punt cal fer noves hipotesis, depenent del meca-
nisme que s’estudia i les condicions d’ambient. En aquest article assumim
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que es compleix la llei d’accié de masses, introduida per Guldberg (quimic)
i Waage (matematic) el 1864 [46] i en articles subsegiients. Segons la llei, se
suposa que les moléecules estan repartides homogéniament i que la velocitat
reflecteix la probabilitat que dues molecules es trobin per atzar. Aquestes
condicions no solen donar-se en un ambient cellular, pero, tot i aixi, aquests
models continuen usant-se i les conclusions tenen un cert grau de validesa.
Addicionalment, altres models molt comuns en processos enzimatics i xarxes
metaboliques, com els obtinguts a partir de velocitats de Michaelis-Menten,
sorgeixen de processos de reducci6 i simplificacio de models amb la llei d’acci6
de masses a través de mecanismes com 1'anomenat quasiequilibri [21].

Explicitament, segons la llei d’acci6 de masses, la velocitat d’'una reacci6 és
proporcional al producte de les concentracions de les especies en el reactant. A
I’'exemple (2) tenim

V1(x) = K1X1, V2(X) = K2X3, V3(X) = K3X1X2,

on Ki, K2,K3 > 0 son les constants de reaccié donades per la llei. El sistema
d’equacions diferencials (7) es converteix en

d
I N e
e |1 -2 1] R ®
dar K3X1X?2

0, equivalentment,

dx

2
i = K1X1 — 2K2x§ + K3X1X2.

) dx
= —K1X1 + 2K2X5 — K3X1X2, di

En general, la velocitat de la reacci6 b; — b; sera

vi(x) = Kk X xhin 9)

amb k; > 0. Com que les velocitats s6n monomis, el sistema d’equacions
diferencials resultant consisteix en polinomis i aix0 ens porta a introduir
notacio habitual provinent de I'algebra en I’estudi de polinomis multivariats.

Per a x € RY,, ¥ € 7%, i una matriu B € Z%;" amb columnes by,...,b,,
escrivim

XY i=x7" - x" € Rso,

xB = (xP1, ..., xbr) e RY,.

Considerem addicionalment el producte de Hadamard (component a compo-
nent):
aob=(aiby,...,anby,), a,b € R".
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Si denotem amb B € 7" la matriu de reactants, amb columnes by, ..., b,
de reactants de les reaccions i k = (k1,..., k) € RY, el vector de constants de
reaccio, aleshores el monomi (9) s’escriu com k;x%i, i considerant les » reac-
cions, el vector de velocitats és precisament k o xZ. Aixi doncs, el sistema (6)
d’equacions diferencials amb la llei d’accio de masses és

dx B
it = N(K ox"). (10)

Observem una particularitat important de la matriu N: si I’entrada (i, j) és
negativa, és perque X; forma part del reactant de la reacci6 j-ésima, i, per tant,
la velocitat de reaccio és multiple de x;. Aixo implica que tots els termes nega-
tius de I’equacio6 de dx;/dt son multiples de x;. Conseglientment, si x;(tg) =0
en algun moment ty d'una trajectoria, llavors dx;(tg)/dt = O i, per tant, la
concentracio x; no esdevindra negativa. A partir d’aquesta observacio es pot
deduir un aspecte molt important (i esperable) de la dinamica d’aquests siste-
mes: si el vector de concentracions inicial pertany a R% (resp. R%), aleshores
les concentracions es mantenen no negatives (resp. positives), al llarg de tota la
trajectoria [70]. En aquest cas diem que els ortants positius i no negatius son
invariants (en temps positiu).

Els coeficients del sistema (10) son combinacions lineals de les constants
de reacci6 k. Aquestes constants sén normalment desconegudes, dificils de
mesurar, i, a més a més, hi ha variabilitat entre individus i depenen de les
condicions ambientals. Es d’interés, per tant, estudiar el sistema per a valors
arbitraris de les constants de reacci6. Aixi doncs, ens trobem davant la tasca
d’estudiar un sistema d’equacions diferencials parametric.

En general, quan s’introdueix una xarxa de reaccions, etiquetem les reac-
cions amb la seva constant de reacci6 i, d’aquesta manera, quan aquestes
son desconegudes, es fixa I’ordre considerat pel conjunt de reaccions amb el
subindex de la constant. Per exemple, introduirem la xarxa (2) com

K1 K2 K3
X1 — X 2Xo — 2X4 X1+ Xo — 2Xo.

En aquest cas, la matriu de reactants és:

10 1
B:[o 2 1]'

Una observaci6 basica del sistema (8) és que

dx, | dx;

at " ar - °

i, per tant, x;(t) + x2(t) és constant al llarg de les trajectories, és a dir, al
llarg de les solucions de (8). Aquesta relaci6é ve donada pel fet que (1,1) és
un vector del nucli esquerre de N, o, dit amb altres paraules, del complement
ortogonal de I'espai d’estequiometria S.
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En general, per a cada vector w € S+, tenim w - dd—’f = 0 (aqui - denota el
producte escalar) ja que w™N = 0. Deduim que w - x és constant al llarg de
les trajectories i obtenim, d’aquesta manera, integrals primeres lineals. En el
context de xarxes de reaccions, les equacions

w:--X=cC

son lleis de conservacio, i ¢ s’anomena concentracio total. Si considerem ara
una matriu W € R4*" les files de la qual formen una base de S* (per tant, de
rang d = n — s, on s és la dimensio de la xarxa), obtenim que les trajectories
del sistema (10) estan confinades en espais afins lineals amb equacions

Wx =c,

on ¢ € R4 és ara un vector i depén de la condici6 inicial. Tota matriu W
d’aquestes caracteristiques s’anomena matriu de lleis de conservacio.
Cada conjunt de la forma

Pe={x eRY, | Wx =c},

amb ¢ € R s’anomena classe d’estequiometria. Com a objecte matematic, es
tracta d'un poliedre, ja que esta definit per equacions i desigualtats lineals.
Variant ¢ obtenim poliedres en espais afins lineals parallels que contenen la
dinamica, tal com s’illustra a la figura 1.

FIGURA 1: Classes d’estequiometria per a una xarxa amb tres especies i
dimensio 2, per exemple, donades per les equacions x; + X2 + X3 = ¢,
variant c.

Un resultat important és que les classes d’estequiometria sén compactes
si i només si St conté un vector amb totes les coordenades positives [5]. En
aquest cas diem que la xarxa és conservativa. Quan aixo passa, la dinamica esta
confinada en un espai compacte, i en particular les trajectories estan definides
per a tot temps positiu.

Per a la xarxa (2), tenim s = d = 1 i podem considerar la matriu de lleis de
conservacio W = [1 1]. Com que totes les coordenades son positives, la xarxa
és conservativa.
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2.3 Punts d’equilibri i biestabilitat

L’estudi d’'una xarxa es correspon a determinar les propietats matematiques
del sistema d’equacions diferencials (10). En estudis quantitatius, en qué tenim
informaci6 de les concentracions de les proteines en diferents punts del temps,
I’objectiu és aproximar els valors dels parametres i, normalment mitjancant
simulacions numeriques, entendre la dinamica de la xarxa i predir el compor-
tament de les concentracions en el temps. En estudis qualitatius, es busca
entendre la dinamica de la xarxa en general, per a tots els valors dels para-
metres. Els objectius sén més geneérics i se cerca, per una banda, determinar
quines caracteristiques dinamiques es poden aconseguir escollint adequada-
ment els valors dels parametres, i per I’altra, volem trobar propietats de la regi6
de parametres on el sistema (10) mostra la caracteristica d’interes. En aquest
article, ens centrarem en l'existéncia de més d’'un punt d’equilibri, propietat
que s’anomena multiestacionarietat.

Els punts d’equilibri de la xarxa, un cop fixats uns valors de les constants de
reacci6 k, son les concentracions per les quals el costat dret de (10) s’anulla,
és a dir, les solucions del sistema

0=N(kox®), xeRY,. (11)

Observem que nomeés ens interessen les solucions no negatives, ja que les altres
solucions no so6n realistes. De fet, ens centrarem en les solucions positives, és
a dir, a RY:

Fr = {x € R | N(k o xB) = 0}.

El sistema (11) ’'anomenarem sistema de punts d’equilibri. El conjunt E, és
la interseccio de la varietat algebraica real (o complexa) donada per totes les
solucions del sistema (11) amb I’ortant positiu. L’anomenarem varietat de punts
d’equilibri positius.

Com ja hem observat anteriorment, la dinamica de la xarxa té lloc a les clas-
ses d’estequiometria, i, per tant, els punts d’equilibri de la dinamica s’estudien
restringits a aquestes classes. Aquests es troben com a soluci6 del sistema
d’equacions polinomiques

0 =N(kox?), c=Wx, x € RY,,. (12)

El segon conjunt d’interés per a nosaltres és, doncs, el conjunt de solucions
de (12) amb concentracions positives:

Tee={x €RY | N(koxB) =0, Wx =c}.

Aquest conjunt depen de dos tipus de parametres. Per una banda, tenim les
constants de reaccio k € R., que apareixen com a coeficients en una part de
les equacions, i per I’altra, les concentracions totals ¢ € R4, que defineixen el
nivell amb qué traslladem S*. Una manera geometrica d’entendre la familia 7 .
és que intersequem una familia de varietats algebraiques que varien segons k
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amb una colleccié de varietats lineals amb el mateix espai vectorial definidor. A
la figura 2 s’illustra aquesta interpretacio. Les corbes continues correspondrien
a la solucio de (11), és a dir, son punts d’equilibri. Cada corba correspon a una
elecci6 del parametre k. Les rectes discontinues son classes d’estequiometria
per diferents concentracions totals. La interseccié d'una corba continua amb
una recta discontinua és un punt d’equilibri en una classe d’estequiometria.

(@ (b)

FIGURA 2: Dues illustracions en dues variables de la familia de varie-
tats E, obtingudes variant k (linies continues) juntament amb les classes
d’estequiometria (linies discontinues).

Per a la xarxa (2), el conjunt 7 és, pera Kk € [Rio ic eR,

—K1X1 + 2K2X3 — K3X1X2 = 0
K1X1 — 2K2x§ + K3x1x2 =0
X1+Xp=¢C

0
ol
La segona igualtat sorgeix del fet que les dues primeres equacions son lineal-
ment dependents, i en treure’n una de les dues, ens quedem amb un sistema
d’equacions amb dues variables i dues equacions. Aix0 no és casual: com que
les lleis de conservaci6 corresponen a combinacions lineals de dependéncia
de les equacions del sistema de punts d’equilibri, sempre tenim d equacions
redundants. En treure-les, obtenim un sistema amb el mateix nombre d’equa-
cions que de variables. Diem que el sistema és quadrat. Per a sistemes quadrats
amb coeficients arbitraris, cal esperar que el nombre de solucions sigui finit, i
el mateix és cert per als sistemes que defineixen 7T .. Es a dir, amb hipotesis
molt poc restrictives en la xarxa, el conjunt T . sera finit per a quasi tots els
valors dels parametres [35].

Trc

)

x € R2,

X1+ X2

2
K1X1 — 2K2X5 + K3X1X
{xekio‘ 1X1 2X5 + K3X1X2
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Tot i ser un conjunt finit, el nombre d’elements del conjunt pot dependre
de I’elecci6 dels parametres. Per exemple, a la figura 2(b), podem escollir una
corba continua i una de discontinua que només s’intersequen en un punt, pero
també podem fer altres eleccions i trobar dues corbes que s’intersequen en
tres punts. Per a aquesta xarxa, hi ha classes d’estequiometria que tenen un o
més punts d’equilibri, depenent de I’elecci6 de . Per altra banda, a la figura 2(a)
tot parell de corbes continua i discontinua s’intersequen exactament en un
punt. En aquest cas, per a tots els valors dels parametres, totes les classes
d’estequiometria tenen un punt d’equilibri. Aquestes observacions ens porten
a la segiient definicié central d’aquest article.

DEFINICIO 3. Una xarxa de reaccions admet multiestacionarietat si, per a algun
valor dels parametres k € R, ic € R4, el conjunt 7, «c & almenys dos
elements.

Si, a més a més, T, té almenys dos elements que son punts d’equilibri
estables (relatius a la classe d’estequiometria), aleshores diem que la xarxa
admet biestabilitat.

El conjunt de parametres
Q= {(k,c) €ERLy X R4 | #Tyc = 2}
s’anomena regio de multiestacionarietat.

La determinacio de si una xarxa admet multiestacionarietat o, més con-
cretament, biestabilitat, és un tema de gran interes, degut al tipus de corbes
senyal-resposta associades a aquestes caracteristiques. El senyal és tipicament
un parametre del sistema que varia per causes externes, i la resposta és la
concentracio d’'una proteina involucrada en I’activacié o desactivacié d’algun
mecanisme cellular (per exemple, la transcripcié d’'un gen) a partir de si la
concentracio6 és alta o baixa. Els sistemes biestables tenen el potencial d’oferir
respostes robustes, que no depenen de petites fluctuacions del parametre, i,
per tant, son comuns i desitjables en senyalitzaci6 cellular.

2.4 Exemples de xarxes de senyalitzacié cellular

Dues xarxes que amplien els dos exemples de fosforilaci6 (3) i (4) tindran un
rol important en aquest article. En primer lloc, trobem el cicle de fosforilaci6 i
desfosforilacié en diversos llocs seguint el mecanisme de Michaelis-Menten [21,
48]. En aquest cas, trobem una proteina A que admet grups fosfat en més
d’un lloc, posem £. Un possible mecanisme preveu que hi ha una quinasa que
catalitza la fosforilacié d’aquests € llocs de manera distributiva i seqiiencial, és
a dir, els llocs es fosforilen en un ordre determinat, i cada contacte quinasa-
substrat dona lloc a la fosforilaci6 d'un sol grup fosfat. La desfosforilacio
procedeix amb el mateix mecanisme, pero en I'ordre invers i catalitzat per un
enzim anomenat fosfatasa.
Per exemple, per a £ = 1, tenim la xarxa

A+K—AK — Ap +K Ap +F=— AyF — A+ F,
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on K és la quinasa, i F és la fosfatasa. En aquesta xarxa tenim sis reaccions, sis
especies i sis complexos

X = {A,A,,K,F,AK,A,F}, C={A+K,AK,A, +K,A, +F,A,F,A+F}.

Recordem que la notaci6 y = y’ indica una reaccié6 reversible, que vol dir
que tenim les reaccions y —y’' i ¥y ' —> y.
Per a £ = 2, tenim el cicle dual de fosforilacio:

K1 K3 Ky Kg
A+K—AK— Ay +K=—ApK — App + K,
K: Ks
’ (13)
App +F == Ay, F 25 A, +F —= A, F "% A+ F.
K8 K11

En general, per a cada £, anomenem aquesta xarxa cicle de fosforilacio i
desfosforilacio amb £ llocs. Per a £ = 1, la xarxa no té multiestacionarietat,
pero per a £ = 2 si. De fet, se sap que la xarxa té com a molt 2¢ — 1 punts
d’equilibri en cada classe d’estequiometria, i se sap que hi ha classes per a les
quals en té £ + 1 si ¥ és parelli £ si £ és senar [68, 71]. S"ha conjecturat que la
xarxa admet els 2¢ — 1 punts d’equilibri en alguna classe d’estequiometria si
s’escullen les k adequadament, pero la conjectura només s’ha pogut demostrar

fins a € = 4 [42]. Se sap també que per a £ > 2 les xarxes son biestables [38].
Aquesta familia de xarxes s’ha convertit en el banc de proves de nous
metodes i idees. Per una banda, té gran importancia biologica, i per una altra,
encara hi ha moltes preguntes obertes. Per exemple, per a £ = 2 no se sap si
el sistema (10) té solucions periodiques (oscillacions) ni es coneix la regi6é de

multiestacionarietat explicitament.

El segon exemple d’importancia es construeix a partir del mecanisme (4), tot
introduint fosforilaci6 en més d’'un lloc, tal com hem fet amb I'’exemple anterior.
Un model senzill de transmissio del senyal en bacteris amb una anomenada
quinasa histidina hibrida és la xarxa

K1 K2 K3
HKog — HKp() — HKop e HKpp

HKop + RR — HKqp + RR,,
(14)

HK,, +RR — HK 0 + RR,,
RR, — RR.

En aquest model, la quinasa histidina HK té dos llocs de fosforilaci6. Quan
el segon lloc esta fosforilat, independentment de la situaci6é del primer, el grup
fosfat pot passar a la proteina reguladora de resposta RR. La primera i la tercera
reaccions corresponen a la fosforilacié del primer lloc amb el segon lloc lliure
0 ocupat, respectivament.

Se sap que aquesta xarxa admet multiestacionarietat i biestabilitat, i, ad-
dicionalment, es coneix amb gran detall la regi6 de multiestacionarietat, com
veurem més endavant [54].
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2.5 Parametritzacions

A T’hora d’estudiar els punts d’equilibri d’'una xarxa, és molt util tenir una
descripcio6 explicita de la varietat de punts d’equilibri positius £, mitjancant
parametritzacions. Si la dimensi6 de la xarxa és maxima, és a dir, n, llavors
no hi ha lleis de conservacio i s’espera que E, sigui finit. En aquest cas, una
parametritzacié equivaldria a trobar aquests punts explicitament, cosa que és
rarament possible (amb les k com a parametres). Si la dimensi6 de la xarxa
no és maxima, aleshores E, té dimensi6 positiva (genéricament, d = n — s), i
sovint (sorprenentment) es poden trobar parametritzacions.

Per exemple, considerem la xarxa (4), on afegim que la segona reacci6 sigui
reversible, i usem noms de les espécies més adients al tractament matematic:

K1 K2 Kg
X1 — Xp Xo+ X5 — X1 +X4 X4 — X3. (15)
K3

La matriu d’estequiometria i la matriu de reactants son

1 1 -1 o0 1010
1 -1 1 0 0100

N=19 -1 1 11" B=lo1 0 of
0 1 -1 -1 00 1 1

i donen lloc al sistema d’equacions diferencials amb la llei d’acci6 de masses
X1 = —K1X1 + K2X2X3 — K3X1X4,
X2 = K1X1 — K2X2X3 + K3X1X4,
X3 = —K2X2X3 + K3X1X4 + K4X4,
X4 = K2X2X3 — K3X1X4 — K4X4,

on x; denota la derivada de x; respecte t. El rang de N és 2. Per tant, la dimensio
de la xarxa és 2 i s’espera que la varietat de punts d’equilibri positius tingui
dimensio 2. En particular, el sistema de punts d’equilibri té dues equacions
linealment independents (observem que és el sistema (1) de la introduccio):

—K1X1 + K2X2X3 — K3X1X4 = 0, Ko X2X3 — K3X1X4 — K4X4 = 0.

Aquest sistema és lineal en x3 i x4, i, resolent les equacions respecte a x3, X4,
obtenim que tot punt d’equilibri satisfa
_ (K3x1 + Ke)K1X1 K1X1

X3 , X4 = .
K2K4X? Ky

A partir d’aqui concloem que existeix una parametritzaci6 de £, de la forma

¢
R2, — Ex < R%, 16)
(K3X1+K4) K1 X1 M)

(xl,Xz)l—>(xl,xz, oRkaxs 0 ks
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En general, direm que una xarxa admet una parametritzacio racional positiva
si existeix una aplicacié continua i exhaustiva

RY, 25 Fe <R, EF— (E)

amb totes les entrades racionals en &;,...,&; i en les components de k. N’és
un exemple la parametritzacié (16) amb &; = x1, & = xo.

Que una varietat algebraica admeti una parametritzacié racional no és el més
habitual: genéricament, una varietat algebraica no admetra una parametritzacio!
Pero entre les varietats que sorgeixen a partir de sistemes de punts d’equilibris
de xarxes realistes, sovint podem trobar-ne una. Aixo0 es deu principalment al
fet que les xarxes reals no sén geneériques, i, en particular, hi ha molta linealitat
en els sistemes de polinomis: el grau dels monomis correspon al nombre de
molecules que interactuen, i en el mén de la biologia molecular, on les espécies
son macromolécules, no es dona el cas que tres o més proteines interactuin
simultaniament.

Quan el sistema té molta linealitat, llavors és possible que puguem resoldre
el sistema de punts d’equilibri per unes variables en funcio6 de les altres, tal com
hem fet amb la xarxa (15). Aquesta estratégia de trobar parametritzacions via
eliminacio lineal ha estat molt explorada. Vegeu, per exemple, [40, 41, 47, 63].

Una parametritzaci6 racional positiva de E, ens permetra avaluar funcions
als punts d’equilibri, i, com veurem més endavant, aixo ens permetra treure
conclusions sobre la regio de multiestacionarietat. De totes maneres, no sempre
tindrem a I’abast una parametritzacio. Si ampliem la varietat £, de manera que
Kk també sigui una variable, llavors sempre podem trobar una parametritzacio.
Perdrem la informaci6é que dona l'especialitzacié a un k determinat, pero
podrem estudiar I'existéncia de determinades propietats per a algun valor de k.

Considerem, doncs, la (part positiva de la) varietat

T = {(k,x) € Ry x R", | N(k o x8) = 0},
que s’anomena varietat d’incidéencia.

LEMA 4. L’aplicacio

(ker(N) N R%y) x R%y —+ F

(v,h) — (v o hB,h1),

on h™! esta definit component a component, és una bijeccio.

La demostracié consisteix a provar que l'aplicacié ¢ que envia (k,x) a
(k o xB, x~1) és la inversa de @. El lema 4 ens indica que, per a estudiar Z,
és suficient estudiar (ker(N) n RL,) x R%,. Aquest conjunt admet una para-
metritzacio, ja que ker(N) n RZ, és I'interior del con poliédric ker(N) n RL,,.
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Per tant, existeix un nombre finit de generadors, e1,...,ep (£ no ha de ser
necessariament la dimensi6 de ker(N)) tal que

ker(N) N RL, = {A1e; + - - +Apep | A; 20,i=1,...,¥},
i d’aqui es dedueix que
ker(N) N RL, = {Are; + -+ -+ Apep | A; > 0,i=1,...,¢}.

Aquesta parametritzacioé juntament amb el lema 4 ens dona una parametrit-
zacio de E:

RLy x Ry — (ker(N) N RZy) x R%y — E a7
(Ah) — (EA, h) —— ((EA) o h8,h1),
on E és la matriu de columnes ey, ..., ep. Aquesta parametritzacié consisteix

en funcions racionals en A, h.

Existeixen diversos algoritmes per a trobar els generadors d’un con poliedric,
amb implementacions com per exemple a SAGE [64] i Polymake [45]. Aixi doncs,
aquesta parametritzacié de E es pot trobar a la practica.

Per a la xarxa (15), on hem trobat una parametritzacié de ., a (16), la
parametritzacié de la varietat d’incidéncia £ s’obté de la manera segiient.
Primer, ens cal trobar els generadors del con poliédric ker(N) n R?, i obtenim

ker(N) nR%, = {A1(0,1,1,0) + A2(1,1,0,1) | Ay, Az > O}.
D’aqui trobem la parametritzacio de E amb sis variables:

(A1,A2,h1, ho, b3, hg)— (A2, A1 + A2, A1, A2, hy, ho, hs, hy)
> (Azhy, (A1 +A2)hahs, Avhiha, Aoha, 1, 70 s i)

Com que Aj, A» parametritzen el nucli de N i el vector A;(0,1,1,0) +
A2(1,1,0,1) es correspon a k o x? per a algun x, k, aquesta parametritzacio
perd informaci6 del comportament de les k concretes i només serveix per a
explorar la varietat Z. Es a dir, no podem especialitzar aquesta parametritzacio
aun K concret.

3 Multiestacionarietat

Ara ja tenim tots els ingredients per a endinsar-nos en els resultats sobre el
comportament dels punts d’equilibri de la xarxa. En aquesta secci6 de resultats
ens centrem a decidir si una xarxa admet multiestacionarietat i, si és el cas, a
donar informaci6 parcial de la regi6 de multiestacionarietat.

La pregunta que ens plantegem és, doncs, determinar si existeixen k, ¢ tal
que el conjunt 7T, . té almenys dos elements i, si es dona aquest cas, trobar el
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conjunt de parametres per als quals aixo passa. Amb xarxes prou petites, com
per exemple (2), (14) o (15), podem manipular les equacions i deduir si la xarxa
té multiestacionarietat o no. Per a la xarxa (15), ja haviem vist a (16) que els

punts d’equilibri venen donats per les relacions x3 = % ixg =520
Aquesta xarxa té dues lleis de conservaci6
X1+ X2 = Cq, X3 + X4 = C2, (18)

linealment independents. La primera ens dona x> = ¢; — x1 i, introduint els
valors de x>, x3, x4 a la segona llei, obtenim una equaci6 polinomica en una
variable

—K1(Kp — K3)xf + (C1K1K2 + C2KoKg + K1K4)X1 — C1C2K2 K4 = 0.

Els punts d’equilibri estan en correspondencia amb les arrels x; € (0,cy)
d’aquest polinomi. Un calcul senzill ens diu que el polinomi és positiu quan
x1 = c1. Com que el terme independent és negatiu, concloem que el polinomi
té una unica arrel en I'interval d’interes, i, per tant, la xarxa té exactament
un punt d’equilibri positiu per a tota eleccié de parametres. La xarxa no té
multiestacionarietat.

D’una manera similar, pero invocant resultats sobre arrels positives més
avancats, es pot concloure que la xarxa (14) admet multiestacionarietat. En
aquest cas, els punts d’equilibri s’estudien a partir d'un polinomi cubic. Ad-
dicionalment, usant seqiiéncies de Sturm, es pot deduir que la xarxa té tres
punts d’equilibri positius si i només si

a>>0 9agasz —aya» >0,

27a%a? — 18apaiazas + 4apas + 4a3as —a’as<0 —3apar + a’>0 (19)
oU3 on1u243 (0172} 143 142 ou? 1 ’
on
ao= (K1 + K2) K4Ks5Ke, a1 = (K1(C1K2K4 + KoKg + K3Kp) —C2 (K1 + K2) KaKg) Ks,
asz = —C2K1K2K3Kg, az = (K1K2K3(C1K5 + Kg) — C2K1 (K2 + K3)K5Kg),
icy, ¢ provenen de les lleis de conservaci6

X1+ X2+ X3+ X4 =C1, X5 + Xg = C2. (20)

(Vegeu [54], en que aquesta xarxa s’estén a una familia amb un nombre creixent
de punts d’equilibri.)

Aquest exemple és molt interessant, ja que es pot trobar la regié de mul-
tiestacionarietat, pero, a la vegada, no en tenim gaire informaci6. Quina forma
té? Es connexa? Qué ens diu dels aspectes biologics que donen lloc a multies-
tacionarietat? I aqui és on hem de recordar que treballem amb sistemes de
polinomis que provenen de xarxes d’interés i que volem ser capacos d’interpre-
tar i explorar els resultats matematics obtinguts.

Només les xarxes senzilles i amb molta linealitat inherent permeten ma-
nipulacions per reduir I’estudi dels punts d’equilibri a ’estudi de les arrels
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d’un polinomi en un interval determinat. En principi, la reduccié a un polinomi
en una variable z quasi sempre és possible gracies a la teoria de les bases
de Grobner i el «lema de la forma» (shape lemma) [22]. Aquesta teoria, pero,
no ens retorna el conjunt en qué hem de buscar les arrels z per tal que les
solucions del sistema siguin positives. Es per aixo que la teoria de xarxes de
reaccions durant cinquanta anys ha estat desenvolupant resultats per a deter-
minar multiestacionarietat. S’han explorat moltes direccions, i fer-ne una llista
exhaustiva és impossible, pero l'article [53] conté un bon resum de les estra-
tegies actuals i dona un bon nombre de referéncies. La majoria dels resultats
ens permeten decidir si la xarxa admet multiestacionarietat, pero no ens diuen
gaire res sobre la regi6 de multiestacionarietat.

En aquest article expliquem un meétode que, a més de decidir sobre la
multiestacionarietat, ens dona informaci6 sobre els parametres. El métode es
basa en el teorema central de la referéncia [15] (aqui en presentem una versio
simplificada). Per a poder enunciar el teorema, necessitem introduir la funcié
segiient. Considerem una matriu de lleis de conservaciéo W € R4*" i suposem
que esta reduida per files. Siguin wq,...,wgy les filesde Wii; < --- <ijels
indexs de la primera entrada diferent de zero en les files wj,..., w,4. Consi-
derem la funci6 fi(x) donada pels polinomis a la dreta de (10), i construim
la funci6 fi(x) tot substituint ’entrada i; de fx(x) per w; - x — cj. Per ala
xarxa (15), la matriu associada a les lleis (18) és reduida per files i tenim i; = 1,
i» = 3. D’aqui obtenim la funci6

Si(x) = (x1 + X2 — €1, K1X1 — K2X2X3 + K3X1X4,X3 + X4 — C2,
K2X2X3 — K3X1X4 — K4X4). (21)

Observem que el conjunt de solucions positives del sistema fK (x) =0 és
exactament T .

TEOREMA 5 ([15]). Considerem una xarxa conservativa amb constants de reac-
cio k € RL, i considerem la funcio f, donada per una eleccio de matriu de llei
de conservacio W reduida per files.

Suposem que Ex N P. = RY, per a tota classe d’estequiometria P., és a
dir, tots els punts d’equilibri de les classes tenen totes les coordenades positives.
Considerem el determinant de la jacobiana de f(x)

pi(x) = (=1)*det(J; (x)),

on s és la dimensio de la xarxa. Aleshores es compleix:

(a) Si
sign(pk(x)) = +1  peratotx € Ey,

aleshores #T . = 1 per a totc € R4,

(b) Si
sign(py(x)) = -1 per a algun x € E,,

aleshoves #T . > 2 perac = Wx*.
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La prova d’aquest resultat es basa en la teoria de I'index de Brouwer, i es
demostra que la funcié (—1)° f,c té index 1 al punt O respecte de I'ortant positiu.
El fet que la xarxa sigui conservativa s’usa per a garantir que les trajectories del
sistema d’equacions diferencials estan fitades, i a partir d’aqui es pot construir
una homotopia entre fj i una funci6 de la qual coneixem el grau.

Vegem com podem usar aquest teorema. La xarxa (15) és conservativa, i es
pot veure facilment que compleix la condici6é del teorema sobre 'abséncia de
punts d’equilibri a la frontera de I'ortant positiu intersecat amb cada classe
d’estequiometria. Usant (21), px(x) és

Pr(X) = K1K2X2 + K1 K3X1 + K2KaX3 + K3K4X4 + K1 K4.

Sense avaluar p, (x) als punts d’equilibri, ja veiem que aquest polinomi sempre
sera positiu per a tot valor positiu de x. Aplicant el teorema 5, obtenim que
aquesta xarxa admet un unic punt d’equilibri positiu en tota classe d’estequio-
metria, tal com ja haviem indicat més amunt.

Considerem ara la xarxa (14). Amb X; = HKoo, X2 = HKpo, X3 = HKop, X4 =
HK,p, X5 = RR, Xg = RR,, iles lleis de conservacio de (20), el polinomi p, (x)
és:

PK(X) = K1K2K4K5X3Xs5 + K1 K2 K4 K5X4X5 + K1K4K5K6X§

— KoK3K4K5X3X5 + K2K4K5K6x§ + K1K2K3K4X3 + K1KoK3KsXg — (22)
+ K1 K2K5KeX5 + K1 K3K5KeX5 + K1 K2 K3Kg-
Aquest polinomi té exactament un coeficient negatiu, i, per tant, no podem
saber a simple vista si assoleix valors negatius. Per poder aplicar el teorema 5,

hem d’avaluar p«(x) als punts d’equilibri, i aixd ho podem fer gracies a la
parametritzacio

W(ELE) = <K4K5§1§§, Ks(Ka&2 + K3)§1§2, §1§2K5’EL§2’ Ks(Ka&2 + K3)§1§2>

K1K3 K2 K3 K3 K3Ke

obtinguda resolent el sistema de punts d’equilibri en les variables xi, x2, x3,
Xg. Avaluant p(x) a ¢ i considerant només el numerador (el denominador és
positiu), obtenim el polinomi

Ak (E) = K1K2K5Ke + (K1 + K2) K3KaKsKeES + KoKak3ka (K1 — K3)E1E3

+ 2K1K2K3K4K5E1E2 + (Ko + K3) K1 K3K5K6E2 + K1K2K5 K5 &1 (=3)
Veiem clarament que, si K1 > k3, aleshores g, (&) és positiu per a tot § € IR{2>O i
el teorema 5 ens indica que #7 . = 1 per a tot c.

Si, al contrari, k; < k3, aleshores, posant &; = & = «, q« (&) es converteix
en un polinomi en « de grau 3 i el coeficient principal és negatiu. Aixi, per
a « > 0 suficientment gran, g, (&) sera negatiu. El teorema 5 ens diu ara que
#T, . > 2 per a algun c i, per tant, la xarxa admet multiestacionarietat.
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Concloem que la xarxa és multiestacionaria, i, a més a més, tenim la condici6
que han de complir les k per tal que aix0 sigui possible per a algun c. En altres
paraules, hem trobat la projeccio de la regio de multiestacionarietat en I'espai
de les constants de reaccié k. Recordem que per a aquesta xarxa haviem trobat
la regi6 a (19), i la interpretaci6é biologica no era clara. Ara, la relaci6 en les k
es redueix a k3 > k1. Mirant el rol de les reaccions que tenen aquestes dues
constants de reacci6 a (14), veiem que corresponen a la fosforilacié del primer
lloc de HK: per a K el segon lloc esta lliure, i per a k3 el segon lloc esta ocupat.
Deduim que, per tal que es pugui donar multiestacionarietat, és necessari que
la fosforilaci6 del primer lloc sigui més rapida quan el segon lloc ja esta ocupat.
I aquesta interpretacio té sentit biologic.

Alternativament, si ens imaginem la situacié en qué no haguéssim pogut
trobar una parametritzacio de E,, podem usar la parametritzacio de la varietat
d’incidencia Z de (17). Per a aquesta xarxa amb la histidina quinasa hibrida, el
con ker(N) n [Rgo esta generat pels vectors (0,1,1,0,1,1), (1,1,0,1,0,1) ila
parametritzacio té la forma

YA h) = (A2hy, (A1 + A2)hp, A1hs, Aohshs, A1hahs, (A + A2) ke,
hi',hi%, hi3, hi* hy®, hi%).

En aquest cas, si avaluem el polinomi p, (x) de (22) en aquesta parametrit-
zacio, obtenim el polinomi

a(A, h) =A2h1hoAShshs +3hhohshsA3AS +2h hohshsA A3 +hihaohsheA3 A,
+2h1hoh3heA2A3+hihohsheA1A3 +hihohahsA2A3 +hyhohahsA A3
+hihohaheA3As+2h1hohaheA2A3 +hihohaheA1 A3 +hyhshaheA3 Ao
+2h1h3haheA2A3 +hihshaheA A3 —hohshahsATA» —hohshyhsASAS

+hoh3haheA3As + 2hohshyheA2A3 + hohshahgA1AS.
(24)
El polinomi g (A, h) té dinou termes, dos dels quals tenen coeficient negatiu.
Com podem decidir si aquest polinomi assoleix valors negatius quan totes
les variables son positives? Sabem que hauria de ser possible perqué ja hem
vist que aquesta xarxa admet multiestacionarietat, pero hi ha alguna manera
sistematica de detectar-ho? Aquesta pregunta sera el tema de la secci6 segiient.

Recapitulant, gracies al teorema 5, hem canviat la qliestié de decidir si
el conjunt 7, . té dos o més elements per la de decidir si un polinomi pren
valors negatius quan és avaluat a 'ortant positiu. Aquesta pregunta esta molt
relacionada amb I’estudi de polinomis no negatius, és a dir, polinomis que mai
no poden ser negatius sobre els reals, que a la vegada té implicacions directes
en problemes d’optimitzaci6 i en el problema 17¢ de Hilbert [11].

Si partim d’'una parametritzacio, el polinomi té coeficients parametrics i la
pregunta consisteix a decidir si el polinomi parametric pot ser negatiu per a
algun valor dels parametres. En aquest cas ens plantegem la pregunta:

Per a quins valors de k es compleix q, (&) < 0, per a algun & € [R{‘io?
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D’aquesta manera obtenim la projecci6é de la regié de multiestacionarietat en
I'espai de les k. A simple vista pot semblar que aquesta nova pregunta té les
mateixes dificultats que entendre els conjunts 7 .. En ambdos casos, es tracta
de problemes de geometria semialgebraica amb quantificadors, i que es poden
resoldre en principi amb metodes propis d’eliminacié de quantificadors [4].
Aquests metodes, pero, son altament costosos, i per als sistemes realistes
d’interés, no sén efectius.

A la practica, pero, hi ha diversos resultats que relacionen els signes que un
polinomi pot prendre en I’ortant positiu amb les caracteristiques d’un poliedre
associat al polinomi. Els algoritmes de geometria poliédrica sén molt menys
costosos ja que es basen en tecniques de programacio lineal. Com veurem a la
secci6 seglient, aquests metodes ens permetran respondre la nostra pregunta
i estudiar I'espai de les k que donen lloc a multiestacionarietat de manera
satisfactoria per a diverses xarxes.

4 Signes de polinomis i eines poliedriques
4.1 El politop de Newton

Per poder aplicar el teorema 5 al polinomi parametric g, (&) obtingut a partir
del numerador de p,(x) avaluat en una parametritzacio, comencem explorant
els signes dels coeficients del polinomi, tal com hem fet amb les xarxes (14)
i (15). El fet que un polinomi tingui un coeficient negatiu no implica, pero,
que pugui prendre valors negatius en l'ortant positiu. Un exemple classic és el
polinomi

x?=2xy+y°=(x-y)>=0,

que mai és negatiu tot i tenir un coeficient negatiu. Decidir si un polinomi només
pren valors no negatius no és una tasca gens trivial. Aqui ens centrarem ens
alguns casos concrets, i el lector pot llegir més sobre el problema a I'article [3].
Observem que amb la xarxa (14) i el polinomi (23), hem pogut deduir que el
fet que el coeficient fos negatiu era suficient per a concloure que g, (x) també
podia ser negatiu. Aixi doncs, hi ha coeficients que so6n «més importants»
que d’altres per a respondre la nostra pregunta. Per entendre quins son els
coeficients importants, introduim el politop segiient (vegeu també [27]).

DEFINICIO 6. Considerem un polinomi multivariat f(x) = > ,c4 XpXx?V €
R[x1,...,xXn] amb &, € R\ {0} i A = 7%, finit. El politop de Newton NP(f) de
f és 'envolvent convexa de A:

NP(f) = conv(A).

Donada una cara T de NP(f), denotem amb f; larestriccio de f als monomis
continguts a la cara:
fr(x)= > ox®.
VEANT
La clau ara es troba en el resultat classic segiient (en podeu trobar una
demostracio a [37]).
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PROPOSICIO 7. Considerem un polinomi multivariat f(x) € R[x1,...,Xyn] i una
cara T del politop de Newton NP(f). Aleshores, per a qualsevol y* € RZ,
existeix x* € R tal que

sign(f(x*)) = sign(fr(y™)).
En particular, per a tot vértex de NP(f), existeix x* € R% tal que
sign(f(x*)) = sign(xy).

Per al polinomi g, (§) € R[&1, &2] de (23), els monomis son 1, £3, £1E3, £1 &2,
&-, &1, 1, per tant, el politop de Newton és 'envolvent convexa dels punts

(0,0), (0,2), (1,2), (1,1), (0,1), (1,0).

Una illustracié de NP(q,) la trobem a la figura 3. L’exponent (1, 2), que cor-
respon al coeficient negatiu, és un vertex del politop de Newton, i, per tant, el
fet que el coeficient sigui negatiu ja implica que g, (&) assoleix valors negatius
gracies a la proposicio 7.

&1

FIGURA 3: Politop de Newton del polinomi (23).

Quant al polinomi (24) amb les variables A, h, ja hem comentat que tenim
dinou monomis. El politop de Newton té catorze vertexs, entre ells els dos
termes amb coeficient negatiu! Aixi doncs, el polinomi g (A, h) pren valors
negatius a I'ortant positiu i la xarxa admet multiestacionarietat.

Si ara considerem el cicle dual de fosforilaci6 introduit a (13) amb els
parametres A, h, és a dir, considerant la parametritzacio de £ de (17), obtenim
un polinomi amb 400 monomis, 112 dels quals tenen coeficient negatiu. Entre
ells trobem exponents que son vertexs del politop de Newton. Per tant, el
polinomi assoleix valors negatius per la proposicio 7, i el teorema 5 ens porta a
concloure que la xarxa (13) admet multiestacionarietat. Si considerem la xarxa
amb tres llocs de fosforilaci6, llavors el polinomi té 5096 monomis, dels quals
1536 sén negatius, i un altre cop alguns d’ells corresponen a veértexs del politop
de Newton. Deduim aixi que la xarxa admet multiestacionarietat (remarquem
que ja se sap que la xarxa admet multiestacionarietat quan el nombre de llocs
de fosforilaci6 és almenys dos).
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Aquesta estratégia funciona per a moltes xarxes, tant amb la parametritzacio
de Z, i llavors podem decidir si la xarxa admet multiestacionarietat o no,
com amb una parametritzacio de E, (si existeix), i aixi podem trobar valors
de les k que permeten la multiestacionarietat. En els exemples, hem obviat
comprovar que les hipotesis del teorema 5 es compleixen. Per a aixo tenim
eines computacionals disponibles, tal com estan descrites a [15].

4.2 Polinomis circuit

Tornant al cicle dual de fosforilaci6é introduit a (13), podem dir alguna cosa
sobre la regio de multiestacionarietat usant una parametritzacio de Z.? Per a
la xarxa (14) hem pogut trobar la projecci6 exacta de la regié de multiestacio-
narietat, pero amb la xarxa (13) la situaci6 és bastant més complicada.

Per simplicitat, anomenem k; = k3, k» = Kg, k3 = Kg, k4 = K12. Aleshores,
existeix una parametritzacié positiva racional ¢ de £, en tres variables &, &,
&3 tal que el numerador de p, (@ (&)) és el polinomi

ax(§) = K3Kakiks ELES + KiK3K4k3ksK3ELE
+ K1K2K3k1k3ky E1E5E3+K3K3kiky E15283
+ 2 K1K2K3Kak3kskokaE3 €283 + K1 KoK3k1k3ky E2E38s
+ (KZK2K3k1k3ka (ko +ka)E2E3 + K1 KoK3k1kska E2E3E;
+ K1 K>K3kiksky E1E583

+ K} KoK3Kak1kok3kaE1E5 + KIK3K3KG (k1 + k3)E1E5 + KIK3k3kGES
+ 2K3Ko K3k k3k3E1E3E3 + KPKoK3k1 k3k3E1E3 + KPK3k3KIESEs,
(25)

on K1,K»,K3,K4 > 0 depenen de k i sén les anomenades constants de Michaelis-
Menten. Hi ha sis coeficients que poden ser negatius, i la resta s6n positius. El
signe d’aquests coeficients depén del signe d'un d’aquests dos polinomis:

by (k) = kiks — koks, by (k) = kika (K> + K3) — kok3 (K1 + Ky).

Si bi(k) = 01 by(K) = 0, aleshores el teorema 5 ens diu que la xarxa té un
Unic punt d’equilibri a cada classe d’estequiometria. Si b; (k) < 0, aleshores
un dels monomis que acompanyen el coeficient correspon a un vertex del
politop de Newton, i, per tant, amb la proposicio 7 i el teorema 5 concloem que
la xarxa admet multiestacionarietat en alguna classe d’estequiometria. Es a dir,
el conjunt de parametres pels quals b, (k) < 0 pertany a la projeccio de la regio
de multiestacionarietat en les k. Aquest resultat apareix per primer cop a [19].

I qué passa si ba(k) < 0i by(k) = 0? En aquest cas, el monomi £7&5&3
que acompanya b» (k) no correspon a cap vertex del politop de Newton. Es
el punt destacat a I'interior de la cara hexagonal illustrada en primer terme
a la figura 4; per tant, no podem afirmar directament que el polinomi pugui
prendre valors negatius. De totes maneres, la proposicié 7 ens permet reduir la
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determinacio de si g« (&) admet valors negatius al polinomi restringit a la cara
hexagonal, ja que tots els altres coeficients sén positius.

FIGURA 4: Politop de Newton del polinomi (25). El punt destacat a la cara
hexagonal en primer pla correspon a un coeficient que és negatiu per a
alguns valors de k.

La cara hexagonal viu al pla x; + x> = 4 i, per tant, multiplicant el polinomi
per Ef, ens queda un polinomi en & /&; i &;. Redefinint & = &/&;, tot es
redueix a estudiar el polinomi:

Ik (E2,&3) = K3Kukiko (kiks — kok3)E5 + K1 K3Kakiksk3Es
+ K5K3kika(kiky — kok3) €285 + 2 K1K2K3KskikskokaE2E3
+ K{K5k3k3E3 + KiKaKskikska(kika — kok3)E5 €3
+ K1K2K3k1kska (K2 + K3)k1ka — (K1 + Ka)kok3)E5E3
+ K2KoK3Kak1kok3kaE3 + 2K2Ko K3k k3k3ESEs
+ KT K2K5k1k3k3E] + KTK5k3kIEEs.

En aquest cas, saber el signe del coeficient no és suficient i necessitem usar
la informaci6 del valor concret dels coeficients. Per exemple, ja hem vist que
el polinomi x2 — 2xy + y2 no admet valors negatius, pero, incrementant el
coeficient negatiu, per exemple x? — 3xy + 2, aleshores ja si que assoleix
valors negatius (amb (x, y) = (1, 1)).

Les relacions explicites entre els coeficients que fan que un polinomi sigui

no negatiu no es coneixen en general, pero hi ha un cas particular en que tenim
una expressié simple.

(26)

DEFINICIO 8. Un polinomi circuit en n variables és un polinomi de la forma

m
p(x)=—Bx"+ > ox¥, ;B >0,
i=0
tal que vy,..., v, formen un simplex m-dimensional A a R"™ i u pertany a
Iinterior relatiu de A (respecte la topologia induida al minim subespai lineal
que conté A).
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Per a un polinomi circuit, u s’escriu de forma Uinica en coordenades bari-
céntriques com u = > y;v; amb y; > Operatotii > ,yi = l.

El teorema segiient dona la relacié exacta que f i els altres coeficients « han
de complir per tal que el polinomi sigui no negatiu. Aquest teorema apareix en
diferents treballs amb diferent notacio [50, 60, 62]. Aqui usem el formalisme

de [50].
TEOREMA 9. Considerem un polinomi circuit en n variables
m
p(x)=—Bx"+ > ox¥, ;B >0,
i=0

i siguin (yo,...,Ym) les coordenades baricéntriques de u respecte vy, ..., Vn.
Llavors, p(x) = 0 per a tot x € RY, si i només si

m o Yi
B<0 on @,x:]_[(‘) .

i—o \Yi

El niimero Oy s’anomena numero de circuit.

0,3)
[ ]

o
(1, 1)

[ 2 L ]
(0,0) (3,0)

FIGURA 5: Politop de Newton del polinomi p (x,y) = &g + &1 x3 + o y3 —
Bxy, amb el punt interior (1, 1) marcat.

Per exemple, el polinomi p (x, ) = &g+ x1x3 + x2y3 — Bxy amb xo, 1, X2,
B > 0 és un polinomi circuit, tal com s’illustra a la figura 5. L’exponent a
I'interior del simplex s’escriu en coordenades baricéntriques com (1,1) =
%(0,0) + %(3, 0) + %(0, 3). Per tant, el nimero de circuit és

Ou = ({%)ﬁ(10‘713)§(1“723)§ = 3 (o0 ) 5.

Aixi doncs, el polinomi p(x, y) pren valors negatius per a x, y > 0 si i només
si
B> 3(0(00(10(2)%.
Tornant al nostre problema amb el cicle dual de fosforilacio i el polino-
mi (26), els exponents dels onze monomis els indiquem amb un punt a la
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figura 6. El polinomi no és un polinomi circuit, pero es pot descompondre
com la suma de quatre polinomis circuit: dos d’ells amb suport sobre un sim-
plex 2-dimensional (triangles), i els altres dos amb suport sobre un simplex
1-dimensional (segments). Considerant la suma dels quatre niimeros de circuit
iel teorema 9, deduim que, si b1 (k) >0, bo(k) <01

1 1 1 1
—by(K) < 3(Xa, KayKas)3 + 3(Xa, Xay Kag) 3 + 2(0p, p,) 2 + 2(X, Xiy) 2,

aleshores g« (&2, &3) > 0 per atot (&2, &3) € [REO i, per tant, el mateix ocorre per
a qk. La xarxa no admet multiestacionarietat per a aquesta k. La recta K1 = K4
satisfa aquesta desigualtat, i, per tant, el conjunt de parametres no és buit.

Addicionalment, usant teécniques similars a les del politop de Newton, pero
ara considerant alguns dels parametres de g, com a variables, podem veure
que existeixen parametres kK amb by (k) = 0, bo(k) < 01i alavegada g« pren
valors negatius sobre I'ortant positiu. En particular, podem saber que b, (k) < 0
no era suficient per a decidir la multiestacionarietat. Vegeu [37] per als detalls.

Encara no s’ha obtingut cap expressio explicita de la projeccioé de la regi6 de
multiestacionarietat en les . Un estudi més general per a la xarxa amb £ llocs
de fosforilacié es pot trobar a [36].

7>

FIGURA 6: Politop de Newton amb tots els exponents marcats pel po-
linomi de g, (&2, E3) de (26). Els dos triangles de vertexs {xi, &3, &5}
i {oxo, o4, g}, respectivament i els dos segments marcats amb linia
discontinua illustren els polinomis circuit en que g« (&2, &3) es pot des-
compondre.

OBSERVACIO. Els resultats d’aquestes dues ultimes subseccions illustren com
I'estudi d'uns objectes poliedrics i la configuracié dels exponents a I'espai ens
donen informaci6 sobre la regi6 on els parametres de la xarxa donen lloc a mul-
tiestacionarietat. A la literatura trobem altres resultats que exploren aquestes
relacions des de punts de vista diferents. Els dos resultats més destacats s6n
els segiients. Per una banda, s’han obtingut projeccions de la regi6 de multies-
tacionarietat en les concentracions totals i algunes de les k [8]. El meétode rau
en estudiar subdivisions del politop de Newton amb determinades caracteris-
tiques, i a la vegada es basa en treballs anteriors [9]. El segon resultat troba
projeccions de la regié de multiestacionarietat en I’espai de les concentracions
totals, per a xarxes que admeten una parametritzacio monomial [18].
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4.3 Laregié de multiestacionarietat i connectivitat

Com ja s’ha comentat, trobar la regié de multiestacionarietat explicitament
és una tasca fora de I’abast de les técniques actuals. En les dues subseccions
anteriors hem illustrat com obtenir informacié de la projeccié de la regi6 en
les k.

La pregunta segiient que ens podem plantejar és si podem «entendre» la re-
gio sense trobar-la explicitament. Per exemple, ens agradaria deduir propietats
topologiques de la regi6. La connectivitat de la regi6é no ha estat gaire explorada
i fins fa poc es tenien només estudis numerics fets considerant técniques de
I’estudi de nuvols de dades combinades amb la generacié de molts punts
d’equilibri [58]. Cada component connexa de la regié de multiestacionarietat
es pot interpretar com un mecanisme diferent per a assolir-la, i, per tant, el
nombre de components connexes ens dona una idea de la complexitat dels
mecanismes que indueixen a multiestacionarietat.

Per concloure aquesta secci6 on relacionem qiiestions de multiestacionarie-
tat i tecniques poliedriques, considerem un resultat més recent en que l'estudi
de la configuracio espacial dels exponents del polinomi g(A, h) ens permet de
manera molt senzilla concloure que la regi6é de multiestacionarietat és connexa,
sense trobar-la.

Per a entendre el resultat principal d’aquesta secci6, hem d’introduir la
noci6 d’hiperpla separador dels exponents positius i els negatius.

DEFINICIO 10. Considerem un polinomi multivariat

f(x)= > oux?’ € RIX1,...,Xn]

VEA

amb &y, € R\ {0} i A ¢ 7%, finit. Diem que f admet un hiperpla separador
estricte si existeix un hiperpla w -y = a a R"™ tal que w - v < a per a almenys un
exponent v € A amb coeficient negatiu, i, a més a més, per a cada exponent v €
A es compleix:

e Si w - v > a, aleshores el coeficient de xV és positiu.
e Si w -V < a, aleshores el coeficient de xV és negatiu.

(A I'hiperpla hi podem tenir simultaniament exponents amb coeficient positiu i
amb coeficient negatiu.)

Per exemple, per al polinomi
flx,y) = —4x?y +2xy%> —xy +5x + 3y + 1

existeix un hiperpla separador estricte, tal com es mostra a la figura 7. Pels
resultats de [39], se sap que quan tenim un hiperpla separador estricte, ’antii-
matge de la semirecta real negativa, f~!((—c0,0)), és contractil, i en particular
arc-connexa. Aquest fet s’illustra a la figura 7. A partir d’aquest resultat, junta-
ment amb el teorema 5, es pot demostrar el teorema segiient.
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TEOREMA 11 ([67]). Considerem el polinomi q(A, h) obtingut a partir de p,(x)
i la parametritzacio de la varietat d’incidéncia E de (17). Si q admet un hiperpla
separador estricte, aleshores la regio de multiestacionarietat en els parame-
tres (k,c) és arc-connexa.

En el mateix esperit que el problema tractat en les dues subseccions an-
teriors, hem traduit una pregunta complexa a decidir sobre I'existéncia d'un
hiperpla, cosa que es pot determinar amb programacio lineal.

y . 10

8

14

X
2 4

N R

0

2 4 6 8 10

FIGURA 7: A l'esquerra s’illustra el politop de Newton de f(x,y) =
—4x2%y 4+ 2xy?% — xy + 5x + 3y + 1 juntament amb els exponents, i
un hiperpla separador estricte donat per la recta x = 1. Els exponents
amb coeficient positiu s’indiquen amb un cercle ple, i els de coeficient
negatiu, amb un cercle buit. A la dreta illustrem el signe de f a I’ortant
positiu. A la regi6 més fosca, el polinomi és negatiu, a la més clara
és positiu, i la corba és la varietat f(x) = 0. Veiem que ambdues regions
sOn arc-connexes.

El teorema 11 ens permet deduir que, per a nombroses xarxes, la regié de
multiestacionarietat és arc-connexa. Per exemple, aquest és el cas de la xarxa
amb la quinasa histidina hibrida (14) i el cicle dual de fosforilaci6 amb dos
i tres llocs. Per a més exemples, vegeu [67]. En particular, per a una xarxa
de senyalitzacio que involucra la proteina ERK, en queé el polinomi g (A, h) té
quasi 20 000 monomis, podem concloure que la regié de multiestacionarietat
és arc-connexa. Tot i que no es pot aplicar el teorema 11 a totes les xarxes
amb regié de multiestacionarietat arc-connexa, veiem que el metode admet el
tractament de xarxes amb polinomis realment grans. Al mateix temps, s’han
introduit metodes per a rebaixar el cost computacional basats en la reduccio
de la xarxa [67].

5 Biestabilitat i bifurcacions de Hopf

Per concloure aquest article, comentarem breument que s’apliquen estrate-
gies similars per a decidir sobre la biestabilitat i també sobre bifurcacions de
Hopf. Recordem que un punt d’equilibri x* és (asimptoticament) estable si la
jacobiana del sistema (10) avaluada a x* té s = rang(N) valors propis amb
part real negativa; si un d’ells té part real positiva, aleshores x* és inestable.
Les bifurcacions de Hopf sorgeixen quan, en variar un parametre del sistema,
un parell de valors propis amb part imaginaria no nulla passa de tenir part
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real positiva a tenir-la negativa, o viceversa. En particular, per a un valor con-
cret del parametre tindrem una parella conjugada de valors propis purament
imaginaris.

L'ingredient essencial per a estudiar aquestes propietats quan tenim para-
metres desconeguts son els determinants de Hurwitz, que relacionen el signe
de la part real de les arrels d'un polinomi real (en el nostre cas sera el poli-
nomi caracteristic de la jacobiana) amb el signe d’uns altres polinomis en els
coeficients del polinomi original.

Més concretament, considerem un polinomi amb coeficients reals

p(z) = xoz" + c1z" P+ - X124 K, o > 0,
ila matriu de Hurwitz

XK1 K3 K ...
Ko X2 Olg4 g

H = 0 X1 O3 &5 ... c R
0 Xp O K4

S OO

Kn
Perai=1,...,n, el determinant de Hurwitz H; és el menor principal i-esim de
la matriu H.
El criteri de Routh-Hurwitz [43] ens diu que, si H; > Operatoti=1,...,n,

aleshores totes les arrels de p tenen part real negativa. El criteri de Liu ([56];
vegeu també [26]) ens diu que p té una parella conjugada d’arrels purament
imaginaries i la resta té part real negativa si i només si

H;>0,...,H,_»>0, H, =0, &y > 0.

Considerem el polinomi caracteristic de la jacobiana de (10), després de
dividir pel factor z"~S (provenint del fet que la dimensio6 de (10) és s). Com hem
fet anteriorment, per a avaluar-lo als punts d’equilibri, podem o bé usar una
parametritzacio de £, i obtenim un polinomi en z amb coeficients en ki &, o
bé la parametritzacio de Z de (17), i obtenim un polinomi en z amb coeficients
en A, h. Construint els determinants de Hurwitz obtenim polinomis Hy, ..., H;
o bé en k, E o bé en A, h, i podem procedir a estudiar els possibles signes
combinant I'’estudi simultani dels politops de Newton de tots ells.

Un exemple molt senzill ve donat per una xarxa que modela el transport
enzimatic d’ions de calci [44]:

K1 K3 Kq K6
— X1 X1+ Xo —2Xy X1+ X3 — X4 — X2 + X3,
K2 Ks

on Xj és la concentracié de calci citosolic [Ca*™], X, és la concentracid de
calci al reticle endoplasmatic, X3 és la concentraci6 de ’enzim catalitzant el
transport i X4 representa una especie intermediaria.

El sistema d’equacions diferencials amb la llei d’accié de masses és

X1 K1 — K2X1 + K3X1X2 — K4X1X3 + K5X4, X2 = —K3X1X2 + KgX4,

X3 = —K4X1X3 + K5X4 + KeX4, X4 = K4X1X3 — K5X4 — K6X4,
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que té una llei de conservacié x3 + x4 = ¢ (en particular la xarxa no és conser-
vativa). La varietat de punts d’equilibri positius F, admet una parametritzaci6é
en la variable & = x4 € R.( donada per

K K2 Kg K2 (Ks + Ke)
ok o fedE_RUSHKIE e
K> K1K3 K1K4

Els determinants de Hurwitz del polinomi caracteristic de la jacobiana del
sistema d’equacions diferencials dividit per z i avaluat a aquesta parametritza-
ci6 son (amb a (k),...,a4(kK) > 0):

H, = al(K)(K§K5§ + K12K3 + K12K4 + K1K22 + K1K2Ks + K1K2Kg),
Hy = az(K) (K3 Ks (K3Ks + K3Ke — K4Ke)E2 + as(K)E + az(k)),
o3 = a4(K) (K1K3(K1Ks + K2Ks + K2K6) .

Veiem que «3, H; > 0 per a tota eleccio de £ > 0ik € [REO. El polinomi H» pot
anullar-se si i només si (k3Ks + K3kg — Kakg) < 0 0, equivalentment,

K K4
K3 < KstKg " (27)

Usant el criteri de Liu (i comprovant a part que el parametre ¢ ens serveix com
a parametre de bifurcaci6), concloem que la xarxa admet una bifurcacio de
Hopf per a algun valor de ¢ si i només si es compleix (27).

Aquesta estrategia per a estudiar la biestabilitat i les bifurcacions de Hopf
és molt més elaborada comparada amb l'estudi de multiestacionarietat de
la secci6 3, ja que els determinants de Hurwitz facilment esdevenen molt
grans, amb milions de termes pel fet que provenen de determinants en els
coeficients del polinomi caracteristic, que a la vegada provenen de la suma
de menors! Tot i aixi, aquesta estratégia ens permet concloure biestabilitat i
estudiar bifurcacions de Hopf en situacions favorables. El lector pot llegir més
sobre aquesta estrategia per a biestabilitat i bifurcacions de Hopf a [28, 69] i
en molts dels estudis de xarxes concretes en que s’han aplicat aquestes eines,
per exemple a [14, 20, 59].

Al llarg de I’article hem anat indicant que hi ha encara bastantes preguntes
obertes sobre els cicles de fosforilacioé en £ llocs. Per una banda, no sabem
el nombre maxim de punts d’equilibri que podem obtenir (es conjectura que
son 2¢ — 1), no coneixem la regié de multiestacionarietat per al cicle dual, ni tan
sols la projecci6 a I’espai de les k, i, finalment, no sabem si el cicle dual admet
bifurcacions de Hopf! El criteri de Liu en aquest cas és dificil de comprovar,
ja que tant &, com Hy,_; tenen coeficients dels dos signes, i sén molt grans, i
no s’ha pogut decidir si simultaniament H,,_; es pot anullar, mentre que o,
es manté positiu. En resum, encara hi ha moltes preguntes interessants per
contestar sobre els cicles de fosforilaci, tant des del punt de vista matematic
com biologic. Resoldre les preguntes implica introduir eines matematiques
noves, que segurament seran rellevants per a 'estudi d’altres sistemes. Us hi
animeu?
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