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Punts d’equilibri globalment atractors

ANNA CIMA

Resum: Un punt d’equilibri d'un sistema dinamic continu o discret és un atractor
global si I'orbita de qualsevol punt tendeix a aquest punt d’equilibri quan el temps
tendeix a infinit. En aquest article tractem el problema de donar condicions suficients
perque un punt d’equilibri d’'un sistema dinamic sigui un atractor global. En particular,
ens centrem en els problemes continu i discret de Markus-Yamabe i en les condicions
de LaSalle. Obtenim algunes respostes afirmatives a I’existéncia d’atractor global i
trobem diversos exemples que no la presenten. Al final explicitem un cas en que el
problema no esta tancat. Els resultats que es presenten s’han obtingut en collaboracié
amb Armengol Gasull i Francesc Mafiosas, i estan extrets dels articles comuns que se
citen a la bibliografia.
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1 Introduccio

Sigui F: R™ — R™ una aplicacio de classe C! i considerem el sistema d’equacions
diferencials associat
X = F(x). (1)

Suposem que p és un punt d’equilibri de (1), és a dir, F(p) = 0. Es diu que
p és un atractor global del sistema dinamic induit per (1) si per a tot x € R",
@ (t,x) tendeix a p quan t tendeix a infinit, on @ (t,x) és la solucié de (1) tal
que @ (0,x) = x.

L’existencia d’un atractor global implica que la dinamica generada per
F és de les més simples possibles. I donar condicions perqué F tingui un
equilibri que sigui un atractor global té moltissimes aplicacions: en el camp
de I’economia (vegeu [15, 2, 19]), en la dinamica de poblacions, en models
epidemiologics (vegeu [30, 22, 34]), etc.

El 1960 L. Markus i H. Yamabe van posar la conjectura segiient (vegeu [28]):
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CMY(n). Sigui F una aplicacio de classe C' de R"™ a R" tal que, per a qualse-
vol x € R™, la matriu jacobiana de F a x té tots els valors propis amb part real
negativa. Si F(p) = 0, aleshores p és un atractor global de X = F (x).

Recordem que el teorema de linealitzacié afirma que, si F(p) = 0 i la matriu
jacobiana de F a p, JF(p), té els seus valors propis amb part real negativa,
aleshores p és un atractor local de x = F(x).

Abans que l'article de Markus i Yamabe es publiqués, Hartman ja havia
demostrat que per a n arbitrari, un punt d’equilibri p és un atractor global
de x = F(x) sila matriu JF(x) + JF(x)! té tots els valors propis negatius per a
tot x € R™; vegeu [21].

A I'article esmentat, Markus i Yamabe van demostrar que la conjectura era
certa per a n = 2 en el cas que una de les components de F només depengués
d’una variable.

Es facil veure que si CMY(n) és certa, aleshores F ha de ser injectiva.
Altrament existirienaib, amb a#bi F(a) = F(b). Si definim G(x) = F(x+a) —
F(a), tenim que JG(x) també compleix les hipotesis de la conjectura pero té
dos punts d’equilibri diferents, x = 0ix = b — a, i, per tant, G no té un atractor
global.

L’any 1963, C. Olech va provar que, en el cas pla, el resultat és cert si i
nomeés si F és injectiva (vegeu [31]). I no va ser fins vint-i-cinc anys després que
ell mateix, juntament amb G. Meisters, va provar que el resultat era cert per a
aplicacions polinomials planes ([29]).

Per tant, sorgia la pregunta de si el resultat era cert per a aplicacions
polinomials en qualsevol dimensi6. De seguida es va relacionar aquesta con-
jectura amb ’emblematica conjectura jacobiana. Ho van fer Fournier i Martelli.
Recordem la conjectura jacobiana.

CJ(n). Sigui F una aplicacio polinomial de C"* a C" tal que el determinant de la
matriu jacobiana de F en X és una constant diferent de zero per a totx € C".
Aleshores F és bijectiva.

Per veure la seva relaci6 amb CMY(n) G. Fournier i M. Martelli van usar
I'anomenat teorema de reduccio, provat el 1982 per diversos autors; vegeu, per
exemple, [13]. Segons aquest teorema, per provar la conjectura jacobiana n’hi
ha prou de considerar aplicacions polinomials de la forma F = —I + H, on H és
homogénia de grau 3 amb JH nilpotent. I van enunciar el resultat segiient:

SiCMY (n) és certa per a tot n > 2 i per a totes les aplicacions polinomials
de la forma —1 + H amb H de grau 3 i JH nilpotent, aleshores la conjectura
Jjacobiana és certa.

Efectivament, si la conjectura jacobiana no és certa, hi haun n € Niun
camp F: C" — C" no injectiu de la forma F = —I + H. Aleshores, definint
F:R2" - R2" per a

F = (ReF;,ImF,...,ReF,,ImF,),

tenim que F té la mateixa estructura que F i, per tant, com que la part lineal
de F(x) és —I, obtenim que, per a tot x € R", la matriu JF(x) té tots els valors
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propis iguals a —1; és a dir, estem en les hipotesis de CMY(n) i, per tant,
tindriem un contraexemple de la conjectura de Markus-Yamabe.

Els especialistes en la conjectura jacobiana diuen, per experiencia, que si
una conjectura implica la jacobiana, aleshores, molt probablement, la primera
és falsa. Per tant, valia la pena centrar-se en la cerca de contraexemples de la
conjectura de Markus-Yamabe per al cas polinomial per a n > 3.

Per al cas de camps de classe C1, 'any 1995 R. Fessler [14], C. Gutiérrez [20]
i també A. A. Glutsyuk [18] van demostrar, independentment, que el resultat
era cert per a aplicacions planes de classe C!. Ho van fer usant el resultat de
Meisters i Olech, és a dir, provant la injectivitat de F.

En dimensi6é més gran o igual que 4, 'any 1996 J. Bernat i J. Llibre van
donar exemples d’aplicacions de classe C! que satisfan les hipotesis i tenen
una orbita periodica, contradictoria amb I'existéncia d’un atractor global [1].

Finalment, el 1997 A. Gasull, F. Manosas i jo mateixa, en collaboraci6 amb
els algebristes holandesos A. van den Essen i E. Hubbers vam donar exemples
d’aplicacions polinomials a R” per a n > 3 que satisfan les hipotesis de CMY(n)
i que tenen Orbites no acotades [4].

A la secci6 2 d’aquest article explicaré la genesi d’aquests contraexemples;
a la seccio 3 tractaré la versio discreta d’aquesta conjectura, mentre que a la
seccio 4 estudiaré altres problemes d’atracci6é global per a sistemes discrets
i a la seccio 5 continuaré aquest estudi per al cas que I'aplicacié provingui
d'una equacio6 en diferéncies. Els resultats que presentaré s’han extret dels
articles [5, 6, 7, 811 [9].

2 Contraexemples polinomials a CMY(n) peran > 3

DEFINICIO 1. Es diu que f: R™ — R és una funcio quasi-homogénia amb pe-
S0S Wy, Wo,...,Wy 1 quasi-grau d si

f(AWleiAWZXZ’---’AwnXTL) = Adf(XI,X2,...,Xn) (2)

per a tot A > 0 i per a tot x € R™. Els pesos w; son nimeros reals diferents de
zero; en particular, poden ser negatius.

OBSERVACIO. Notem que si f és una funcié quasi-homogénia amb pesos
w1, Wo,..., Wy i quasi-grau d, aleshores, per a tota constant ¢ # 0, f és també
una funci6é quasi-homogenia amb pesos cw1, cwo,...,cw;, i quasi-grau cd.

Clarament, si f és una funci6 quasi-homogénia amb pesos 1,1,..., 1 i quasi-
grau d, aleshores f és homogenia de grau d.

DEFINICIO 2. Es diu que F = (F1,F»,...,Fy): R"* — R" és un camp quasi-
homogeni amb pesos wiy,w,...,wy i quasi-grau d si cada F; és una fun-
ci6 quasi-homogeénia amb pesos wy, wo,...,wy, i quasi-grau w; + d — 1. Es diu
que F és un camp quasi-homogeni lineal si és un camp quasi-homogeni de
quasi-grau 1.
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A partir d’ara considerem camps quasi-homogenis lineals, és a dir, suposem
que cada component F; te quasi-grau w;.

LEMA 3. Sigui F un camp quasi-homogeni lineal amb pesos w1, wy,..., Wy I
considerem el sistema X = F(x). Aleshores F és invariant pel canvi y; = AVix;
perai=1,...,n.

PROVA. Hem de mostrar que siles components de x(t)=(x(t), x2(t),...,xn(t))
son soluci6 de x; =F;(x), perai=1,...,n, aleshores y(t) = (A% x,A%2x>,...,
AWnx,) també és solucio:

Yi=AYiX; = AV Fi(x1(t), x2(t),...,xn(t)) =
= Fi(A¥ x1 (1), A%2x2 (1), ..., AW xp (1)) = Fi(y(t)). O

DEFINICIO 4. Donats els pesos wi, w», ..., wy,, definim la semirecta que passa
pel punt x € R™ com

Ly = {(AWix1,A%2x5, ..., A% xy,) 1 A € RT L.

La proposicié segiient generalitza un resultat ja conegut per als sistemes
homogenis.

PROPOSICIO 5. Siw;wj > 0 per atoti,j € {1,2,...,n}, aleshores el compor-
tament de les orbites prop de 'origen determina el retrat de fase global. En
particular, si 'origen és un atractor local, aleshores és un atractor global.

PROVA. Podem suposar que w; > 0 per a toti = 1,2,...,n, de manera que
Iorigen estara a la clausura de les semirectes. Suposem que coneixem les
solucions de x = F(x) en un entorn B de I'origen i sigui x € R™. Aleshores, per
a A prou petita, el punt z = (A%ix,A%2x,,...,AWnXx,) estara a B. Sigui z(t)
la soluci6 de X = F(x) que passa per z, és a dir, tal que z(0) = z. Pel lema 3,

sabem que
x(t) := ((i)m 21(b), (%)wz Z(t), ..., (%)w zn(t)>

és també una solucio. I és clar que x(0) = x.
D’altra banda, també és clar que si z(t) tendeix a I'origen quan t va a infinit,
aleshores x(t) també tendeix a I’origen quan t va a infinit. O

EXEMPLE. Considerem la familia de sistemes segiient:

X = —X,
Y =-y+ax’z+bx*+cz?,
Z=—z+dx?
Tots aquests sistemes son quasi-homogenis lineals amb pesos 1, 4, 2. Com
que la part lineal al (0,0, 0) té el valor propi —1 amb multiplicitat 3, pel teorema

de linealitzaci6 el (0,0,0) és un atractor local. Per la proposicié anterior podem
dir que el (0,0,0) és un atractor global.
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DEFINICIO 6. Sigui X = F(x) i considerem un punt x € R™. Direm que la solucio
que passa per X és de tipus exponencial si

x(t) = (x1e™t xoe™t .. x,e™Mnt)
per a certs mi, mo,...,my € R.
PROPOSICIO 7. Sigui F un camp quasi-homogeni lineal amb pesos w1, wo, ..., Wy

i sigui Lx la semirecta que passa per x. Aleshores, Ly és invariant pel flux
de x = F(x) si i només si la solucio que passa per x és del tipus x;(t) = x;je™it,
onm; =cw; peraalgun c € R.

PROVA. Sigui Ly = {(AWix],A%2x5,...,A%nxy,) : A € RT} i considerem la para-
metritzacio A = et, és a dir,

Ly = {(eWlx, eW2lx,, ... e¥nlx,)  t € RT}.
Si Lx és invariant pel flux, aleshores existeix p(t) tal que
wie%itx; = p(t)Fi(e®'txy, e%?lxs, ... e¥nlixy).

Degut a la quasi-homogeneitat de F, aquesta darrera condicié pot ser escrita
com w;x; = u(t)F;(x). Per tant, u(t) = u és independent de t; és a dir,

wix; = uFi(x), i=1,2,...,n. 3)

Si p = 0, aleshores x = 0. Com que 'origen és un punt critic de X = F(x), la
solucié també pot ser considerada d_e tipus exponencial.

Si p #0, considerem x; (t) :=xie71t. Aleshores, x(t)=(x1(t),x2(t),...,xn(t))
és la soluci6é que passa per X ja que

. wi wi wi wy wp wn
xi(t) = jxie il Fi(x)ent =Fi(x1en bt xoe v b, xpe n b).

Aquesta darrera igualtat és deguda al fet que F és quasi-homogeni lineal amb
pesos wi,w»,...,Wy, i ens diu que la solucié que passa per x és de tipus
exponencial.

Per provar el reciproc, considerem x € R™ tal que la seva soluci6 sigui
xi(t) = x;e™it amb m; = cw;.

Sic =0, aleshores x;(t) = x;peratott e Ritoti=1,2,...,n,itots els
punts de Lx séon punts critics de F.

Si ¢ # 0, aleshores x;(t) = F;(x(t)) implica que

cw;x;e Wit = F;(x1eY1t, xpeW2t . xpeWnl) = eCWil Fi(x).

Per tant, w;x; = (1/c)F;(x). Aleshores, usant (3), veiem que Lx és invariant pel
flux. O
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NoOTA. Hi ha sistemes que tenen solucions de tipus exponencial i no sén quasi-
homogenis. Per exemple, el sistema

X =—-x+xy—x2y%+2x%y,
Y=y +x?-x3y-2xy?

té la solucio x(t) = xpet, y(t) = (1/x0)e~t i no és quasi-homogeni.

De la proposicio anterior es dedueix que (per a camps quasi-homogenis)
les solucions exponencials passen per aquells punts x = (x1,...,X,) € R" que
satisfan el sistema d’equacions quasi-homogenies

cwix; =Fi(x), i=1,2,...,n. 4)

Es facil veure que, si F és quasi-homogeni, aleshores, o bé el conjunt de solu-
cions d’aquest sistema es redueix a x = 0, o bé, si x # 0 és solucio, cada punt
de Lx també és una solucié. Posem-ne un exemple.

EXEMPLE.

Aquest sistema és quasi-homogeni lineal amb pesos 1, 4, 2. Per trobar les
solucions de tipus exponencial hem de resoldre el sistema (4), que, per a aquest
sistema, s’escriu com

cx =-x, 4cy=-y+x%z, 2cz=-z-x°.

Les solucions son {(x, —’%xz) :x € R} ichadeseriguala —1.Perax > 0
(resp. x < 0) obtenim una orbita del sistema que passa, per exemple, pel
punt (3,-27,9) (resp. (-3,-27,9)) i la soluci6 que passa per (3,—-27,9)
(resp. per (-3, -27,9)) és de tipus exponencial: x(t) = (3e~!, —27e 4t 9e~2t)
(resp. x(t) = (=3e~t,—27e 4t 9e—21)),

Passem ja a construir els contraexemples. Comencem considerant camps
del tipus F = AI + N, on A € R, I és la matriu identitat i N és nilpotent; és a
dir, JN (x) té tots els valors propis iguals a zero per a tot x € R". Aleshores,
JF(x) té tots els valors propis iguals a A en tot x € R". Per tant, considerem
A < 0 per tal d’estar a les hipotesis de la conjectura.

Suposem n = 2. Aleshores N nilpotent implica que

ANL N2 _ . ONLON: _ON1ON:

ox oy ' ox dy 0y ox =0

Per tant, existeix H(x, y) de manera que N; (x,y) = _%’ No(x,y) = g—g iel

hessia de H és identicament zero. D’un resultat classic de geometria diferencial
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sabem que, per mitja d'una transformaci6 afi, podem escriure H(u,v) =
u+g(v) (vegeu [12]i[11]). Per tant, H(x,y) = ax + By +y +glax + by +c¢)
ens proporciona una familia d’exemples de Markus-Yamabe en dimensi6 2:

F(x,y)=(QAx-bf(ax +by +c),Ay +af(ax +by +c)),
on f = g’, que la podem estendre a R" per a n > 3:
F(x) = (Ax1 = b(x3) f(u),Ax2 + a(x3) f(u),Axs,...,Axn)

amb u = a(x3)x1 + b(x3)x2 + c(x3) i a, b, c funcions arbitraries de classe C!.
Prenent a(x3)=ax}, b(x3)=bxT", c(x3) =01 f(u) =uk(a,beR, k,[, meN),
obtenim el teorema segiient.

TEOREMA 8. Considerem la familia de camps de la forma

F(X)=(Ax1—bxax1x, +bxoxi) K Axz +axh(axi X+ bxaxk Axs, ..., Axy)).

Aleshores:

(i) Per atota,b,A € R, k,l,m € N, F és quasi-homogeni lineal amb pesos
(x1,000,...,00) = (m+ kl,l+ km,1 —k,...,1-k).

(ii) Per a tot A € R amb A < 0, F satisfa les hipotesis de la conjectura de
Markus-Yamabe.

(iii) PeratotA € R amb A < 0, k # 0 un nuimero parell, |, m e N ambl +# m
i peratota,b € R, I'equacio diferencial X = F (x) té orbites no acotades.

PROVA. La demostraci6 dels apartats (i) i (ii) consisteix en calculs senzills, que
ometem. Per veure (iii) considerem el sistema diferencial X = F(x). Aleshores
les semirectes invariants queden determinades per les solucions del sistema
format per les equacions F; (x) = cx;jx;, perai=1,...,n; és a dir, les solucions
de

Ax1 — bx (axixh + bxaxiHk = c(m + kl)x1,

Axz + axi(axixh + bxaxk = (1L + km)x,
Axi=c(l-k)x;, i=3,4,...,n,

que son
( A
c = >0
1-k ’
—bB _
Sy EC
-B A k
k-1..1+km
Xy X =— ],
|72 7 a (bA(l—m))
on A = /\w iB = /\W. Com que k és parell, el sistema

anterior sempre té solucions reals (prenent x3 = 1, per exemple). Siguin X1, X»
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i X3 unes solucions de les tres primeres equacions i prenem X; niimeros reals
arbitraris per a cada i > 4. Aleshores

_ A(m+kD
x1(t) = xje 1k ¢
o Axkm)
X2 (t) = Xpe 1-k
xi(t) = )'cie“, i=3,4,...,n,

és soluci6 de x = F(x). I, comque A < 0, k > 1im+ kl > 0, tenim que
x1(t),x2(t) — o quan t — oo, O

De tots aquests sistemes, el més simple és:

X1 = —x1 + x3(X1 + X2X3)?,
X = —X2 — (X1 + X2x3)2,
X'i = —Xji, i= 3,4,...,n.
Es quasi-homogeni lineal amb pesos (1,2, -1,...,—1) i té orbites no acotades,

com ara
x1(t) = 18el, x»(t) = —12e%t, x3(t) =e7L,...,xn(t) = e L.

Per tant, I'origen no és un atractor global i prova que CMY (n) és falsa per
an =3/

3 El problema discret de Markus-Yamabe

Considerem ara la dinamica generada per les iteracions d’una aplicacio F: R" —
sio xk+1) = F(x(®). L’orbita d'un punt x© és la successio x® i els punts fixos
de F son els punts en queé ’orbita és constant. Es facil veure que si per a una
condici6 inicial x(©, la successié x¥) és convergent, aleshores el limit és un
punt fix de F. Un punt fix és un atractor local si té un entorn V tal que totes les
orbites que comencen a V tendeixen al punt fix. I és un atractor global quan
V és tot I'espai. En el cas discret, també tenim un teorema de linealitzacio:
si F(p) = p i la matriu jacobiana de F a p, JF (p), té els seus valors propis de
modul més petit que 1, aleshores p és un atractor local del sistema dinamic
discret generat per F. Per tant, és natural fer-se la pregunta seglient:

PMYD(n). Si F: R" — R" és una aplicacio de classe C! amb F(0) = 0 tal que
per a tot x € R" la matriu jacobiana de F a x té els seus valors propis de modul
més petit que 1, és cert que x = 0 és un atractor global del sistema dinamic
discret generat per F?

Per a n = 1, la resposta és trivialment afirmativa.
Per a n = 2, ja hi ha contraexemples. El professor W. Szlenk, el 1994, va
proposar I'aplicacio

ky3 ka3 )

Fx.y) = <_1+x2+y2’1+x2+y2
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Observem que

1 F 1 F 1 F 1 F 1
< k—1’0> - <O’ k—l) - ( k—1’0> - (0’ k—1> - ( k—1’0>’
i que quan k € (1, f) aleshores JF(x) té tots els valors propis de modul
menor que 1 per a tot x = (x, y) € R2. La preséncia d’aquesta orbita periodica
de periode 4 és contradictoria amb I’existéncia d’un atractor global.
Per a n = 3, les aplicacions quasi-homogeénies també ens proporcionen una
resposta negativa a PMYD(n):

1
Fi(x) = 5x1 4 x3(x + x2x3)%,

1
Fx) = >X2 - (X1 + x2X3)2,

Fi(x) = 1xl, i=3,4,...,n

L’aplicacié F és quasi-homogenia lineal amb pesos (1,2,-1,...,—1) i té la
solucié no acotada:

147 -63 k
k) _ k 2k (1
X (32 25— 3 2 <2> ,0,...,0).

Un calcul simple mostra que F(gg(k ) = xk+1) ég a dir, que x¥) és solucio, i és
. 147 -
la soluci6 que passa per (=5 55 350 1,0, .,0); vegeu [6].
Resta, doncs, obert el cas polinomial quan n = 2. Ara veurem que en aquest

cas la resposta és afirmativa.

TEOREMA 9. Sigui F: R? — R? una aplicacié polinomial amb tots els valors pro-
pis de JF(x) amb modul més petit que 1 per a tot x € R2. Aleshores, existeix un
unic punt fix que és un atractor global del sistema dinamic discret generat per F.

Abans de demostrar el teorema necessitem dos resultats.

LEMA 10. Sigui F: R™ — R™ una aplicacio polinomial tal que JF (x) té tots els
valors propis amb modul més petit que 1 per a tot x € R", Aleshores, el polinomi
caracteristic de JF (x) és independent de X.

PROVA. Sigui Px(A) el polinomi caracteristic de JF(x) i siguin Ay, A2,..., A, les
seves arrels. Aleshores,

Px(A) = A" — (A" L o (1) "y,

on
n

tj = Z AilAiz - 'Ain-
1,02, =1
i1 <ip<---<ij
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Com que [A;| <1 peratoti=1,2,...,n, per la desigualtat triangular tenim

que |£;| < kj, on
n

kj = Z 1,
i1yt =1
i1<ip<---<ij
per a tot j = 1,2,...,n. D’altra banda, com que les components de F son
polinomials i podem descriure cada t; com la suma de tots els menors d’or-
dre j que tenen la seva diagonal sobre la diagonal principal de JF(x), podem

concloure que t; és un polinomi en x per a cada j = 1,2,...,n. Com que els
unics polinomis fitats séon les constants, tenim que el polinomi caracteristic no
depén de x. O

L’altre resultat que necessitem és per a aplicacions triangulars.
DEFINICIO 11. Una aplicacié F: R" — R" és triangular si
F(X) = (Fl(xl),FZ(xl,XZ)y LI ;Fn(xI;XZ, LI !xn))'

Resulta que la pregunta PMYD(n) té una resposta afirmativa per a tota F
triangular de classe C! i en qualsevol dimensio.

TEOREMA 12. Sigui F: R™ — R™ una aplicacio triangular de classe C' tal que
JF(x) té tots els valors propis amb modul més petit que 1 per a tot x € R".
Suposem que F(0) = 0. Aleshores, x = 0 és un atractor global del sistema
dinamic discret generat per F.

PROVA. Provarem, per induccié sobre m, I'afirmaci6é segiient: Considerem
F: R™ — R™ una aplicaci6 triangular de classe C! tal que:

oF
ax1

OFm <1 i F(0)=0.
0Xm

oF: |
aXZ

Fixem x(© € R™ i sigui x**1 = F(x(®¥)). Aleshores existeixen kg suficientment
gran, M e R"iK € R, 0 < K < 1, tals que

Ix ¥tk < MK* peratoti=1,2,...,m.

Si provem aquest resultat, clarament, la successio d’iterats convergira a 0 per a
tota condici6 inicial x(?,

La demostracio per al cas m = 1 és molt senzilla. Pel teorema del valor mitja,
per a cada x € R, tenim que F(x) — F(0) = F'(§)x, on & esta entre 0 i x. Aixo
ja implica que [x©@| > x| > |x@| > ....Si diem que K = max{|F'(x)] :
—1xO] <x < [xO}iM = |x@], tenim que 0 < K < 1, per hipotesi, i

IxP] <K|x©] = MK, [x?P] <K|xPV| <MK?,..., |x®| < MKk,
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Suposem ara que l'afirmaci6 és certa per a tot m < s i provem-ho per
am=s.

Fixem x(© € RS~ Aplicant la hipotesi d’inducci6, tenim que existeixen ko,
M iK tals que

x*tko)) < MK¥ peracadai=1,2,...,s — 1iperatotk € N.

No és restrictiu canviar x(© per x*0) i suposar que

Ixfk)l <MK¥peracadai=1,2,...,s—1iperatotkeN. (5)
Considerem
x® = Fo(x®1) = Fo (e 280 L xlkel) =
X(k—l) a
s Fs (k-1 _(k-1) (k-1)
= X , X yeey Xooq b)) dt+
|, St &0
x5 oF
s s (k-1) _(k-1) (k-1)
+ —(x , X yees X L E,0)dE+ - - -
[ s e &80
(k=1)
X1 OF
+J 3 (t 0,...,0) dt.
0 0x
Per la hipotesi d’inducci6, sabem que per atot k € N,peratoti < s
iperatott € [0, x(k ], els vectors (x1 xék ,..,1,0,...,0) pertanyen a un
compacte L. Per a cada i < s, sigui M; el maxim Valor que pren afj alLi
anomenem M = max{M;,M>,...,Ms_1}.

Usant que si a < b, aleshores |ff f)ydt| < ff |f(t)] dt, podem escriure

] < D)+ MOx T+ xS+ YD, 6)
A partir de les equacions (5) i (6) obtenim:
Ix®| < [x*D| 4+ (s = 1)MMK*1, (7)

Anomenant C = (s — 1)MM, i treballant aquesta desigualtat inductivament,
tenim que

k 0 1, -2 0
x| < |xO) + C(KS + K* +---+1)s|x§’|+ﬁ.

(k) (k)

és una successio fitada. Com que el mateix és cert per a x;

perai=1,2,...,5s — 1, existeix R > O tal que |x§k)| <Rperai=1,2,...,s.1
podem definir

Per tant, x;s

Dzmax{ 3 Vo, eeas Vs) :IyilsR,izl,Z,...,s}
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i assegurar que D és estrictament més petit que 1. Aixo implica que la desigual-
tat (6) pot ser substituida per

— - k—1 k—1 k—1
xR < DIx* D1+ M(IxE P+ x5S0+ -+ V)

ila desigualtat (7), per
Ix®| < DIx*V| + CK* 1, (8)
Seguint aquesta desigualtat recurrentment, tenim que

Ix®| < DDIx* 2| +K2C) + KM IC <

< Dx{| + C(K*' + DK*2 4 ... + DK ) <
< D¥|x©| + kC(max(K,D))*! <
kC
< K,D)* [ (0) 7] <
< max( )" | xs |+max(K,D) =
< M(k)K¥,

on hem anomenat K = max(K, D), que clarament compleix 0 < K < 1i M (k) =

x| 4 ﬁ. Observem que M (k) és lineal en k.

Ara considerem 0 < K <K, de manera que % < 1. Com que I'exponencial do-
mina els polinomis, tenim que limy_. o, (%)kM(k) =0 i, per tant, (%)kM(k) <M.
Ajuntant tot el que hem provat:

k
Ix®| < M(k)RF = (E) M(k)K* < MK,

i hem acabat la inducci6.

Aixi, per a toti = 1,2,...,n, tenim que limg_ Ixfk)l = 0 il’origen és un
atractor global per al sistema dinamic discret generat per 'aplicaci6 triangu-
lar. O

Passem ja a demostrar el teorema 9. Usarem uns resultats classics de
F. Dillen [11] (1991) i de K. Jorgens [23] (1954) sobre I’estructura dels polinomis
amb hessia constant.

PROVA DEL TEOREMA 9. Sigui F = (P, Q). Aleshores, pel lema 10,

P 3Q ., _9POQ _3PdQ

h=5% dy 27 9x 0y 0y ox

son constants.
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Considerem F = F — (t1/2)I := (P, Q). Aleshores

Per tant, existeix un polinomi H(x,y) talque P = —0H /0y i Q = 0H/dx,iel
hessia de H és la constant t. Si £, # 0, aplicant els resultats de I’article [11]
sabem que via un canvi complex afi, x = cu + pv +y, vy =au + bv +c, H es
pot escriure

H(¢p(u,v)) =+/—truv + h(u), on h és un polinomi en la variable u.

Suposem que t, < 0. Mirant la prova a [11] veiem que el canvi afi es pot
prendre a coeficients reals i, per tant, H(¢(u,v)) € R. Sigui doncs,

u\ u Y [« B
o(0)-4(0) (1) amwa- (3 5)
idet(A) = bx — ap, on tots els coeficients son reals. El canvi invers és
p! XY oA (X))t (Y
y Y c)’

La informacio que tenim és que H(¢p(u,v)) = \—fuv + h(u) i que P =
—0H/0y iQ = 0H/0x. Aplicant la regla de la cadena a H(¢ (u, v)), tenim:

S H$w,v) = a@o ) (fj) ~a(Pod) (L‘) = \-Tv + h'(w),

0 - u _ u —
%H(d)(u,v)) =B(Q o P) <v> —b(Pog) (v) =4/ —tu,

(o3G0 ()

és a dir,

Per tant,

<1?o¢) (u)_ 1 (B —(x) ~tHv +h'(w)
Qo) \v) det(A) \b -a e '
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Ara usarem aquesta igualtat per a calcular la conjugada de F via ¢.

4 = u , Pod\ (u
sl (G2))-
1 (B -« —thv + h'(u) (Y
" da” (b —a)( “Hu ) A ()‘
1 (0 -1 —hv+h ) (YY)
~ det(A) \1 O —Gu cl]

1 ——btu A (Y aute
~det(A) \\/—Hv + W () c) \av+pu))’
on ci, ¢ i ¢3 son reals i p és un polinomi en u. Veiem, doncs, que F és

conjugada via ¢ d’aquesta aplicaci6 triangular tan senzilla. Ara veurem com
sera la conjugada de F via ¢:

(¢ 'oFoq) (1’,‘) =¢! <F+ %1) <¢ (g)) =¢! (Fo ¢+ %4)) <Z‘> -
o) el ()
oaen(t) 4920 ()-

[ au+tc %‘u my\ [ kiu+ke

“Nov+pa)) T\0y) T\me) T \ksv +q) )
on kq, k> i k3 son reals i g és un polinomi en u. Per tant, F també és conjugada
d’aquesta senzilla aplicaci6 triangular F(u, v) := (kiu + k2, k3v + q(u)). Com
que son conjugades, tenen els mateixos valors propis, aixi que el jacobia de F
té tots els valors propis amb modul més petit que 1. Veiem, també, que F té un
unic punt fix. Fent una translacié que porti aquest punt fix al (0, 0) i aplicant el
teorema 12, tenim que 'origen és un atractor global per a F.

Suposem ara que t; = 0. De la demostracio de Dillen se segueix que, via
un canvi afi de coordenades, H es pot escriure com kv + h(u), on h és un
polinomi en u. Resseguint els mateixos passos que en el cas t» < 0, veiem que
F és conjugada d’una aplicacio6 del tipus (kiu + ko, k3v + p(u)), on p és un
polinomi en u. I el mateix per a F. I la mateixa conclusio.

Si t» > 0, larticle de Jorgens ens diu que, per forca, H(x, v) és un polinomi
quadratic. Per tant, F i F son aplicacions polinomiques de grau 1, per a les
quals és conegut que el fet de tenir valors propis més petits que 1 implica que
totes les orbites tendeixen a 1’origen. O
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Es podria pensar que la hipotesi F(0) = 0 no és essencial quan considerem
el problema discret de Markus-Yamabe. De seguida, pero, ens adonem que ’hem
de tenir en compte. Per exemple, si considerem el sistema dinamic generat per

F(x) =log(1 + e%),

és clar que |[DF(x)| = |F'(x)| < 1 pero no té cap punt fix.

Efectivament, a [6] provem una interessant relacié entre 'existéncia de punt
fix per a aplicacions polinomials que satisfan les hipotesis de Markus-Yamabe i
I’emblematica conjectura jacobiana. Expliquem ara aquest resultat.

Considerem el problema segiient:

LA CONJECTURA DEL PUNT FIX. Sigui F: R"™ — R™ una aplicacio polinomial tal
que, per a totx € R", la matriu jacobiana de F a x té tots els valors propis de
modul més petit que 1. Aleshores, F té un unic punt fix.

Considerant les parts real i imaginaria de les components d’una aplicacio
polinomial F: C" — C" i usant arguments estandard d’algebra lineal, és fa-
cil provar que aquesta conjectura pot ser formulada en la forma equivalent
seguent:

LA CONJECTURA DEL PUNT FIX. Sigui F: C" — C" una aplicacio polinomial tal
que, per a tot x € C", la matriu jacobiana de F a x té tots els valor propis de
modul més petit que 1. Aleshores, F té un unic punt fix.

TEOREMA 13 ([6]). La conjectura jacobiana és equivalent a la conjectura del
punt fix.

PROVA. Suposem que la conjectura jacobiana és certa i prenem F que satisfaci
les hipotesis de la conjectura del punt fix. Sigui G(x) = F(x) — x. Aleshores,
els valors propis de DG(x) son els valors propis de DF (x) menys 1. A partir
dels resultats obtinguts anteriorment, sabem que det DG (x) és constant. A més,
per hipotesi, sabem que aquesta constant no és zero. Per tant, G és invertible i
existeix un unic zero de G, que és I'inic punt fix de F.

Ara suposem que la conjectura jacobiana no és certa. Pel teorema de reduc-
cio, podem afirmar que existeix n € Ni G: C"* — C" polinomial i no invertible
de la forma

G(x) =x+H(X),

on DH (x) és una matriu nilpotent per a cada x € C". Ara, sigui g(x) = %G(x) i
y,z € C", y # z amb g(y) = g(z) = p. Definint h(x) = x + p — g(x), tenim que
h(y) = yih(z) = z. D’altra banda, com que DH (x) és una matriu nilpotent
per a cada x € C", tots els seus valors propis séon zero. De la definici6 de h(x)
obtenim

Dh(x) =x—-Dg(x) =x— (%X—I— %DH(X)) = %x— %DH(X),
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que implica que tots els valors propis de Dh(x) s6n 1/2. Per tant, h(x) esta sota
les hipotesis de la conjectura del punt fix i té dos punts fixos diferents. O

4 Els problemes de LaSalle

En aquesta secci6 exposaré els resultats obtinguts a [7].

Sigui F: R™ — R™ una aplicacié de classe C! i, com a la secci6 anterior,
considerem el sistema dinamic discret generat per F.

Donada una matriu A = (a;;) real nxn, definirem [A| = (|a;;[). Si F(0) = 0,
aleshores podem escriure F(x) com F(x) = A(X)X, on A(x) és una matriu de
funcions n x n. LaSalle, al seu llibre The Stability of Dynamical Systems (1976)
(vegeu [25]), va donar possibles condicions suficients per a tenir un atractor
global, generalitzacions del cas n = 1. Concretament:

(A1) |Al <1 per a cada A valor propi de A(x) i per a cada x € R".
(A2) |A| <1 per a cada A valor propi de |A(x)| i per a cada x € R™.
(B1) |A] <1 per a cada A valor propi de JF(x) i per a cada x € R™.

(B2) |A] <1 per a cada A valor propi de |JF(x)| i per a cada x € R™.

Tal com es pot observar, la condicié (By) és la que hem considerat quan
hem tractat I’anomenat problema discret de Markus-Yamabe. Va ser Meisters
qui ens va fer saber d’aquest llibre després d’escriure I'article [6]. En aquesta
seccio, encarem I’estudi dels problemes (Ay), (A2) i (B>).

Veurem que hi ha aplicacions polinomials que satisfan les hipotesis (A;)
0 (Ap) tals que I'origen no és un atractor global (vegeu les proposicions 161 17).
Quant a la condicié (B>), si que obtenim un resultat afirmatiu per a tot n > 2
en el cas que F sigui polinomial. El problema resta obert per a aplicacions de
classe C! que satisfan (B>).

Per construir els exemples polinomials ens sera molt util el lema segiient,
generalitzacié del lema 10.

LEMA 14. Sigui A(x) una matriu amb entrades polinomials tal que el conjunt
de tots els valors propis de A(x) per ax € R" és un conjunt fitat. Aleshores, el
polinomi caracteristic de A(x) és independent de x.

La prova es basa en el mateix: no hi ha polinomis fitats.

En el cas més simple, n = 2, podem considerar

_(C+px,y)  aqlx,y)
A(X’y)_< r(x,¥) C—v(x,y))’

on7r(x,y)q(x,y) = D? - p?(x,y)iCiD son constants. Aleshores, t; = 2C i
to = C? — D?. Per tant, els valors propis son C + D, que no depenen de (x, y).
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Per explicitar exemples que satisfan la condici6 (A;), prendrem A(x, y) de
la forma anterior amb la condicié |C = D| < 1. Per exemple, podem prendre
C=D=0,q(x,y)=1ir(x,y) = —p?(x,y). Ara imposem que aquestes
aplicacions F(x,y) = A(x,y)(x,y)T tinguin punts periodics.

LEMA 15. Sigui F(x,y) = A(x,y)(x, )T, on

p(x,») 1 )

Alx,y) = (—pZ(X,y) -p(x,y)

Sigui (xo, o) # (0,0) € R? i anomenem py, := p(Xn, Yn), 0N (Xn, yn) és literat
n-esim de (xo, yo) per F. Aleshores, (xg, o) és un punt periodic de periode k
de F sii només si

(i) Yk = —Pk-1Xo,

(ii) (po — Pk-1)(P1 — po) (P2 —p1) - - - (Pk-1 — Pk-2) = 1.

PROVA. Iterant k vegades I'aplicaci6 F, un calcul simple dona

Yk = —Pk-1Xk,
Xk = (Prk-1 — Pk-2) (Pk=2 — Pk=3) - - - (p2 — p1) (p1 — Po) (Poxo + Y0).

Com que (xg,»0) té periode k, (xx, vx) = (x0,Y0), i obtenim aixi les dues
igualtats anunciades. O

Es clar a partir del lema anterior que no podem tenir punts periodics de
periode 2, pero si que en podem tenir de periode k, amb k > 3. Podem obtenir
un exemple simple prenent k=4, amb p; = p3 = 11 pg = p2 = 0. Comencant a
(x0,>0) = (1,—-1), tenim que F(1,-1) = (-1,0), F(-1,0) = (—-1,1), F(-1,1) =
(1,0), F(1,0) = (1,-1). Hem de trobar, doncs, un polinomi p(x, y) tal que
p(1,-1) =p(-1,1) =0i p(-1,0) = p(1,0) = 1. El més senzill és p(x,y) =
x(x+y).

PROPOSICIO 16. Per ax € R™, sigui F(x) = A(X)X, on

X7 + X1X2 1 0 ... 0
—(x?+x1x2)° —(x?+x1x2) 0 ... O

Ax) = ] ]
0 0 0O ... O

Aleshores, F satisfa la hipotesi (A1) i té punts periodics de periode 4. En particu-
lar, origen no és un atractor global.

PROVA. Com que el polinomi caracteristic de A(x) és P(A) = A" — ;A" 14+ ..+
(-1)"t,it;i=0peratoti=1,2,...,n, tenim que A(x) satisfa la hipotesi (A;).
I1'orbita que comenca a (1,-1,0,...,0) és periodica de periode 4. O
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Pel que fa a la condici6 (A»), considerem A(x, y) de la forma

a 0
A(X,y): (T(X,y) b)’

ona,b € Rir(x,y) € R[x,y]. La matriu |A(x,y)| satisfa la condici6 (A»)
silal < 11|b| < 1. Podem veure que la hipérbola xy — 1 = 0 és invariant
per F(x,v) = A(x,y)(x,y)T (és a dir, que si un punt (x,y) del pla esta
sobre la hipérbola xy — 1 = 0, aleshores la seva imatge també ho esta) si

i només si ax?r(x, %) = 1 — ab. Per tant, si escollim »(x,y) = = “bxy ,
aleshores I'origen no sera un atractor global de I'aplicacié corresponent. Prenent
a = b = 3, escrivim la versio n-dimensional d’aquesta aplicacio.

PROPOSICIO 17. Sigui F(x) = A(X)X, on

3 3 3 0.0 ..0
A(x) = 5X1X5 3 O ... 0
0 00 .0
Aleshores, F satisfa la condicié (A») i la corba {(z, 2,0,...,0), z € R} és invari-

ant per F. En particular, I'origen no és un atractor global del sistema dinamic
discret generat per les iteracions de F.

PROVA. Els valors propis de la matriu |[A(x)| sén A; = % Ay = % iAj=0pera
tot j = 3,...,n. Per tant, F satisfa la condici6 (Az). A més, F(z,1/z,0,...,0) =
(z/2,2/z,0,...,0), fet que prova el resultat. O

Ara passem a donar respostes positives al problema de I'atraccié global.
Com deiem al principi d’aquesta seccio, si la condici6 (By) se satisfai F és un
polinomi, aleshores 1'origen és un atractor global. Per a fer la prova, necessitem
veure quina estructura tenen els polinomis que satisfan (B). Ens calen algunes
definicions. Per posar-ho en un marc més general, denotarem per K un dels
cossos Q, R o C. Considerem M = M(x) una matriu n X n amb coeficients a
I'anell de polinomis K[x], on x = (x1,X>,...,Xy). Un menor diagonal de M

€és un menor que té la diagonal inclosa en la diagonal de M. Si denotem per

a{ = a; J(x) I'element que és a la fila i i a la columna j de M, un producte

elemenml de llargada k és un element que s’escriu com

l] Lk
O'(ll)a' io) Ao (i)

on iy, iy,...,1k son k elements diferents de I = {1,2,...,n} i o € S, el grup
simetric de k elements. Direm que M és triangular per blocs si existeix una
particié I, I, ..., Iy de I tal que

2 =0 siiel,jelir<s,
"|leK sii,jel peraalgunr.
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Notem que després de reordenar els indexs, una matriu triangular per blocs és
de la forma

1 p1
bl - bl
: : 0 0 0
1 pP1
bp1 bpl
blﬂ1+1 blﬂlﬂﬂz
p1+1 p1+1
P 0 0
pi+l p1+p2 )
br’ﬁ-lﬂz . blﬂ1+P2
0
n—pi+1 n
bn—pk+1 bn—pk+1
n—pg+1
" ... bn

on b/ = agE{)) per a alguna permutacio o, i les entrades de les submatrius de la
diagonal son elements de K.

La proposici6 segiient relaciona les nocions anteriors amb la condici6 (By).
De fet, el que fa és caracteritzar les aplicacions triangulars per blocs. I ens
permetra usar que, si F(x) es pot escriure com F(x) = A(x)x i satisfa la condi-
cio (B2), aleshores A(x) és triangular per blocs. No en donarem la demostracio,
ja que és forca feixuga; la trobareu a [7].

PROPOSICIO 18. Sigui M = M (x) una matriu d’ordre m amb entrades a K[x],
onx = (xy,...,Xm). Les condicions segiients son equivalents:

(i) Existeix un x € R tal que, per a cadax € K™, tot valor propi A(x) de |M (x) |
compleix |A(X)| < «.
(ii) Cada producte elemental de M pertany a K.
(iii) detN € K per a tot N menor diagonal de M.
(iv) La matriu M és triangular per blocs.
(v) El polinomi caracteristic de |M(x)| té tots els coeficients a K.
(vi) Els valors propis de |M (x)| no depenen de Xx.

També necessitarem el lema segiient que, essencialment, esta provat a [16].
Recordem que el radi espectral d’'una matriu quadrada A es defineix p(A) =
max{|A| : A és un valor propi de A}.

LEMA 19. Sigui A una matriu quadrada d’ordre n. Aleshores

p(A) < p(lA]).
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PROVA. Seguint [16], direm que A és reductible si podem trobar una permutacié
que, en aplicar-la a les files i a les columnes de A, obtenim una matriu de la

forma
B 0
C D)’

on B i D s6n matrius quadrades. Si una matriu no és reductible, s’anomena
irreductible. Per a matrius irreductibles, un resultat més fort que el que hem
anunciat esta provat a la seccio 2 de [16]. Per tant, només hem de provar el
lema per a matrius reductibles. Observem que el conjunt de valors propis de
la matriu A és la uni6 dels conjunts de valors propis de les matrius B i D. Per
tant, podem reduir I'’estudi a matrius d’ordre més petit. Cadascuna de les noves
matrius és reductible o irreductible. En el segon cas, ja acabem la prova. En el
primer, continuem aquest procés fins que arribem a una matriu irreductible.d

Ara ja tenim les eines a punt per a provar el teorema principal d’aquesta
seccio.

TEOREMA 20. Sigui F: R™ — R™ una aplicacio polinomial que satisfa la condi-
cio (B2) ital que F(0) = 0. Aleshores, I'origen és un atractor global del sistema
dinamic discret generat per les iteracions de F.

PROVA. Sigui F tal que tots els valors propis de |JF (x)| tenen modul més petit
que 1. Per la proposicio 18, sabem que la matriu JF(x) és triangular per blocs.
A més, el lema 19 implica que té tots els valors propis de modul més petit
que 1. Per tant, existeix una base de R™ tal que I'aplicaci6 F(x) es pot escriure
com

F(X):(Fl(xl)!FZ(xl,XZ)!'"JFm—l(X11x2!!xm—l),Fm(Xl1x2!!xm)):
= (A1x1,A0x2 + L2 (x1),A3x3 + t3(x1,X2), ...,
A‘I’VL*IX‘WL*I+t7’YL*1(X1!X2,---’XM*Z)’Amme’-tm(xllXZ!---!X‘H’L*l))’
9
on cada x; € R"™", x = (x1,X2,...,Xm) € R", A; sOn matrius reals n; X n; i

t; son polinomis. A més, els valors propis de cada matriu A; tenen modul més
petit que 1. L’expressio anterior de F(x) és el punt clau de la prova, que és
similar a la del teorema 12.

Notem que podem descriure R" com la suma directa de R" per a i =
1,2,...,m. D’altra banda, com que cada matriu A; té radi espectral més petit
que 1, és conegut que, a cada R"i, podem considerar una norma | |; tal que

IAixili < dilxili, (10)
amb |d;| < 1. Definim D = max{di, d>,...,dm}. Aquestes normes indueixen
una norma a l'espai total que anomenarem | |.

Fixem una condici6 inicial x© € R" i demostrem que |x®| = |Fk(x(0))|

tendeix a zero quan k tendeix a infinit. Ho provarem per inducci6é sobre el
nombre de components de F(x). Demostrarem per induccio el resultat segiient,
que implica el teorema 20.
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Existeixen M > 010 < K < 1 tals que per a cada natural k, Ixik)l < MKX per
acadai=1,2,...,8

Per a s = 1, la prova és immediata gracies a (10). Suposem, doncs, que
el resultat és cert per a i < s i provem-lo per a i = s. Per la hipotesi d’in-
duccio sabem que, per a tot k, per atoti < siper atott € [0,1], els
vectors (x1 (k ,...,txfk), 0,...,0) estan continguts en un compacte L. Con-
siderem

) = IF x| =

1
- ‘ aFs(xlk Dotx D) de+
ot
19 (k1) kD
+ —FS( . ,0)dt + -

1
+ aatFS(txlk Y0o,...,0)dt

< DIx® D1+ M{xEV 1+ x0T+ Ix Y <

<DIx{* V| + (s = 1)MMKI,

on M és el valor maxim de les normes de les funcions continues gf;fl ,gf;; yen ’aif =
sobre el compacte L. Per tant, segons I’expressio anterior,
Ix®| < DIx* V| + (s = 1)MMK*1,
Si anomenem C = (s — 1)MM, tenim la desigualtat
Ix®] < D|x%V| 4+ cKk1, (12)

on remarquem que K i D estan entre 0 i 1. Observem que aquesta desigualtat
és la mateixa que (8). Usant, doncs, els mateixos arguments iteratius que en la
prova del teorema 12, s’acaba la demostracio. O

5 Atraccio global per a equacions en diferéncies

En aquesta secci6o estudiem condicions d’atraccié global per a successions
recurrents, també anomenades equacions en diferéncies.
Considerem una equaci6 en diferéncies d’ordre n:

Xni1 = f(X1,X2,...,Xn), (13)

onx; € Rif:R" — R ésde classe C!.
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Per a estudiar el comportament de les successions generades per (13), cal
estudiar la dinamica generada per les iteracions de

F(x1,X2,...,Xn) = (xX2,X3,..., f(X1,X2,...,Xn)). (14)

Considerem, doncs, el problema de I’atraccié global per a aplicacions de la
forma (14), amb f(0,0,...,0) = 0 (és a dir, F(0) = 0) tals que satisfan alguna
de les condicions (A1), (A2), (B1) o (By).

Veurem que, per a aquest tipus d’aplicacions, les condicions (Ap) i (B)
impliquen I'existéncia d’atractor global, mentre que per a les condicions (A;)
i (B1) mostrarem contraexemples a I’atracci6 global.

La condici6 (By) no implica I'existéncia d’atractor global. A I'article [8] es
presenta I’exemple

F(x,y) = (y,2e*y2 - bx).

Perab € (%, 1), F té un tnic punt fix i satisfa la condici6 (By).

Es pot veure que per a b més petita i proxima a 1, F té punts periodics de
periode 3 i, per tant, el punt fix no és un atractor global. El comportament
dinamic de F és molt complicat, ja que F es pot veure com un twist pertorbat;
vegeu l'article [8] per als detalls.

Ala figura 1 mostrem centenars d’iterats de tres orbites de F pera b = 0.999.

|
(=}
n
o
=)
[
[
o
N,
[

FIGURA 1: Tres orbites de F per a b = 0.999.

En aquest article presentem un exemple d'una aplicaci6é racional senzilla
que satisfa (By) i que té punts periodics (vegeu [9]).
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Considerem

F(x,y) = (y,mc;z)z—bx), (15)

amb els parametres a,b > 0. Es facil veure que, per a tot b # —1, F té un
unic punt fix: és el punt (xg, xg), on xg és I'nic punt d’ interseccié entre les
grafiques de p(x) == (b+1)xiq(x) = (1+X2)2, és a dir =(b+1)xp.1la

matriu jacobiana de F és:

0 1
JF(x,y) = _p ——tay |.

(y2+1)°

1(1+2

Les condicions necessaries i suficients perque el polinomi caracteristic d’'una
matriu tingui totes les arrels en el disc unitat es coneixen com les condicions de
Jury; vegeu, per exemple, [3, 26] i les seves referéncies. Per a matrius d’ordre 2,
es resumeixen en |T| < 1+ A < 2,0n T, A sOn la traca i el determinant de la
matriu, respectivament Per a la nostra matriu, la traca, que depen de (x, y),

ve donada per T = 0 y24 +1)3- Aquesta funci6 pren com a valor maxim
255 25V5 i 3125 3125, 0
54 2916
Obtenim, doncs, que per a tot (x,y) del pla se satisfa |T| < 355 |a|. Prenent

a, b amb les condicions

11664 - (3125 21)

lal </ 3155 =193 11662%"

(16)
assegurem que F satisfa (Bj).

Després d'un estudi numeric hem obtingut que, peraa = 9/5ib = 9/10,
I'aplicacio (15) té un punt fix a p ~ (0.554338,0.554 338) i una orbita de
periode 3 que conté q ~ (—0.097039,0.241 179). A més, per a aquests valors
de a i b se satisfan les desigualtats (16).

Provar analiticament I'existéncia de q no és una tasca facil, ja que és la
soluci6 de dues equacions polinomials de graus 21 i 89. Basant-nos en aquests
calculs, canv1em I'estrategia. Forcarem que F tingui una orbita de periode 3
en el punt ( 10 4) que és a prop del punt q, i considerarem a i b com a
incognites. Anomenem g(a,b) i h(a,b) els numeradors de la primera i la
segona components de ’equacio:

11 11
3 — =)= (_— =
F ( 10’4) ( 10’4>'

Les funcions g i h sén polinomis en les dues variables a, b de graus 51i 22, res-
pectivament. Per trobar els valors (a, b) que satisfan aquestes dues equacions,
considerem les equacions polinomials segiients:

U(a) :=Res(g,h;b) =0, V(b):=Res(g,h;a)=0
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on Res(-, -;¢) denota la resultant respecte a c. Recordem que la resultant de
dos polinomis d’una variable és un nimero, que és zero si i només si els dos
polinomis tenen una arrel en comu. Calculant aquestes resultants amb ’'ajut
de programari de calcul simbolic, obtenim:

U(a) =a'%Us(a) i V(b) = (b?+100)8V5(b),

on Us i V5 sén polinomis de grau 5 amb coeficients naturals molt grans, de
lordre de 103°. Comprovant que Us(17/10) - U5(18/10) < 0 i que V5(89/100) -
V5(90/100) < 0,1 aplicant el teorema de Bolzano, podem afirmar que existeixen
a=a*1ib = b* que satisfan
17 18 89 90
*\ _ *) _ ; * - 10 * o7 JY
Us@®) =0, Vs(b™) =0, 1 a”€ (10’ 10) y BT (100’ 100) - 47
Efectivament, a* ~ 1.783 2741 b* ~ 0.897 416. Finalment, notem que a* < 1.8,
b*<1i

£ 89 3125 (18>2> 3125
100 ~ 11664 \10 11664

Per tant, per a aquests valors dels parametres, les condicions (16) es compleixen
i I'aplicaci6 F satisfa (B;). Aixi, hem provat el resultat segiient:

(a*)?.

PROPOSICIO 21. Considerem valors de a* i b* que compleixin (17). Aleshores,

1 = - b X

satisfa (By1), té un punt fix i un punt periodic de periode 3. En particular, el punt
fix no és un atractor global de la dinamica generada per les iteracions de F.

NOTA. A la proposici6 3.1 de I'article [17], de 2020, els autors consideren la
familia 1-paramétrica d’aplicacions F(x,y) = (v, -bx + ﬁ). Aplicant el
teorema de Poincaré-Miranda proven l'existéncia d’'una orbita periodica de
periode 3 per a valors de b € [113/128,2916/3125] i comproven que, per a
aquests valors de b, F satisfa les hipotesis del problema discret de Markus-
Yamabe. Aquesta familia inclou el nostre exemple numeric amb a = 9/5

ib=9/10.

Ara mostrarem que la mateixa aplicacio de la proposicié 21 ens serveix
per a refutar I'atraccié global quan F satisfa la condicié (A;). Recordem-la: si
escrivim F(x) = A(x)X, aleshores p(A(x)) < 1 per a tot x € R",

Traslladant el punt fix (xg, xo) a I'origen, obtenim I’aplicacié G(x, y) conju-
gada de F(x, y) segiient:

a*
(1 + (¥ +x0)?)?

G(x,y) = (y, —b*x + —(1+ b*)x()) ,
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on xo satisfa - 5 = (1 + b*)xp; és a dir, G(0,0) = (0,0). Observem que

_a
(1+x3)

G(x,y) télaforma G(x,y) = (yv,—b*x +h(y)) i, per tant, la podem descriure

com A(X)x:
xX,y) = h(y) .
—b* 3:/)/ y

Com que per a la nostra aplicacié h(0) = 0, per a cada y € R, aplicant el
teorema del valor mitja, obtenim h(y) — h(0) = h'(z) v; és a dir, h(y)/y =
h'(z) per a un valor z que es troba entre 0 i y. Aixo vol dir que, per a cada Yy,
es compleix A(x,y) = DG(x,z). Com que p(DG(x)) < 1 per atot x € R2,
deduim que p(A(x)) < 1 per a tot x € R?; és a dir, que G(x,y) satisfa la
condicié (A1). Hem provat, doncs, el resultat segiient:

PROPOSICIO 22. Donades a* i b* que compleixen (17), 'aplicacio

a*
(1 + (¥ +x0)?)?

G(x,y) = (y, -b*x + -1+ b*)x())

satisfa (Ayp), té el (0,0) com a punt fix i té una orbita periodica de periode 3.

En particular, I'origen no és un atractor global de la dinamica generada per les
iteracions de G.

Ara analitzarem la condicié (B»). Per a equacions en diferéncies si que hem
provat I'existéncia d’atractor global si la F corresponent satisfa la condicié (B>).
El resultat el dona el teorema segiient; noteu que proporciona una condici6
equivalent a (B») més facil de comprovar.

Com a la secci6 anterior, donada una matriu A, anomenem p (A) el seu radi
espectral.

TEOREMA 23. Sigui F: R" — R"
F(Xli---’x‘}’l) = (x2,---lxn’f(xls---’X‘}’L))l

amb f:R"™ — R de classe C'. Aleshores, les dues condicions segiients son
equivalents:

(Hy) F satisfa la condicio (By); és a dir, per a totx € R", p(|DF (x)|) < 1.
(Hp) Per atotx € R",

0

n
2.
i=1

A més, si aquestes condicions se satisfan i F té un punt fix, aleshores aquest punt
fix és un atractor global de la dinamica discreta generada per F.

of (x)' <1. (18)
Xi

El resultat anterior estén un criteri d’atracci6é global ja conegut per a equa-
cions en difereéncies lineals; vegeu [10, 24, 27]. La condicio6 (18), només exigida
al punt fix, ja apareix a [32] per a obtenir resultats d’atraccio local.
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Alguns comentaris sobre el teorema 23:

e La hipotesi de tenir un punt fix no es pot obviar; vegeu el lema 26.

e Sila hipotesi (H;) es canvia per p(|DF(x)|) < K < 1, o la hipotesi (H»)
per > | af (x)| < K < 1, aleshores si que podem treure la hipotesi que
F tingui un punt fix; vegeu el lema 26.

e Siprenem F lineal, amb f(x1,...,Xn) = X1 alxl, al > 0, és facil veure
que, si p(IDF(x)]) = 1, o, equivalentment, >, \ -(x) | > 1, aleshores
I'origen no és un atractor global; vegeu també [3 3]

Els propers resultats es poden veure com una demostracié simple i auto-

continguda de les condicions de Jury per a una classe particular de polinomis.

De fet, el lema segilient també es pot provar aplicant el teorema de Perron-
Frobenius a la matriu

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Ap = . : : . : . ,
0 0 o ... 1 0
0 0 o ... 0 1
-ayp —dy —-d2 ... —Ap-2 —Anp-1

ja que, si tenim en compte les hipotesis del lema és una matriu no negativai el
seu polinomi caracteristic és (—1)"™(A™ + Y1 0 aiAt) = (-=1)"P(A). Donat un
polinomi P, definim p (P) = max{|A|: P(A) = 0}.

LEMA 24. Sigui P(A) = A" + X1, aLN un polinomi amb a; < 0 per a tot i, amb
Zl o ai # 0. Aleshores P té una unica arrel real positiva, &, i p(P) = «.

PROVA. Aplicant la regla de Descartes, sabem que P té una Unica arrel positiva,
diguem-ne «. Sigui B una altra arrel de P (real o complexa) i suposem, per
arribar a contradiccio, que |B| > «. Com que 1 = Z?;OI la;|fi™", ambi—-n <0,
obtenim

1< Z lal Bl < Z laila ™™ =1,
i=0 =
una contradiccio. Per tant, p(P) = «. O

El lema anterior estén alguns resultats de [33], on es tracta el cas Z?;OI ai=1.

NOTA. Sigui P(A) = A" + 3"} a;A" un polinomi amb a; < 0 per a tot i. Pel
lema 24, quan Zf‘:_ol a; # 0, o directament si aquesta suma €és zero, es compleix
el segiient: donada K > 0, p(P) < K si i només si P(K) > 0. Precisament,
P(1) > 0 és la primera condici6 de Jury, que, per a aquesta classe de polinomis,
és també suficient per a caracteritzar p(P) < 1.

El proper resultat relaciona p(P) i Zf‘;ol |a;|. Per a,b € R, denotem per (a, b)
I'interval tancat amb extrems a i b.
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PROPOSICIO 25. Sigui P(A) = A" + X" a;A" un polinomi amb a; < 0 per a
tot i. Aleshores:

(i) Sip(P) =K < 1, aleshores 3" |a;| <K.
(i) Si > |ai| = K, aleshores p(P) € (K, V/K).

PROVA. Si tots els a; son zero, el resultat és trivial ja que aquesta condici6 és
equivalent a p(P) = 0. Suposem, doncs, que Z?;Ol a; # 0.

(i) Pel lema 24 sabem que P(K) = 0; és a dir, K" = > |a;|K". Dividint aquesta
igualtat per K1, obtenim
n-1 ) n-1
K= > lajK"™"" = Y al,
i=0 i=0
tal com voliem veure.

(ii) Si K = 1, el resultat se segueix directament. Si K < 1,

n-1 ) n-1
P(VK)=K- > lailKn =K~ > la;| =0,
i=0 i=0
-2 n-2
P(K) g -
g1 = K- lan-1l - Z(:) lai| K" < K —|ap-1] - Z(:) lail =0,
1= 1=

i el resultat és una conseqiiéncia del lema 24. Quan K > 1, seguim els mateixos
passos per a obtenir les desigualtats revertides. O

Ara ja tenim els preliminars per a provar el teorema 23.

PROVA DEL TEOREMA 23. Primer provarem que (H;) i (H2) son equivalents. El
polinomi caracteristic de |DF(x)]| és

(_1)11 (An _ z
i=1

Ja sabem que p(|DF(x)|) = p(Px) < 1 siinomés si Px(1) > 0, que és equivalent
a>ig| B%(X) | <1 per atotx € R", com voliem veure.
Per a provar la segona part del teorema, notem que, si p és el punt fix,

aa—f(x) ‘ Ai‘1> = (=1)"Px(A).
Xi

necessariament p = (p,...,p) per a algun p € R. Aleshores, conjugant F amb
una translacio, podem suposar que p = 0.
Sigui V(x1,...,xn) = max{|x1l,..., |xn|}. Demostrarem que V és una fun-

ci6 de Liapunov estricta per a F™, fet que implicara que 'origen és un atractor
global per F™. Clarament, aquest resultat implica ’atraccié global per F. Per
ai=1,...n,sigui xy+; = f(xi,...,Xn+i-1). Afirmem que

IXn+il <max{lxil,...,|xnl} =V(x1,...,xn),

peratoti=1,...,n.
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Per ai =1, tenim

1 n
- “O(z of (SX1,...,5Xn)X;) ds

1
|Xns1l = UO %(f(sxl,...,sxn))ds

<
o 0xi
1 n af
sjo (i_zilxil a—xi(sxl,...,sxn) ds <
1 n af
< maxtx,-o bl [ 30 |2, sw | ] ds <
o \;5 1oxi

<max{|xil,...,|xnl}.

Hem demostrat, doncs, 'afirmaci6 per a i = 1. Ara suposem que ’afirmacio és
certa per a i i provem-la per a i + 1. Argumentant com abans, obtenim que

IXn+ie1| <max{|xiiil,..., [ Xn4ill.
Per tant, pel principi d’inducci6 tenim que |xy4;| < V(x1,...,xn) per a tot
l<j=<iilxy] <=V(xy,...,xn)peral € {1,...,n}. Aix0 acaba la prova de

I'afirmaci6 anterior. Per tant,
V(F™"(x1,...,Xn)) =V (Xns1,..., Xon) =max{|xni1l,..., [Xon |} <V(x1,...,X0),

fet que prova que V és decreixent sobre les orbites de F". Com que, a més,
V() =0siinoméssix=0,iV(x) =0 per a totx € R", tenim que V és una
funci6 de Liapunov estricta per a F" i acabem la demostracio. i

L’exemple segiient mostra que I'existéncia del punt fix és imprescindible
perque la tesi del teorema sigui certa.

LEMA 26. L’aplicacio F: R"™ — R",

X1 +Xp+:+Xn )
)

F(xl,xz,...,xn)z(xg,X3,...,ln(l+e n

no té punts fixos. A més, per a tot x € R", les matrius DF (x) i |DF(x)| tenen
tots els seus valors propis de modul més petit que 1.

PROVA. I’equacio F(x) = x implicax = (x, x,...,x) i x =In(1 + e¥), que no té
soluci6. Per tant, F no té punts fixos.
Notem que DF (x) = |DF(x)| i que el polinomi caracteristic d’aquesta matriu
és
n X1 +Xp+ - +Xn

JONC P LIS o — U )
ni:11+e n

Aleshores, Px(1) > 01i totes les hipotesis del lema 24 es compleixen. Per tant,
per a tot x € R", p(A(x)) < 1, tal com voliem provar. O
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En contrast amb el resultat anterior, una condici6 una mica més forta
que (Hp), o (H), assumida en el teorema 23, si que forca I'existéncia del punt
fix.

TEOREMA 27. Sigui F: R" — R™ com al teorema 23. Aleshores les dues condi-
cions segtients son equivalents:

(i) Existeix K < 1 tal que per a totx € R"™, p(|DF(x)|) < K.

(ii) Existeix K < 1 tal que per atotx € R", > | | g—i(x) | <K.

A meés, si aquestes condicions se satisfan, aleshores F té un punt fix que és un
atractor global de la dinamica generada per F.

PROVA. (i) = (ii) Per hipotesi,

n

p(IDF(X)]) = p (A" -2
i=1

ﬂ(x) ‘ Ail) <K <1.
axi

Prenent K tal que K <K < 1iusantla proposicié 25(i), obtenim

SIDi(f)x)| <K <K <1.
i=1

(i) = (i) Suposem que per a tot x € R", > | | g—i(x) | <K < 1. De la proposi-
ci6 25(ii), tenim que p(|DF(x)|) < YK < 11 se segueix la implicacio.

Finalment, gracies al teorema 23, per a acabar la demostracio, hem de
provar que F té un punt fix. Suposem que (ii) és certa. Hem de provar que
I'equaci6 g(x) := f(x,...,x) = x té alguna soluci6. Com que

lg"(x)] = L (x,...,x)| <K <1,

n of
lzz‘iaixl(x,,X)

se segueix que g és una contraccio i, per tant, té un punt fix p. Aleshores,
(p,...,p) ésun punt fix per a F, i acabem la demostracio. O

Usant les eines introduides en aquesta secciO, es pot provar el resultat
seglient, que dona una resposta afirmativa al problema de I'atraccié global per
a aplicacions de tipus (13) que satisfan (A>).

TEOREMA 28. Sigui F: R" — R™ una aplicacio de la forma
F(X],...,Xn) = (XZ’---lXTL’f(Xli---’X‘I/L))l

amb f: R™ — R de classe C'. Suposem que F(x) = B(X)X i que, per a totx € R",
p(|B(x)|) < 1. Aleshores, I'origen és un atractor global per la dinamica discreta
generada per F.
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6 Comentaris finals

En aquest article hem donat diferents hipotesis sobre sistemes dinamics dis-
crets i continus que impliquen I'existéncia d'un atractor global. Com ja deiem
a la introduccio, aquest tipus de resultats sén molt tils en les aplicacions, ja
que permeten modelar processos que, amb els parametres adequats, donaran
com a resultat I’existéncia d’un equilibri global.

A la literatura apareixen punts d’equilibri de sistemes dinamics que son
punts localment asimptoticament estables. Son atractors locals que, al seu torn,
son estables en el sentit de Liapunov. I els punts globalment asimptoticament
estables son punts estables que son atractors globals del sistema. Tots els
resultats presentats en aquest article que demostren I'existéncia d'un atractor
global, de fet, es refereixen a punts globalment asimptoticament estables. El
motiu d’aixo és que els punts son estables pel teorema de linealitzacio.

Tenint en compte els resultats que hem exposat, cal remarcar que hem
provat que si F: R® — R" és de classe C!, té un punt fix, i alguna de les
hipotesis segilients és certa:

e n=1,

e F és triangular,

e F és polinomial,

e F és de la forma (14),

aleshores, la condicié (B2): p(|DF (x]) < 1 implica que el punt fix és globalment
asimptoticament estable. Perdo no hem provat que la tesi sigui certa per a
aplicacions de classe C! amb un punt fix que satisfan la condici6 (B>). Deixem,
doncs, aquest problema obert.
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