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Conjectures

ARMENGOL GASULL

Resum: L’objectiu d’aquest treball és donar a conéixer diverses conjectures mate-
matiques que tenen en comu el fet d’ocupar-se de qiiestions que es poden entendre
sense haver de ser un matematic professional. Les agruparem en tres grans blocs: les
que parlen de ntimeros primers, les que involucren ntmeros naturals i, en un tercer
bloc heterogeni, les que tracten problemes de diverses branques de les matematiques.
En total parlarem, amb més o menys profunditat, de més de quaranta conjectures.
També es planteja la possibilitat d'usar les conjectures com una eina de motivaci6
per als estudiants de batxillerat i dels primers anys d’universitat, i presentar aixi les
matematiques com una disciplina viva i en creixement.

Paraules clau: conjectures, teoria de niimeros, nimeros primers, problemes oberts,
popularitzacié de les matematiques.

Classificaciéo MSC2010: 00A05, 00A09, 00A27, 11A.

Introduccio

En aquest treball donarem a conéixer diverses conjectures matematiques, que
comparteixen el fet d’afirmar qliestions que es poden entendre sense que calgui
ser un matematic professional.! En particular, només considerarem conjectures
tals que el seu enunciat sigui curt i autocontingut. Cadascuna d’elles es pot llegir
de manera independent. El nostre objectiu, a part d’ampliar els coneixements i
entretenir els lectors, és mostrar les matematiques no com una ciéncia tancada
en la qual tot es coneix, ans més aviat el contrari, com una disciplina viva
i en creixement. Com veurem, tot i que les conjectures que es detallen toquen
diferents ambits de les matematiques, la majoria d’elles son de caire teoric
o ludic i deixen de banda una de les raons de ser de les matematiques: la
modelitzacio6 i la comprensié del moén. Aixo si, els mateixos matematics que
han proposat o estudiat aquestes conjectures son els que han fet avancar la
matematica en totes les seves vessants.

1 Una altra quiestio ben diferent és el nivell i la profunditat matematics necessaris per a saber
si son certes o falses!
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FIGURA 1: Darrer teorema de Fermat.

Pero, que és una conjectura matematica? Una possible definici6 seria que és
un resultat consistent amb tot el que es coneix, pero no s’ha pogut verificar si
és cert o fals.

Tanmateix, potser podem entendre millor el que és llegint un tros de la
correspondencia que el 1742 van tenir el matematic i cientific suis Leonhard
Euler i el matematic prussia Christian Goldbach, sobre el que avui en dia es
coneix com a conjectura de Goldbach. Euler li deia:

Que [...] tot nimero enter parell és una suma de dos primers, jo ho veig com
un teorema completament cert, perd no ho puc provar.

Aixi, una conjectura és un resultat que molts matematics pensen que hauria
de ser un teorema, pero que cap d’ells no ha pogut provar. A més, aquest
candidat a teorema ha resistit tots els esforcos per buscar-li un contraexemple.
I si la conjectura admet ser estudiada amb I'ajut de programes informatics,
s’ha pogut verificar fins a on poden arribar els ordinadors més potents disponi-
bles fins al moment. Finalment, és possible que existeixin idees heuristiques,
probabilistiques o intuitives que també fan pensar que és certa.

Hi ha conjectures degudes a matematics illustres que han resultat certes
i unes altres falses. Un dels exemples més famosos de conjectura certa és
la que es va popularitzar com a darrer teorema de Fermat, quan encara no
era un teorema. Va ser enunciat pel matematic i advocat frances Pierre de
Fermat el 1637, i afirmava que I'’equacié x™ + y™ = z", pera2 <n € N, no
tenia solucions (x, y,z) € N3; vegeu un segell dedicat al tema a la figura 1. La
demostraci6 d’aquest resultat va haver d’esperar fins al 1995, i és deguda al
matematic anglés Andrew J. Wiles. Una altra conjectura ben famosa, pero molt
més técnica sobre una caracteritzacio topologica de les esferes 3-dimensionals,
i que ja és també un teorema, és la conjectura de Poincaré demostrada el 2003
pel matematic rus Grigori I. Perelman.

Euler, el 1769, en un intent d’estendre el darrer teorema de Fermat, va
proposar la conjectura segiient, que ens servira per a illustrar el cas contrari:
siper acerts n > 1, k > 1 enters hi ha (x1, x2,...,Xxn, ¥) € N**1 tal que

XKk 4o xk =k,
aleshores n > k. Un exemple conegut ja a I’antiga Grecia i coherent amb la
conjectura és 33 + 43 + 53 = 63, El primer contraexemple d’aquesta conjectura,
per a k = 5, va ser trobat usant un programa d’ordinador per Lander i Parkin
el 1966,
27° +84° + 110° + 133° = 144°,
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i esta publicat en el que potser és l'article més curt de matematiques ([71]):
cinc linies de text i una referéncia. El 1986, Noam D. Elkies va trobar, també via
programacio, el primer contraexemple per a k = 4. El més senzill que es coneix
és de I'any 1988 i és degut a Roger E. Frye,

95800% + 217519* + 414560* = 4224814,

Per a k = 3 la conjectura és certa, ja que, com acabem de comentar, el darrer
teorema de Fermat és, avui en dia, un teorema.

Adquest treball no intenta de cap manera llistar totes les conjectures mate-
matiques existents, ni tan sols presentar les més importants. El criteri que s’ha
intentat seguir en la seleccio feta és que els seus enunciats estiguin a I’abast
d’estudiants de batxillerat o dels primers anys de carreres cientifiques i, també,
de persones que tenen un interés ampli per les matematiques. Sense anims de
ser exhaustius, pero per completesa, donarem els noms d’algunes conjectures
famoses que no descriurem aqui i que requereixen més coneixements mate-
matics per a entendre’n els enunciats: la conjectura ABC (també coneguda
com a conjectura d’Oesterlé-Masser) o la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer
(teoria de nombres), la conjectura de Carathéodory (geometria diferencial), la
conjectura de Hadamard (combinatoria), les conjectures de Kaplansky (algebra),
el lema de tancament o closing lemma de Pugh (sistemes dinamics), la finitud
de les configuracions centrals (mecanica celeste), etcétera.

En moltes de les conjectures que presentem es donen referéncies més
detallades i, en particular, moltes de les relacionades amb teoria de nom-
bres apareixen al llibre Unsolved Problems in Number Theory, de Richard
K. Guy ([52]) o [6, 82]. També s’han consultat els treballs [57, 58, 59, 60, 111]. A
part d’aquestes referencies, s’han usat de manera sistematica diverses pagines
web. Aixi, a la Wikipedia en anglés s’han consultat les pagines amb els titols:
«List of unsolved problems in mathematics», «List of conjectures» i «Conjec-
tures», amb els seus enllacos corresponents. També hi ha molta informacio6 a
les pagines del MathWorld-A Wolfram Web Resource i a la del CNRS-Images des
mathématiques dins la seccié «Les conjectures du trimestre».

Les conjectures de qué parlarem s’han dividit en tres grups. Cada grup es
presenta en una secci6 diferent.

Aixi, a la secci6 1 incloem les que estan estretament relacionades amb els
nuameros primers i la seva estructura. Per tant, ens ocuparem de les conjectures
sobre els primers bessons, de Legendre, imposant expressions concretes per
als nameros primers, de Goldbach, de Lemoine, d’Oppermann, de Brocard,
d’Andrica, de Firoozbakht, de Cramér, de Gilbreath, segona de Hardy-Littlewood,
dels primers de Germain, i de Grimm.

La secci6 2 esta dedicada a conjectures que involucren numeros natu-
rals. Considerem les conjectures sobre els numeros perfectes, d’Erdés-Straus,
de Brocard-Ramanujan-Erdés, de Goormaghtigh, de Carmichael, de Singmas-
ter, de Beal, sobre la maxima persisténcia multiplicativa, la de no palindromia,
i de Selfridge.
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Finalment, a la secci6é 3 hi ha un popurri de conjectures sobre temes dife-
rents. Parlem de la conjectura de Lagarias equivalent a la hipotesi de Riemann,
iles conjectures 3x + 1, jacobiana, de Casas-Alvero, sobre la normalitat de T,
sobre la irracionalitat de y, sobre la seqiiéncia de Kolakoski, de Frankl, de
Toeplitz, d’Erd6s-Szekeres, del billars triangulars, del sofa, i de Levi-Hadwiger.

De manera tangencial, també parlarem al text de les conjectures de Polignac,
de les cadenes de Cunningham, de Dickson, de Sierpinski i de Kakeya.

Es clar que els gustos i els coneixements de I'autor també han influit en la
tria feta.

A T'tiltima seccio6 incloem algunes reflexions sobre la utilitat tant didactica
com cientifica i practica d’estudiar conjectures matematiques. Com veurem,
en particular moltes de les conjectures que es presenten ens proporcionen
idees interessants i engrescadores per introduir els nostres alumnes en el mén
de la investigacio i en el de la programacio. En aquesta direcci6, podeu llegir
el blog de Ben Braun del maig del 2005: «<Famous Unsolved Math Problems
as Homework», penjat als blogs de ’American Mathematical Society dins de
la secci6 «On Teaching and Learning Mathematics». També aprofitarem aquesta
seccio per a presentar alguns exemples famosos de propietats que séon cer-
tes per a molts casos particulars i podrien fer pensar que donen lloc a una
conjectura o, millor encara, a un teorema, pero que finalment sén falses.

Acabarem aquesta introduccié amb un aspecte del qual a vegades s’oblida
parlar a I'hora d’enfrontar-se a una conjectura: hi ha la possibilitat que una
conjectura no sigui ni certa ni falsa. Per illustrar aquesta darrera afirmacio,
posarem un parell d’exemples. El més famos és el relacionat amb I’'anomenada
hipotesi del continu. Ho expliquem breument.

Si hi ha dos conjunts entre els quals podem definir una aplicacio6 bijectiva,
es diu que tenen la mateixa cardinalitat. Aixi, els conjunts N, Z o Q tenen
cardinalitat numerable, o també anomenada X, que es llegeix com alef sub
zero. Per altra banda, els conjunts (0, 1), [0,1], R, C, R?, R? tenen la mateixa
cardinalitat que el conjunt de tots els subconjunts de N, i aquesta es denota
com 2%, Aixi, sorgeix una pregunta molt natural: hi ha algun conjunt amb
una cardinalitat intermédia entre Ry i 2% ? De fet, aquesta pregunta va ser el
primer problema d’una llista de vint-i-tres que va posar el matematic alemany
David Hilbert a la comunitat matematica, I'any 1900 a Paris en el Segon Congrés
Internacional de Matematics.

La no existéncia de conjunts amb cardinalitat entre xg i 280 és precisament
el que s’anomena hipotesi del continu. L’any 1939, Kurt Godel, matematic, filosof
i especialista en logica austroamerica, va demostrar que la hipotesi del continu
és compatible amb tots els altres axiomes de la teoria de conjunts. Per tant, mai
no se’n podra demostrar la falsedat. L’any 1963, el matematic nord-america
Paul Cohen va demostrar la indecidibilitat de la hipotesi del continu. Aixo vol
dir que tant si suposem que la hipotesi del continu és certa com si considerem
que és falsa, no comporta cap contradiccié amb els axiomes esmentats. En
altres paraules, tant si haguéssim conjecturat I'existéncia d’aquest conjunt
com si haguéssim conjecturat la seva no existéncia, mai ho hauriem pogut
demostrar.
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Es curiés observar que abans que es demostrés el darrer teorema de Fermat,
fins i tot s’especulava que pogués ser un resultat indecidible; en relacié amb
aixo, consulteu 'interessant treball de John H. Conway ([29]). De fet, en el
seu treball Conway demostra I'existencia d’enunciats similars al presentat a la
conjectura 3x + 1, de la qual parlarem més endavant, que so6n indecidibles.

1 Conjectures sobre numeros primers

Euclides ja va demostrar que hi ha infinits primers i, de fet, entre els dos
llibres [81, 92] hi ha una dotzena de proves diferents d’aquest fet; vegeu tam-
bé [99]. A més, es coneixen moltes propietats sobre la seva distribuci6. Per
exemple, el 1896, el matematic franceés Jacques Hadamard i el matematic belga
Charles-Jean de la Vallée-Poussin van provar, usant idees del matematic ale-
many Georg Friedrich B. Riemann, que si m(n) denota el nombre de nimeros
primers menors o iguals que n,

. 1mm(n)In(n)
lim ———= =
Nn— o0 n

1.

Per una banda, hi ha propietats interessants dels primers que son facils de
demostrar. Per exemple, que per a tot m € N hi ha com a minim m numeros
consecutius de manera que cap d’ells és primer, o que per a tot primer p > 5, el
residu de p? entre 24 és sempre 1. Per a demostrar la primera propietat, podem
prendre (m + 1)! + k,perak =2,3,...,m + 1, i, clarament, cada (m + 1)! + k
no és primer ja que és divisible per k. La prova de la segona és equivalent a
veure que p? = 244 + 1, per aun cert £ € N, o, en altres paraules, a veure que
(p +1)(p — 1) és divisible per 24. Considerem els tres nimeros consecutius:
p-1l<p<p+1.Esclarque p — 1ip + 1 son ambdos parells i, encara més,
un d’ells ha de ser multiple de 4. D’'una manera similar, donats tres niumeros
consecutius, 3 ha de dividir-ne un d’aquests. Com que p és primer, en el nostre
cas ha de dividiro bé p —1 0 bé p + 1. Enresum, (p — 1)(p + 1) ha de tenir els
divisors 2, 3, 4 i, per tant, ha de ser divisible per 24, tal com voliem provar. Per
altra banda, hi ha propietats dels primers molt dificils de demostrar.

En aquesta secci6 enunciarem diverses conjectures sobre els primers i la
seva distribuci6. Les quatre primeres inclouen els coneguts com els quatre
problemes de Landau, ja que el matematic alemany Edmund Landau els va
enunciar al Congrés Internacional de Matematics del 1912. Com veurem, n’hi
ha de dos tipus. Les de Goldbach i Lemoine usen els primers com una mena de
descomposicié additiva de tots els enters positius. Totes les altres n’estudien
la distribucio.

CONJECTURA SOBRE ELS PRIMERS BESSONS. Hi ha infinites parelles de nimeros
primers de la forma p, p + 2.

Les primeres parelles de primers bessons sén (3, 5), (5,7), (11,13), (17,19).
Es facil raonar que 5 és I'iinic nimero que apareix a dues parelles dife-
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rents. L’any 2018, la parella més gran de primers bessons coneguda era
2996 863 034 895 x 21290000 + 1 formada per nimeros amb més de 380 000 xi-
fres.

101 | 103 | 107 | 109 | 113 | 127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151 | 157
163 | 167 | 173 | 179 | 181 | 191 | 193 | 197 | 199 | 211 | 223 | 227
229 | 233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277 | 281 | 283

TAULA 1: Primers entre 100 i 292. En negreta (en dues tonalitats), els parells bessons.

Aquesta conjectura va ser estesa el 1849, pel matematic frances Alphonse de
Polignac, qui va preguntar-se si per a tot niumero natural k hi ha infinits primers
de manera que p i p + 2k siguin ambdos primers. Aquesta segona propietat es
coneix com a conjectura de Polignac. Observeu que per a la conjectura que ens
ocupa k = 1.

La conjectura sobre els primers bessons sembla que és de les més antigues
en teoria de nombres, tot i que els progressos més grans cap a la seva possible
demostracié son molt recents. L’any 2013, Yitang Zhang ([116]) va provar que
hi ha un k menor que 35 milions, de manera que existeixen infinites parelles
de niimeros primers que difereixen 2k. Més concretament, el seu teorema ens
diu que

liminf(pn.1 — pn) <7 x 107,

on, com sempre, p, indica el primer eneésim. Avui en dia s’esta rebaixant signi-
ficativament aquesta fita amb les contribucions de James Maynard i Terence
Tao.

Una de les maneres (no senzilles) de demostrar I'existéncia d’infinits primers
és provar que la série >, primer 1/p €s divergent; vegeu [1, 28, 41]. Es molt curios
observar que el matematic noruec Viggo Brun va demostrar el 1919 ([16]) que
si considerem la série formada pels inversos dels primers bessons,

p p+2) \3 5 5 7 11 13

p, p+2 primers
+(L+i)+<i+i)+
17 19 29 31 ’

aquesta és convergent. El valor de la seva suma es coneix avui en dia com la
constant de Brun, B, i el seu valor aproximat és 1.90216 ([83, 28]). Malaurada-
ment, aquest resultat no prova la conjectura, ja que és coherent amb el fet que
sigui certa o falsa. El que si que dona és una via per a intentar demostrar-la:
provar que B> és irracional.

CONJECTURA DE LEGENDRE. Per a tot 0 < n € N hi ha un nimero primer p
que satisfan? <p < (n+1)=2.

La conjectura de Legendre ve recollida a diferents textos i s’atribueix al
matematic frances Adrien-Marie Legendre, que va viure a cavall dels segles XVIII
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i x1X. El resultat relacionat més important és degut al matematic xinés Jing-Run
Chen ([26]), qui el 1975 va provar que la conjectura és certa si s’admet que p
sigui o bé primer o bé semiprimer. Recordem que un nimero es diu semiprimer
si és el producte de dos primers, eventualment iguals.

Un resultat similar, pero més debil, va ser conjecturat el 1845 pel matematic
francés Joseph L. F. Bertrand. Aquest afirmava que per a tot 3 < n € N hi ha
un namero primer p que satisfa n < p < 2n — 2, i va verificar-ho per a tots
els nimeros menors que 3 x 105. La conjectura de Bertrand es va convertir en
teorema quan va ser demostrada pel matematic rus Pafnuti L. Txebixev el 1852.

CONJECTURES OBTINGUDES IMPOSANT EXPRESSIONS CONCRETES PER ALS NUME-
ROS PRIMERS. Hi ha infinits primers de cada una de les formes segiients:

2

n-+1, nl'+1, n'-1, 2"+1, 2"-1.

La qiiestio sobre 'existéncia d’infinits primers de la forma n? + 1 es remunta
a Euler, és el quart problema dels de la llista de Landau i també apareix en una
conjectura dels matematics britanics Godfrey H. Hardy i John E. Littlewood ([54,
103]) que, de fet, afirma el mateix per a niimeros de la forma An? + Bn + C,
per a molts valors enters de A, B i C. Obviament, per exemple, no hi ha primers
delesformesn? -1=m+1)(n-1on?+2n+1=(n+1)>=2

Segons Shanks [102], entre els nimeros enters n entre 1 i 180000 n’hi
ha 11223 per als quals n° + 1 és primer. Un exemple concret de primer
és (4 x1034)2 + 1.

Segons que coneix 'autor, els nimeros primers més grans coneguts de les
dues formes segiients s6n 150209! + 1 i 208003! — 1.

En una linia similar, el matematic prussia Johann P. G. L. Dirichlet el 1837
va demostrar que, variant n € N, qualsevol expressio An + B amb A i B enters
coprimers dona lloc a infinits niimeros primers.

Els nimeros primers de la forma 2" + 1 s’anomenen primers de Fermat. Ara
demostrarem que si 2™ + 1 > 2 és primer, aleshores n = 2™,

Per comencar, és facil provar que per atot 0 < k, a # b € R, a — b divideix
ak — bk, Aixo és degut a la igualtat

ak—b*=(a-b)at+a"¥2p+ak3p?+ ... +abk?+ bk,

Si considerem 2" + 1, on n no és una poténcia de 2, tenim que n = ¥s per a un
cert s, senar. Aleshores, prenent a = 2", b = —11i k = s, en la igualtat anterior
tenim que 27 + 1 divideix 2”5 — (—1)S = 2" + 1, i, per tant, 2" + 1 no és primer.

En conseqiiéncia, els inics niumeros 2" + 1 que poden ser primers soén els
de la forma 22" + 1 =: F,,, que sOn els anomenats numeros de Fermat. Se sap,
des dels temps de Fermat, que els F,, son primers per am = 0,1, 2, 3,4. Euler
va provar que Fs té el factor 641. La seva descomposicié en factors primers és

F5 =232 41 =4294967297 = 641 x 6 700417.
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De fet, no es coneix cap més niimero de Fermat que sigui primer, i avui en dia
es comenca a pensar que potser no n’hi haura cap més.

Els ntimeros primers de la forma 2" — 1 s’anomenen primers de Mersenne,
en honor al matematic francés Marin Mersenne (1588-1648). En parlarem en la
secci6 segiient, quan estudiem els ntmeros perfectes.

CONJECTURA DE GOLDBACH. Tot nimero enter parell, més gran que 2, és suma
de dos niimeros primers.

Aquesta conjectura és un dels problemes oberts més famosos en mate-
matiques. Com ja hem dit a la introduccio, apareix el 1742 a partir de la
correspondéncia entre Christian Goldbach i Leonhard Euler. Per exemple,

100=3+97=114+89=17+83=29+71=41+59 =47+ 53.

Avui en dia se sap que és certa per a tots els naturals fins a 4 x 10!8. De fet, el
que Goldbach va comencar proposant és que tot nimero enter més gran que 5
era suma de tres nimeros primers (bé, de fet, ell va dir tot nimero més gran
que 2, ja que, per aquell temps, encara es considerava 1 com a primer) i Euler li
va respondre que la seva conjectura era conseqiiéncia de la que hem enunciat.
L’afirmaci6 de Goldbach, també coneguda com a conjectura debil de Goldbach,
es considera provada per Harald Helfgott el 2013 ([56]), tot i que encara no ha
estat publicada a cap revista amb procés de revisio.

Un dels avencos més importants en la direccio de provar la conjectura de
Goldbach és degut de nou a Jing-Run Chen. El 1973 va demostrar que per a
n parell prou gran, n és o bé la suma de dos primers o bé la suma d'un primer
i un semiprimer ([25]).

Un altre resultat molt relacionat és el del recent treball de Terence Tao
([109]), en qué 'autor prova que tot numero senar més gran que 1 és suma de,
com a maxim, cinc primers.

CONJECTURA DE LEMOINE. Tot nimero senar, més gran que 5, és la suma d'un
numero primer i el doble d’'un numero primer.

Aquesta conjectura és molt semblant a ’anterior. Va ser proposada el 1894
pel matematic i enginyer frances Emile Lemoine. Hardy i Littlewood la van
llistar com a Conjectura I en un dels seus treballs. Per exemple,

47 =13+2%x17=37+2%x5=41+2%x3 =43 +2 X% 2.

Canviant els primers per altres tipus de nimeros, com per exemple qua-
drats de nimeros naturals, hi ha resultats amb el mateix esperit que aquesta
conjectura i la de Goldbach. Aixi, Lagrange va demostrar que tot enter positiu
és suma de quatre quadrats.

CONJECTURA D’OPPERMANN. Per a tot 1 < n € N, hi ha un parell de nimeros
primers p i q que satisfan(n —1) <p <n?<q <nn+1).
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La conjectura d’Oppermann és molt similar a la de Legendre, pero encara
més restrictiva. Va ser enunciada pel matematic danes Ludvig Oppermann
el 1877.

CONJECTURA DE BROCARD. Per a tot n > 2 hi ha com a minim quatre nimeros
primers entre p2 i p2.,, on p, denota I'’enésim niamero primer.

Aquesta conjectura va ser proposada pel matematic i meteoroleg frances
Henri Brocard a principis del segle xX. Per exemple, entre p% =9i p§ =25
tenim cinc numeros primers: 11, 13, 17, 19, 23. L’expressio de la conjectura en
una féormula és A(n) = (p2,,) — (p2) = 4, on recordem que 17 (1) denota
el nombre de primers menors o iguals que n. Aixi, els primers valors de A per
an=>2so6n:5,6,15,9,22,11,27,47,16,...

CONJECTURA D’ANDRICA. Per a tot n > 1 es compleix que A(n) := /Pn+1 —
J/Pn < 1, on p, denota I’enésim nimero primer.

Aquesta conjectura va ser proposada pel matematic romanés Dorin Andrica
el 1986 ([2]). Per exemple, és facil veure que A(n) <1 quan p, = mipui1 =
m + 2 son una parella de primers bessons, ja que A(n) = vm + 2 - /m < 0.51,
per a m > 3. De fet, la conjectura ens diu que el forat entre dos primers
consecutius, pn+1 — Pn, compleix pn1 — pn < 1 + 2,/pn. Sha comprovat que
A(n) <1 finsan = 1016 i el valor maxim fins al moment és A(4) = /11 -7 =~
0.67; vegeu a la figura 2 la grafica de A per a n < 1000. Fins i tot a [112] es
proposa que A(n) < 1/2, per an > 30.
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700 800 900 1000

FIGURA 2: Valors de ./pn+1 — /Pn Peral <n < 1000.

CONJECTURA DE FIROOZBAKHT. La funcié 7/p,, on p,, denota l’enésim nimero
primer, és estrictament decreixent.

Va ser proposada pel matematic irania Farideh Firoozbakht el 1982. S’ha
verificat per a tots els primers menors que 264,
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CONJECTURA DE CRAMER. Es compleix que

limsup Pt =P _ g

n-o In*(pp)
on p, denota 'enesim numero primer.

L'enunciat que donem és una versié una mica més forta que la conjectura
que va proposar el matematic suec Harald Cramér el 1936, segons la qual
Pn+l — Pn = O (In®( Pn)), i que ésla que s’intenta provar avui en dia. El mateix
Cramér va demostrar que sila hipotesi de Riemann, de la qual parlarem més
endavant, fos certa, aleshores py.1 — pn = O(/pPnIn(px)). Recordem que es
diu que f(n) = O(g(n)) si existeix N € NiK € R tals que per atot n > N,
|f(n)] < Kg(n).El 1931, Westzynthius ja va demostrar que

n-o  1n(pn)

CONJECTURA DE GILBREATH. Sigui {py}, la successio dels nimeros primers
ordenats. Per a tot 0 < n € N, definim d,(ql) = Pn+1— Pn i, de manera recurrent,
per a tot k > O, d%k“) = Idiﬁ)l — dﬁlk)l. Aleshores, per a tot k € N\ {0}, es
compleix que dﬁk) =1.

El seu nom es deu al magic nord-america Norman L. Gilbreath, que la va
formular el 1958, quan era estudiant. Tot i el nom amb que es coneix, ’any 1878
el matematic autodidacte frances Francois Proth ja I’havia proposat i intentat
demostrar.

Per exemple, en els calculs segiients es comprova que dgk) =1,perak <6.

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, ...
1,2,2,4,2,4,2,4,6,2, ...
1,0,2,2,2,2,2,2,4,...
1,2,0,0,0,0,0,2,...
1,2,0,0,0,0,2,...

1,2,0,0,0,2,...

1,2,0,0,2,...

Se sap que d(lk) =1,perak < 3.4x10!!. Paul Erdés va especular sobre el fet que
aquesta conjectura €s certa, pero segurament passarien més de dos-cents anys
abans no es pogués demostrar. La ra6 principal és que no és semblant a altres
tipus de problemes estudiats pels quals hi ha eines matematiques molt potents
i ben desenvolupades. De fet, el matematic hongarées és famoés per la qualitat i
la quantitat dels seus treballs i pel gran nombre de collaboradors que va tenir.
D’altra banda, fins i tot hi ha una pagina a la Wikipedia dedicada exclusivament
a les seves conjectures. Quan s’esta escrivint aquest article hi ha una llista de
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dotze conjectures obertes i catorze de resoltes, de les quals només una ha
resultat ser falsa.

SEGONA CONJECTURA DE HARDY-LITTLEWOOD. Sigui 7r(x) la funci6 que
compta el nombre de nimeros primers menors o iguals que x. Aleshores
m(x+y) <m(x)+1m(y)peratotx =2,y > 2.

Aquesta conjectura va ser proposada el 1923 per Hardy i Littlewood al
mateix temps que una primera conjectura que generalitzava la de I'existéncia
d’infinites parelles de primers bessons ([54, 93]). Per exemple,

m(3x10%) < mw(108) + (2 x 108) =
5761455+ 11078937 = 16 840 392.

16252325

Es curios observar que, el 1974, Richards va demostrar que ambdues con-
jectures de Hardy-Littlewood son incompatibles; vegeu, de nou, [93].

CONJECTURA DELS PRIMERS DE GERMAIN. Hi ha infinites parelles de nimeros
primers de la forma p, 2p + 1.

Aquesta conjectura és similar a la dels primers bessons. Un ntimero primer p
es diu que és un primer de Germain si S(p) = 2p + 1 és també primer. Aquests
nuameros van ser considerats per primer cop per la matematica francesa Marie-
Sophie Germain (1776-1831) en els seus intents de provar el darrer teorema
de Fermat. Uns quants d’aquests so6n 2,3,5,11,23,29,41,53,83,89,...,491,
509,593,... i el més gran que es coneix té més de 380 000 xifres.

Una seqiiéncia de nimeros de la forma [p, S(p),S(S(p)),...,S¥(p)], on
S™(p) =S(S™ 1(p)), en la qual tots els seus elements son primers s’anomena
cadena de Cunningham ([30]), en honor al matematic britanic Allan Cunning-
ham (1842-1928). En aquesta cadena, tots els elements menys I'altim sén pri-
mers de Germain. Un exemple de cadena completa, és a dir, que no es pot allar-
gar més, de mida 6 és [89,179,359,719,1439,2879], jaque 5759 = 13 x 443.
Es conjectura també que per a tot k € N hi ha infinites cadenes de Cunningham
de mida k. A la vegada, aquesta nova conjectura va ser estesa el 1904 per la
coneguda com a conjectura de Dickson ([35]), que no descrivim amb detall. En
poques paraules, afirma que fixades k € N expressions afins en n del tipus con-
siderat per Dirichlet, An + B amb coeficients naturals, en molts casos aquestes
donen lloc simultaniament a k nimeros primers, per a infinits valors de n.

CONJECTURA DE GRIMM. Donats k niumeros naturals consecutius, n+l1, ..., n+k
de manera que cap d’ells és primer, hi ha k primers diferents, q1, g2, ..., gk,
no necessariament ordenats, tals que cada g; divideix n + jperal < j < k.

Per exemple, els tretze nimeros consecutius entre 114 i 126 s6n compostos
(no primers) i tenen, respectivament, els divisors primers 2, 23, 29, 13, 59, 17,
3,11, 61, 41, 31, 5,1 7, tots diferents. Aquesta conjectura va ser proposada per
Grimm en un article del 1969 ([49]).
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2 Conjectures sobre numeros naturals

Recollim aqui diferents conjectures que tenen en comu el fet d’involucrar ni-
meros naturals, pero en les quals I'objectiu no és I'estudi dels nimeros primers.
Algunes d’aquestes consideren equacions diofantiques, és a dir, equacions
amb coeficients enters (i moltes d’elles polinomials) per a les quals només es
busquen solucions enteres.

CONJECTURA SOBRE ELS NUMEROS PERFECTES. Hi ha infinits ntimeros perfectes.

Es diu que un nimero natural n és perfecte si és igual a la suma de tots
els seus divisors menors que ell mateix. Aixi, el més petit és 6 = 1 + 2 + 3.
El primer a estudiar-los va ser Euclides, qui ja va demostrar que si 2™ — 1 és
primer, aleshores 2""~1(2" — 1) és un numero perfecte. Com ja hem comentat,
els primers de la forma M,, = 2™ — 1 s’anomenen primers de Mersenne, i no és
dificil veure que una condici6 necessaria perque 2™ — 1 sigui primer és que n
sigui primer. Aixo es deu al fet que si n = pq, aleshores

2M—1=(2P)1—1=(2F - 1)((2P)T 1 + (2P)372 + ... + 2P + 1),

jaque x4 -1 = (x—-1)(x7! +x972 + ... + x + 1). La condici6 no és sufi-
cient, com mostra 'exemple M;; = 211 —1 = 2047 = 23 x 89. Ara bé, hi ha
una caracteritzacio dels casos primers introduida el 1878 pel matematic fran-
cés Edouard Lucas i completada el 1930 pel matematic nord-america Derrick
H. Lehmer. Avui en dia, aquesta condicié es coneix com el test de primeritat de
Lucas-Lehmer; vegeu ([63, 98]) i les seves referencies. Aquest test ens diu que
si per a tot n € N introduim la seqiiéncia de numeros de Lucas-Lehmer

Lpai =Ly -2, Li=4,

aleshores, per an > 3, M,, = 2™ — 1 és primer si, i només si, M, divideix L,,_;.

FIGURA 3: El 39¢ primer de Mersenne, trobat el 2001.
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Per exemple, com que M3 = 7 divideix L, = 14, tenim que 7 és primer. D'una
manera similar, Ms = 31 divideix L4 = 37634 = 31 x 1214 i, per tant, 31 és
primer. En canvi, es pot comprovar que M;; no divideix L. De fet, el 1876,
Lucas va utilitzar el seu resultat per a demostrar que M;»7 és un nimero primer
(de trenta-nou xifres). Avui en dia és el més gran trobat sense 1'ajut de cap
ordinador.

A finals del 2018 es va trobar el primer de Mersenne més gran conegut fins
avui, que correspon a n = 82 589933, és el que fa 51, té més de 24 x 10° digits
i també és el nimero primer més gran conegut. A la figura 3 es mostra un
segell dedicat al 39¢ primer de Mersenne.

Tots els numeros perfectes coneguts son de la forma 2"~1(2" — 1). Els
quatre primers ja van ser donats per Euclides i son 6, 28, 496 i 8128. Els tres
segiients eren coneguts al segle XII pel matematic egipci Ismail ibn Fallus:

33550336 = 212(213 - 1),
8589869056 = 26217 — 1) i

137438691328 = 218219 —1).
A Europa no es van trobar fins al segle xvI. Euler, al segle xVIiI, va provar
que tots els niumeros perfectes parells eren de la forma 2”71 (2" — 1). Aquest
resultat se sol coneéixer com el teorema d’Euclides-Euler. Avui en dia es coneixen
cinquanta-un nimeros perfectes parells i el més gran correspon al primer de
Mersenne esmentat a dalt.

Com a consequiencia del teorema d’Euclides-Euler, tots els niumeros perfec-
tes parells acaben en 6 o en 8. Provem-ho. Recordem que n ha de ser primer, i
sin > 2, aleshoresobé n =4m + 1 0o bé n = 4m + 3. En el primer cas,

2nlen 1) = 24m4mrl _ 1) = 16™(2 x 16™ — 1) =
=6"2x6M-1)=6(12-1) =6 (mod 10),
jaque 6™ = 6 (mod 10). Recordem que, donats ,s € N, = s (mod 10) si, i
només si, acaben amb la mateixa xifra. D’'una manera similar, si n = 4m + 3,
21 (2" —1) = 4x16™(8x16™—1) = 4x6(8x6—-1) =4(8—1) =8 (mod 10).

Per tant, el resultat es compleix per a tots els numeros perfectes més grans
que 6. Per a 6 és trivial.

L’expressio en base dos de tots els nimeros perfectes coneguts és ben
curiosa i es dedueix clarament de la igualtat

an-lpn 1)y =pn-lpn-lyon-2, ... 422194 1)=

— 221172 + 221’173 + oo+ 21’L+1 40on 21’171.

610 = 1102,
2810 = 11100,
49619 =1111100009,
812810 =11111110000005.
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D’altra banda, és curi6s observar que tot niumero parell perfecte és la suma
dels primers 2" — 1 nameros enters i, també, si és més gran que 6, la suma de
tots els senars al cub fins a 2("*1/2 — 1. Per exemple,

6=2422-1)=1+2+3,
28=2%2(23-1)=1+4+2+3+4+5+6+7=13+33
496 =2%2°-1)=1+2+3+---+29+30+31=13+33+53+73,
8128 =26(2"-1)=1+2+3+---+126+127 =
=13+334+53+...4+13%+153,
33550336 =22(2B8 -1)=1+2+3+---+8190 + 8191 =
=13+33 453 4. 11258 + 1273,

23

2 33
43

53

5

FIGURA 4: Prova sense paraules d’'una formula per trobar la suma dels
cubs.

Aquesta segona propietat es deu al fet que
2
i 3 = (i k) B (n(n+1)>2 _n’(n+1)?
k=1 k=1 2 4

vegeu la figura 4. Per tant,

PB+33+ . +2m-1P=13+22+.. . +2m*H-23+43+ ...+ 2m)¥) =

~(2m)?(2m +1)? 23“mz(m +1)2
= 1 _ 1 -

Aixi, prenent m? = 2"~! obtenim el resultat desitjat. La major part dels re-
sultats presentats en aquesta seccié han estat extrets de ’excellent treball de
revisio [113].

En resum, es conjectura que hi ha infinits nimeros perfectes, i també es
pensa que no n’hi haura cap de senar. De fet, si n’hi hagués algun, hauria de
ser més gran que 101°%0; vegeu [88].

m2(2m?-1).
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CONJECTURA D’ERDOS-STRAUS. Per a tot 2 < k € N, hi ha tres niimeros

naturals £, m i n tals que
4 1

11
k £ m

3=

+

Paul Erdos i Ernst G. Straus van formular aquesta conjectura el 1948; ve-
geu [39] i les seves referéncies. Esta relacionada amb les anomenades fraccions
egipcies, que era la forma en que els antics egipcis representaven els niimeros
racionals. De fet, se sap que tot nimero racional és suma d’'un nombre finit de
fraccions de la forma 1/n, totes diferents. Aquesta és una representacioé del
numero en fraccions egipcies i no ha de ser necessariament tnica. Per exemple,

4 1 1 1 1 1 1

s 2737207275 T o

4 1.1 .1 1.1 1 1
17 5 30 510 5 29 1233 3039345

Al papir de Rhind hi ha una taula de fraccions egipcies per a molts nimeros
de la forma 2/k; vegeu [96]. De fet, les matematiques varen ser molt importants
a la civilitzacié egipcia; vegeu la figura 5.

FIGURA 5: Esfinx de Gizeh amb la piramide de Kefren de fons.

No és dificil provar que, si la conjectura fos falsa, el primer contraexemple
seria un numero k primer. En efecte, si k = pg, amb p,q € N, aleshores
I’expressio desitjada de 4/k es pot obtenir a partir de la de 4/p o 4/q com
segueix:

R — X -
k p a p

S’ha vist que la conjectura és certa per a tot k < 1017,

Quan certes congrueéncies es compleixen, és facil trobar la descomposicio
d’Erd6s-Straus. Per exemple, si k = 2 (mod 3), ésadir, k = 3j+2, j € N, tenim
4 4 1 1 1 1 1 1

kK~ 3j+2 3j+2 j+1 (G+DGBj+2) k (k+1)/3 T k(k+1)/3°

4 1 4 1(1 1 1) 1 1 1
= = =+ ===+ —+—.
{f m n pl pm pn
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Molt més en general, ja se sap que el resultat és cert sempre que
k #1,121, 169, 289, 361, 529 (mod 840),

com observa Guy al seu llibre [52], a partir de resultats de diversos autors;
vegeu també [62].

El mateix problema, pero per a fraccions de la forma 5/k, es coneix com a
conjectura de Sierpinski i és deguda al matematic polones Waclaw Sierpinski, fa-
mos en particular per definir el fractal conegut com a triangle de Sierpinski;
vegeu la figura 6.

FIGURA 6: Triangle de Sierpinski.

Si permetem que un dels valors ¥, m, n sigui enter negatiu, és molt facil
descompondre 4/k com volem. La clau es troba en el fet que si k = 2j + 1 és
senar, aleshores tenim

4 4 1 1 1 11 1

+ - = +
J+1 jU+DRj+1D L

Kk 2j+1

Sk

consulteu de nou [62].

CONJECTURA DE BROCARD-RAMANUJAN-ERDOS. Les tiniques solucions naturals
de I'equacio n! + 1 = m? son les parelles (n,m) € {(4,5), (5,11), (7,71)}.

Aquesta conjectura va ser proposada per primer cop pel matematic i me-
teoroleg frances Henri Brocard en un parell de treballs el 1876 i el 1885, pel
famos matematic indi Srinivasa Ramanujan el 1913 i, també, per Paul Erdés;
vegeu [9]. El1 1993, Overholt va demostrar que si la conjectura ABC, esmentada
a la introduccio, fos certa, aleshores I'’equaci6 considerada tindria un nombre
finit de solucions naturals; vegeu [89].

Una qiiesti6 que recorda aquesta conjectura va ser proposada el 2005 per
C. M. Tomaszewski quan es preguntava si els inics nimeros que a la vegada son
triangulars i factorials son 1, 6 i 120. Recordem que els nimeros triangulars
soOn els nimeros naturals 1 +2+3+---+m = W Per tant, la qliestio
és equivalent a: Son les parelles (n,m) € {(1,1),(3,3),(5,15)} les uniques
solucions naturals de 2(n!) = m(m +1)?

Una altra questi6é semblant és sobre I'equacié d’Erdés-Moser, 1" +2™ + - . . +
(m —1)" = m™", de la qual es conjectura que té com a unica soluci6 1 + 2 = 3.
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CONJECTURA DE GOORMAGHTIGH. Les Uniques solucions amb x > y > 1,
m,n > 2,ix,y,n,m e N de 'equacio

xm-1 y"-1

x -1 y-1

son (x,y,m,n) = (5,2,3,5) 1 (x,y,m,n) = (90, 2,3,13).

El matematic i enginyer belga René Goormaghtigh la va formular el 1917.
Clarament,

58-1 2°-1 . 903 -1 2B3-1
5-1 221 oL gy T ooy T8
A partir de la identitat x™ -1 = (x — 1)(x™ L +xMm 2 4+ ... + x2 + x + 1),

tenim que les dues igualtats anteriors son equivalents a

1115 =11111, i 11190=11111111111115,

respectivament, on k, denota I’expressio d’un niimero natural en base £. Aixi, si
la conjectura és certa, 31 i 8191 serien els inics nimeros naturals que s’expres-
sen en dues bases diferents com a tires successives de ntmeros 1. Aquest tipus
de numeros s’anomenen repunits. L’etimologia del nom és clara: repeticié d'uni-
tats. Observeu que tots els numeros de Mersenne, 2" — 1 son repunits en base 2.

CONJECTURA DE CARMICHAEL. Sigui @ (1) el nombre d’enters positius menors
o iguals que n € N que so6n coprimers amb 7. Aleshores, per a tot n € N
existeix un m # n tal que @ (n) = (m).

Recordem que es diu que dos numeros naturals son coprimers si el seu
maxim comu divisor és 1. La funcié ¢ s’anomena funcio @ d’Euler. Per exemple,
@(20) = 8,jaquel, 3,7,9, 11, 13,17, 19 so6n els nics coprimers amb 20,
menors que ell.

El matematic nord-america Robert D. Carmichael va formular la conjectura
el 1922, quinze anys després de pensar que tenia una demostracio del mateix
resultat; vegeu [18, 19]. Se sap que si no fos certa, el contraexemple hauria de
tenir més de 1010 xifres.

Per exemple,  (69) = @ (92) = @ (138) = 44. També, per a tot primer p > 2,
@(p) = (2p) = p — 1. Una manera de provar-ho és usar la propietat que si
el mcd(m,n) = 1, aleshores p(mn) = @(m)p(n). Per tant, com que per
ap > 2, primer, mcd(2,p) =1, p(2p) = p2)@(p) = P(p).

CONJECTURA DE SINGMASTER. Hi ha un valor § € N tal que qualsevol nimero
diferent de 1 apareix al triangle de Tartaglia, com a maxim, S cops.

Aquest triangle de niimeros combinatoris es coneix a Occident amb els
noms triangle de Tartaglia o de Pascal, deguts al matematic italia Niccolo
Fontana (ca. 1499-1557), anomenat Tartaglia, i al matematic frances Blaise
Pascal (1623-1662). Tot i aixi, sembla que a Europa es va usar abans a Franca
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(Gersonides, segle X1v) i Alemanya (Petrus Apianus, segle xvi). De fet, molt
abans, ja es coneixia a 'India, a Pérsia (Iran) o a la Xina. Per exemple, a 'india al
voltant del segle 11 abans de Crist ja I'usava el matematic indi Acharya Pingala,
a I'Iran se I'anomena triangle de Khayydm, en honor a I’astronom i matematic
Omar Khayyam (1048-1131) i a la Xina se’l coneix com a triangle de Yang Hui
pel matematic del mateix nom que va viure entre 1238 i 1298. De fet, sembla
que a Peérsia i a la Xina aquest triangle era conegut fins i tot una mica abans dels
matematics que li donem nom. A la figura 7 se’n pot veure una reproducci6
del 1303, que usa numeros xinesos tradicionals i una altra amb numeraci6

actual. Es curios observar que hi ha una errada al gravat xinés. S’assigna el
valor 34 a (;) en lloc del valor 35, tot i que el seu valor simeétric (Z) és correcte;

vegeu també [111, p. 57].

FIGURA 7: Triangles de Tartaglia/Pascal.

El matematic britanic David Singmaster va proposar la conjectura que ens
ocupa, el 1971. Ell mateix va provar el 1975 que hi ha infinits valors que
apareixen com a minim sis vegades. Un d’ells és 120,

- () () (59 (3)- ()

De fet, se sap que

m ()= () = G- () - () - )

on per a cada i € N, n i k venen donats per les igualtats n = Fo;.2F2i+3 — 1,
k = F>iF»i13 — 1, on F; és el j-ésim numero de Fibonacci (amb Fo =01 F; = 1)1

m = (’ZH), vegeu [104]. L'nic niimero conegut que apareix vuit cops és

o (39 (62223 2)- ) - )2
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Aixi, en cas de ser certa la conjectura, S > 8. Sembla que Singmaster pensava
que S podria ser 10 o 12. El que si que és facil veure és que qualsevol 1 < m € N
apareix un nombre finit de vegades. Aix0 es deu al fet que el valor m només
pot aparéixer a les primeres m + 1 files.

CONJECTURA DE BEAL. Si A,B,C,¥,m,n € N son enters positius, amb
Y, m,n > 2itals que
Al +pm=cm,

aleshores A, B i C tenen un factor primer en comu.

Aquesta conjectura va ser formulada el 1993 pel banquer i matematic
aficionat Andrew Beal, mentre investigava extensions del célebre darrer teorema
de Fermat, del qual ja hem parlat a la introduccié. L’exemple 73 + 132 = 29
mostra per qué es demana que tots els exponents siguin més grans que 2. Es
clar que hi ha altres solucions amb A, B i C no coprimers. Per exemple, per a
k > 1, 2k 4+ 2k = 2k+1 g 33k 4 (2 x 3k)3 = 33k+2

CONJECTURA SOBRE LA MAXIMA PERSISTENCIA MULTIPLICATIVA. Donat n €
N, sigui I[I(n) € N el producte de totes les seves xifres. Denotem com
Pm(n) € N el minim enter k tal que IT¥(n) = II¥*1(n), on MM°(n) = n i
[Tk (n) = II(ITk-1(n)). Aleshores, per a tot n € N, Pm(n) < 11.

Donat n € N, el valor Pm(n) s’anomena persisténcia multiplicativa de n.
El seu significat es veu més clarament posant-ne un exemple. Si considerem
n = 68889, tenim que IT(68889) = 6 X 8 x 8 x 8 X 9 = 27648. Si continuem
aplicant successivament I1, obtenim

68889 — 27648 — 2688 - 768 - 336 -54~-20-0-0—-0~ ---,

és a dir, que Pm(68889) = 7, ja que II7(68889) = I18(68889) = 0 i no hi
ha hagut cap coincidencia anterior entre dos valors consecutius de les itera-
cions. Els numeros més petits amb persistencies multiplicatives 1,2,...,11
son 10, 25, 39, 77, 679, 6788, 68 889, 2677889, 26888999, 3 778 888999,
M = 277777788 888 899. De fet, se sap que no apareixen persisténcies més
altes per an < 10233,

Aquesta conjectura comenca amb el treball de Neil J. A. Sloane ([106])
publicat el 1973 al Journal of Recreational Mathematics. Observem que, per
exemple, I[T1(M) = 2193476, En general, una primera simplificacio ja observada
per ell és que la descomposicid en factors primers de qualsevol II(n) amb
persisténcia més gran que 3 ha de ser o bé 2377 o 31577 i, per tant, només
cal estudiar la persisténcia d’aquests dos tipus de niimeros. L’afirmacio6 és certa,
ja que, com que II(n) és producte de nimeros d’una xifra, IT1(n) = 2i3Jj5k7m,
amb els exponents enters més grans o iguals que zero, i a més, si apareixen
alavegadael 2iel 5, ésadir, sii>0ik >0, I1¢(2i3/5k7m) = 0, per a tot
0 < €N, ja que 2t3/5k7™ acaba en zero.

S’ha estudiat també el problema quan els nimeros estan expressats en
altres bases; vegeu per exemple [32]. El treball citat ataca el problema des del
punt de vista dels sistemes dinamics.
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CONJECTURA DE NO PALINDROMIA. Sigui f: N — N l'aplicacié definida per
f(n) =n +rever(n), on rever és I'aplicaci6 que inverteix I'ordre de les xifres
de n. Aleshores hi ha infinits valors de » tals que si es consideren tots els
numeros f¥(n),pera0 <k e N,on f° =1Idi fk(n) = f(f*1(n)), cap d’ells
és capicua. A més, el menor d’aquests numeros és 196.

Com en la conjectura anterior, comencem amb un cas senzill per entendre
millor I'enunciat. Per exemple, si prenem n = 183, f(183) = 183 + 381 = 564, i
tenim

183 -564—-564+465=1029-1029+9201=10230-10230+3201=13431,

que és capicua. Si es comenca amb n = 89, es necessiten vint-i-quatre iteracions
per trobar un valor capicua, que és 8 813 200023 188. Resulta que si es comenca
amb n = 196, encara no s’ha trobat cap iterat que sigui capicua, tot i els milions
que se n’han fet ([87]). Es desconeix qui va ser el primer que va estudiar aquesta
quiestio; la referéncia més antiga és un treball de Lehmer ([73]) a la revista
belga de divulgaciéo matematica Sphinx, que només es va publicar entre 1931
1 1939. La qiiestio es va tornar a popularitzar a partir del treball de Trigg ([110]),
publicat el 1967. En anglés, els nimeros n tals que cap dels seus iterats és
capicua s’anomenen de vegades ntimeros de Lychrel (gairebé un anagrama del
nom Cheryl).
Els primers niimeros que podrien ser de Lychrel son

196, 295,394,493, 592,689, 691, 788, 790,879, 887,978,986, . ...

A la figura 8 fem la grafica de la funcié h que assigna a cada n € N el minim
valor h(n) < 1000 que fa que f*™ sigui capicua, o 1000 en cas que cap
dels 1000 primers iterats ho sigui. Per claredat, restringim la grafica a la
banda 1 < h(n) < 40. Els pics que presenta corresponen als tretze valors de
la llista anterior. Observeu que, per a tots els altres valors, h(n) és, com a
maxim, 24. De totes maneres, es pot veure que hi ha valors »n > 1000 tals que
h(n) és molt més gran. L’autor agraeix a Toni Guillamon que hagi compartit el
codi que permet generar aquesta figura.
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FIGURA 8: Possibles numeros de Lychrel.
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En resum, avui en dia no es coneix cap niumero de Lychrel en base 10. Per
altra banda, si que se sap que hi ha niimeros de Lychrel en base 2. Per exemple,
n = 10110, (que correspon a 22 en base 10) ho és. Aixo es deu al fet que
f*(m) =101101002, ja que

10110, -101102+01101,=100011,—-1010100,—1101001,—10110100>,

f8(m) = 1011101000,, f2(n) = 1011110100002, i, en general, com es
demostra a [15], després de 4m iteracions s’arriba a un niimero que comenca
en 10, després té m + 1 uns, segueix un 01 i acaba amb m + 1 zeros.

Els palindroms formats per frases han estat sempre un tema de gran interes.
N’hi ha molts i de molt macos; vegeu la figura 9.

Tabac, acaba’t! Anima’t, no contaminal

Tramaran
anar
a Mart

FIGURA 9: Palindroms donats per frases capicua.

CONJECTURA DE SELFRIDGE. El menor nimero senar k € N tal que k x 2" + 1
és no primer, peratotn € N, és k = kg = 78 557.

En general, un nimero senar k € N es diu de Sierpinski si k x 2™ + 1 és
no primer per a tot n € N. Aixi, en altres paraules, la conjectura afirma que
ko és el menor nimero de Sierpinski. De fet, el 1960 Sierpinski va provar
que hi ha infinits nimeros de Sierpinski. Els primers que es coneixen son ko,
2711291 271577. La prova que ko ho és es deu al matematic nord-america
John L. Selfridge, qui va fer la conjectura que ens ocupa el 1962. Actualment,
els inics candidats a desbancar el valor kg sén 21 181, 22699, 24737, 55459,
i 67607. Per a tots els altres valors de k < ko, hi ha un n(k) de manera que
k x 2n%) 4 1 és primer. De fet, fins al 2017 hi havia el 10223 a la llista anterior,
pero es va demostrar que 10223 x 231172165 1 1 ég primer.

Per als nimeros de la forma k x 2" — 1, que es diuen de Riesel, en honor al
matematic suec Hans Ivar Riesel, hi ha resultats i problemes similars. En aquest
cas, el menor k trobat que compleix la propietat desitjada és 509 203.

3 Altres conjectures

Aquesta secci6 és d'un caire miscellani, ja que compreén moltes arees diferents
de la matematica.
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VERSIO DE LAGARIAS DE LA HIPOTESI DE RIEMANN. Si H,, = Z}L 1 1/j, aleshores

z d < Hn r eXp(H‘n) h'l(Hn),
dln

amb igualtat només per an = 1.

En ’enunciat, els valors H, son les sumes parcials de la serie harmonica i
son coneguts com a numeros harmonics,i o(n) = 3 ;,, d és la funcio suma dels
divisors de n. Per exemple, o (6) = 12 i, de fet, per a tots els nimeros perfectes
o(n) = 2n. Es té que Hg + exp(Hg) In(Hg) ~ 12.83; vegeu també la figura 10.
Tot i que la conjectura anterior només involucra conceptes senzills, Lagarias
a [68] prova que és equivalent a la famosa hipotesi de Riemann, enunciada pel
matematic alemany el 1859. Recordem-la breument. Considerem la funci6 zeta
de Riemann definida com segueix: al semipla complex Re(s) > 1, és la serie
convergent

o 1
C(S): 7S,

i al semipla tancat complementari, és la seva extensio analitica; vegeu [37, 38,
91]. Es conegut que aquesta funcié només té una singularitat a s = 1, que és un
pol simple. La hipotesi de Riemann afirma que tots els zeros no reals de € estan
sobre la recta Re(s) = 1/2. Si la conjectura fos certa, implicaria un coneixement
millor de la distribuci6 dels niimeros primers i tindria moltes aplicacions en
altres problemes de la matematica i la fisica; vegeu de nou [37, 68]. De fet,
avui en dia aquesta conjectura esta considerada una de les més importants en
matematiques.
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FIGURA 10: Valors de H,, + exp(H,) In(H,) — o(n) per an < 1000.
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CONJECTURA 3x + 1. Si per a qualsevol xg € N, considerem la succes-
Si0 {xnln>0

3xn+1 .

— quan x, és senar,
Xn+1 = g(xXn) = Xn

o quan x, és parell,

hi haun N = N(xg) tal que {xy}.>n és la successi6 2,1,2,1,2,1,...

Per exemple, si comencem amb xy = 11, la successio és 11,17, 26,13, 20, 10,
5,8,4,2,1,2,1,... En llenguatge dinamic, la conjectura ens diu que I'orbita de
tota condici6 inicial natural acaba en I’orbita 2-periodica {1,2}. A la figura 11
es mostren els 164 iterats que es necessiten per a arribar fins a 2, si xg = 6171.
De fet, per primer cop xi164 = 2 i el més allunyat és x4 = 487 700. Se sap que
el resultat és cert per a tot xo menor que 87x269. Hi ha molta més informacio
als articles de revisi6 [24, 67, 69]. Segons 'autor d'un d’ells, Jeffrey C. Lagarias,
«aquesta conjectura és un problema extraordinariament dificil, completament
fora de I'abast de les matematiques d’avui en dia».

De vegades es presenta una versio equivalent de la conjectura en la qual
el 3”‘3—“ es canvia simplement per un 3x, + 1 en la definicié de g. Aquesta
equivaléncia es deu al fet que 3x, + 1 és sempre parell. Es clar que aleshores la
conjectura té un enunciat equivalent al que afirma que tota successio {xXy}n>0
té els termes 4,2,1,4,2,1,4,2,1,... per an > N(xg). Obviament, com que les
orbites s’allarguen, el nou valor de N (xg) per al qual la successio6 arriba al seu
comportament limit augmenta.
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FIGURA 11: Orbita corresponent a xo = 6171 fins a arribar al valor 2 i
ampliaci6é dels darrers valors.

Sembla que la primera persona que va estudiar aquesta qiiestio va ser el
matematic alemany Lothar Collatz, pels volts del 1930. També es coneix com a
conjectura de Collatz, conjectura d’Ulam, problema de Kakutani o problema de
Syracuse.
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El resultat no és cert per a xo € Z no positius. Comencant amb x, €
{0, -1, -5, —17} apareixen quatre comportaments finals diferents. Per exemple,
tenim -5,-7,-10,-5,—-7,—10,... De moment no s’han trobat altres compor-
taments finals.

L’aplicacié g es pot estendre als numeros reals o als complexos, com

(z)—zcosz (Ez) N 32+lsin2 (E )_ 1+4z—(1+2z)cos(rrz)
92/ =5 2 2 2%)~ 4 '

Aquesta aplicaci6 presenta dinamiques complicades; vegeu [23, 75].

CONJECTURA JACOBIANA. Si F: C" — C" és una aplicaci6 polinomial tal que
det(DF(x)) = c,on 0 # ¢ € C, aleshores F és globalment invertible (i la seva
inversa també és polinomial).

Aquesta conjectura va ser proposada pel matematic alemany Ott-Heinrich
Keller el 1939 per a polinomis amb coeficients enters i, amb el temps, es va
estendre al cas general. De vegades se ’anomena, també, problema de Keller.
L’afirmaci6 que la inversa és polinomial esta entre pareéntesis perque ja s’ha
provat que, si F és globalment invertible, aleshores obligatoriament la inversa
és també polinomial. De fet, pels resultats de Bialynicki-Birula i Rosenlicht
del 1962 i de Rudin del 1995, se sap que fins i tot n’hi ha prou amb provar
només que F és injectiva. Per a tenir més informaci6é sobre la conjectura i
referéncies dels resultats que descrivim a continuacio, podeu consultar la
monografia d’Arno van den Essen sobre el tema ([44]).

Recordem que DF indica la matriu jacobiana de I'aplicacio. Aixi, si F admet
una inversa global diferenciable, diguem-ne G, tenim que G(F(x)) = x. Derivant,
obtenim DG (F(x))DF(x) = Id. Prenent determinants, tenim que

det(DG(F(x)) det(DF(x)) =1,

i, en conseqiiéncia, det(DF(x)) # 0 per a tot x € C. Ara bé, si F és una aplicacio
polinomial, det(F(x)) és un polinomi en n-variables a C, i I'nica manera
perque no s’anulli mai és que sigui una constant. En poques paraules, acabem
de veure que det(DF(x)) = ¢, amb 0 # ¢ € C, és una condici6 necessaria
perque una F polinomial sigui globalment invertible. Pel teorema de la funci6
inversa, aquesta condici6 implica I’existencia d’inversa local a tots els punts. El
que ens diu la conjectura és que aquesta condicié també és suficient.

La conjectura només es planteja per a polinomis, ates que per a funcions
analitiques ja se sap que no és certa. L'exemple que se sol presentar és I'aplica-
ci6 de C? en si mateix,

F(x,y) = (Fi(x,¥),F2(x,¥)) = (V2e¥/? cos(ye™),~/2e*/? sin(ye™)).
En aquest exemple, per a tot (x, y) € C?,

oFi(x,y) 0F2(x,y) ok (x,y) dFa(x,y) _
0x oy oy ox

det(DF(x,y)) = 1,

pero F(0,y + 2km) = F(0,y) per atot k € Z.
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Usant resultats basics d’algebra lineal, és clar que la conjectura es compleix
quan F té grau 1. Si F té grau 2, la conjectura es compleix, tal com va demos-
trar Stuart Wang I'any 1980. El més curios d’aixo és que, també a principis
dels vuitanta, Bass, Connell i Wright, per una banda, i Yagzhev, per una altra,
van provar que si la conjectura fos certa en qualsevol dimensio, per a totes
les F de grau 3, també seria certa en general i per a qualsevol dimensio.

Aixi mateix, és molt facil veure que la conjectura és certa en dimensio 1,
pero per a n = 2, fins i tot en el cas d’aplicacions polinomials reals, encara és
un problema obert.

En 'original article [43], 'autor explica que segons una enquesta feta per ell
I’'any 1977 entre els assistents a un congreés sobre el tema, el 62.4 % pensava
que la conjectura en general seria falsa.

En cap moment hem parlat de la «finor» d'una conjectura. Direm que una
conjectura és fina si debilitant una mica les seves hipotesis ja no és certa. En
aquest sentit, és famosa la broma que es fa sobre la conjectura jacobiana. Seria
la «metaconjectura» segiient: si una conjectura és més forta que la conjectura
Jacobiana (és a dir, la implica pero no és equivalent), aleshores és falsa. Fins
al moment, aquesta metaconjectura s’ha mostrat certa! Per exemple, durant
uns quants anys es va pensar que per a aplicacions polinomials reals de R"
en si mateix, es podia substituir la hipotesi det(DF(x)) = ¢ # 0 per la hipotesi
meés débil det(DF(x)) # 0, per a tot x € R", i el resultat d’invertibilitat global
seguia essent cert. L'any 1994, Pinchuk va donar el primer contraexemple per
an =2igrau 25.

CONJECTURA DE CASAS-ALVERO. Si un polinomi P de grau n a C[x] té alguna
de les seves arrels en comd amb cada una de les seves derivades P, k =
1,2,...,n—1, aleshores P(z) = a(z — b)"* peracerts 0 # a,b € C.

En principi, les arrels comunes entre P i cada P®¥) poden dependre de k,
pero, si la conjectura fos certa, precisament ens diria que aquesta arrel sempre
ha de ser la mateixa. Casas-Alvero va arribar a aquest problema a principis
d’aquest segle treballant en el seu article [20], en el qual intentava obtenir
criteris d’irreductibilitat per a séries de poténcies complexes en dues variables.
A [21] podeu llegir una explicaci6 de la conjectura en les seves propies paraules.

Els graus més petits per als quals la conjectura no s’ha provat sén n = 24, 28,
0 30. També se sap que és certa quan n és de la forma p™, 2p™, 3p™ o0 4p™,
per a un cert primer p i m € N; vegeu [22, 34, 36, 47].

Quan P € R[x], afegint que totes les seves arrels son reals, també es
conjectura el resultat equivalent.

La conjectura no és certa per a polinomis sobre cossos amb caracteristi-
ca p # 0. Per exemple, considerem P(x) = x%(x? + 1) en caracteristica 5 amb
arrels 0, 0, 2i 3. Aleshores P’ (x) = 2x(2x2+1),P"(x) = 12x2+2 =2(x%2 +1)
i P (x) = 4x, i tots ells comparteixen arrels amb P.
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CONJECTURA SOBRE LA NORMALITAT DE 17. Per a tot 0 < k € N, en I'expressio
decimal de 1t qualsevol bloc de k digits apareix amb probabilitat 10,

Un numero real x es diu normal (en base 10) si, en les seves xifres decimals,
qualsevol bloc de k digits apareix amb una freqiiéncia relativa limit 107%;
vegeu [5, 65, 84]. Més concretament, si B és un bloc qualsevol de k digits i
denotem amb m, (B, x) el nombre de vegades que el bloc B apareix en les
primeres n xifres decimals de x, aleshores, per a tot bloc B,

lim S o
TR n 10k

Els nimeros normals sén, d’alguna manera, els «més aleatoris». El matematic
francés Emile Borel va demostrar que gairebé tots els nimeros sé6n normals,
pero no és gens facil donar-ne exemples concrets. Alguns dels nimeros nor-
mals més famosos s6n

0.12345678910111213...,0.149162536496481...,0.2357111317192329...

Aquests corresponen a posar de manera consecutiva el nimeros naturals, els
quadrats o els nimeros primers, respectivament. Les proves corresponents son
de Champernowne (1933), Bezikévitx (1935), i Copeland i Erdds (1946).

Si 7 fos normal, en particular, la proporcié de qualsevol dels deu digits a
les seves xifres decimals seria 1/10. Les comprovacions que s’han fet fins al
moment semblen donar suport a la conjectura. Per exemple, segons els calculs
de Kanada del 1995 (vegeu [33, cap. 10]), les primeres 6 x 109 xifres decimals
mostren les freqiiencies seglients:

«0»: 599963005, «5»: 600017176,
«1»: 600033260, «6»: 600016588,
«2»: 599999169, «7»: 600009044,
«3»: 600000243, «8»: 599987038,
«4»: 599957439, «9»: 600017038.

Tampoc se sap si v/2 0 e sOn normals.

CONJECTURA SOBRE LA IRRACIONALITAT DE y. El nimero

. 1 1 1
y—hm<1+§+—+---+£—ln(n)>

Nn—o0 3
és irracional.

La constant y s’anomena constant d’Euler o d’Euler-Mascheroni i és, con-
juntament amb 7T, e i el nimero d’or ®, una de les més famoses dins de les
matematiques. El seu nom prové dels estudis del matematic italia Lorenzo
Mascheroni, qui el 1790 la va calcular amb dinou xifres decimals correctes, i
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dels de Gauss, qui el 1812 la va obtenir amb quaranta xifres significatives. El
seu valor aproximat és y ~ 0.577218. Es un nimero que apareix a moltissims
llocs; vegeu [55, 70]. Veiem-ne uns quants exemples:

o0 00 2
y=- [ ermeody, [Temioax=y?s T
0 0

L
nk

(o) k o0

y= 3D o g - >

k=2 n=1

i € ésla famosa funcié zeta de Riemann. Gronwall ([50]) el 1913 prova

limsup — M _
msap nin(ln(n))

’

on recordem que o (n) denota la suma de tots els divisors de n.

Se sap que 1T, e i ® s6n irracionals. Intentar provar que y també és irracional
és un dels grans reptes per a la comunitat matematica. S’ha demostrat que si
fos racional, el seu denominador hauria de ser més gran que 10244663 A [107]
es desenvolupen criteris per intentar provar-ho.

Una altra constant famosa és la constant de Catalan,

0 ( I)n I I I
E — - _—— — - = .9' 9 94...

S’anomena aixi en honor al matematic francobelga Eugéne C. Catalan, qui en
un article del 1883 ja la va denotar per G. Apareix sovint en treballs sobre
combinatoria. Es pensa que G és irracional, pero aquest fet no s’ha pogut
demostrar. Més en general, es pot considerar 'anomenada funcio B de Dirichlet:

[}

_ =nn
Als) = go n+1)s’

de manera que G = B(2). Per una banda, per exemple, (1) = /4, B(3) =
13 /32 son irracionals. Per una altra, tot i que, com ja hem dit, no s’ha pogut
demostrar que B(2) ho sigui, hi ha un resultat molt curiés en aquesta direcci6
([117]): com a minim, un dels sis nameros B(2k), k = 1,2,...,6, és irracional.
De fet, fins fa poc s’intentava demostrar la que es coneixia com a conjectura
de Catalan, proposada per ell el 1884. Segons aquesta, els dos inics nameros
naturals positius consecutius que séon potencies naturals d’'un ntmero natural
son el 8 = 23 i el 9 = 32, El 2002, aquesta conjectura es va convertir en un
teorema degut al treball [80] del matematic romanés Preda Mihailescu.



96 Armengol Gasull

CONJECTURA SOBRE LA SEQUENCIA DE KOLAKOSKI. Si considerem la seqiiéncia
autogenerada de Kolakoski

xX=122,1,1,2,1,2,2,1,2,2,1,1,2,1,1,2,2,1,2,1,1,2,1,2,2,1,1,...,

aleshores

lim nombre d'uns entre els n primers termes de X 1
n—oo n -2

Comencem explicant que vol dir que la seqliencia K sigui autogenerada.
A partir d'una seqiiéncia qualsevol S formada només per successius 11i 2, en
construim una altra S’ formada pels nimeros naturals que corresponen al
nombre de vegades consecutives que surt cadascun dels digits, en el mateix
ordre en el qué apareixen a la seqiiéncia. Per exemple,

$s=1,2,2,2,1,1,1,1,2,1,2,1,1,1,2,1,... = S’ = 1,3,4,1,1,1,3,1,...

La seqiiéncia s’anomena autogenerada si S = S’ i, per tant, (S’)’ = S. Clarament,
en una seqiiencia autogenerada no hi ha ni més de dos 1 ni més de dos 2
consecutius. Pensant una mica no és dificil veure que n’hi ha només una que
comenci amb 1, que es denota per K, que es va «autogenerant» i que els seus
primers termes son els de I'’enunciat de la conjectura. Aixi, KX’ = XK. La que
comenca amb 2 no és més que la mateixa X sense el primer 1. Es un problema
obert trobar una expressio explicita per al seu terme enésim. A molts llocs es
coneix també com a seqtiencia d’Oldenburger-Kolakoski. El seu nom es deu a
I'artista i aficionat a la matematica recreativa nord-america William Kolakoski,
qui la va descriure el 1965, tot i que ja I’havia considerat el 1939 el matematic i
enginyer, també nord-america, Rufus Oldenburger.
A [86] es prova que existeix un N tal que

nombre d’uns entre els n primers termes de K 3 % < 0.00008,

n=N n

resultat que és coherent amb la conjectura, tot i que ni tan sols prova que el
limit que es vol calcular existeix.

Hi ha seqiiencies de Kolakoski que usen altres nimeros. Per exemple, usant
nomeés 1 i 3 tenim la successiod

1s3,3,3,1,1,1,3,3,3,1,3,1,3,3,3,1,1,1,3,3,3,1,3,3,3,1,3,3,3, ...,

que és autogenerada, i també es poden obtenir seqiiencies autogenerades usant
alfabets amb més numeros.

CONJECTURA DE FRANKL. Sigui F una familia finita no trivial de conjunts finits
de manera que, si A,B € F, es compleix que A U B € F. Aleshores hi ha un
element que pertany com a minim a la meitat dels conjunts de F.
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Les families de conjunts F que compleixen aquesta propietat s’anomenen
families tancades per la unio. Que la familia sigui no trivial, senzillament vol
dir que té algun element més que el conjunt buit. Aquesta conjectura va ser
proposada el 1979 pel matematic hongares Péter Frankl.

Hi ha casos especials en els quals la prova és senzilla. Per exemple, suposem
que F té un conjunt C = {x} que té un sol element. Siguin A, Ay, ..., A tots
els elements de ¥ que no contenen x. Aleshores AjuU {x}, j =1,2,...,k, també
han de ser elements de F i, obviament, contenen Xx. Per tant, com a minim la
meitat dels elements de F contenen x.

Se sap també que la conjectura és certa, per exemple, per a families formades
com a maxim per quaranta-sis conjunts ([95]) o per a families en les que la uni6
de tots els seus conjunts té com a maxim onze elements ([13]).

CONJECTURA DE TOEPLITZ. Qualsevol corba plana, continua, tancada i simple
conté quatre punts que son els vertexs d'un quadrat.

Recordem que una corba plana, continua, tancada i simple ve donada per
una aplicacio continua i injectiva f: S! — R? i s’Tanomena corba de Jordan, en
honor al matematic frances Camille Jordan. Aquesta conjectura va ser pro-
posada pel matematic alemany Otto Toeplitz I'any 1911 i de vegades també
és coneguda com la conjectura del quadrat inscrit; vegeu la figura 12. Podeu
consultar-ne molta informacié a I'excellent treball de revisio [78]. En particular,
se sap que és certa si la corba envolta un conjunt convex (és a dir, tal que, do-
nats dos punts qualssevol del conjunt, el segment que els uneix esta totalment
contingut al conjunt), si ve donada per una funcié dos cops derivable amb con-
tinuitat, o si esta formada per un nombre finit de trossos analitics, de manera
que cada tros té un nombre finit de punts d'inflexi6 o altres singularitats, i als
punts de no analiticitat les derivades per la dreta i '’esquerra existeixen; per
a més detalls, vegeu [40]. Aixi, en particular, és certa per a tots els poligons.
Es pot veure que els triangles obtusangles admeten un sol quadrat inscrit; els
rectangles, dos, i els acutangles, exactament tres.

FIGURA 12: Un quadrat inscrit.
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Hi ha resultats provats quan, en comptes d'un quadrat, es busca una altra
figura inscrita. Per exemple, Nielsen ([85]) prova el 1995 que hi ha molts rombes
i parallelograms inscrits. Per altra banda, Meyerson ([79]) inclou al seu treball
una prova basada en una conferéncia de Vaughan del 1977 de I'existéncia d'un
rectangle inscrit per a tota corba de Jordan. La prova és molt maca i esta basada
en eines purament topologiques.

CONJECTURA D’ERDOS-SZEKERES. Per a tot 2 < n € N, el minim nombre de
punts al pla, de manera que mai tres d’ells estan alineats, pero que sempre n’hi
ha n que son vértexs d'un poligon convex de n costats, és f(n) = 2" 2 + 1.

Aquest problema, sense donar I’expressié general de f(n), sembla que va
ser proposat i resolt per a n = 5 per la matematica australianohongaresa Esther
Klein el 1933 en un seminari; vegeu una illustracié per a n = 6 a la figura 13.
L’existéncia d'una funcié f(n) i la conjectura per a la seva expressio explicita
es deuen al treball del 1935 ([42]) de Paul Erdés i del també matematic austra-
lianohongares George Szekeres, qui va acabar casant-se amb Klein (després,
Esther Szekeres).

FIGURA 13: Una situaci6 de la conjectura d’Erdds-Szekeres per an = 6
amb disset punts.

La soluci6 per a n = 5 ja apareix el 1935 al treball [42], atribuida a Endre
Makai. Curiosament, el 2006, de nou Szekeres i Peters ([108]) proven la con-
jectura per a n = 6. Es, probablement, el cas d’interval de temps més llarg
entre dues publicacions matematiques del mateix autor i sobre el mateix tema:
setanta anys. De fet, el treball és postum, ja que George Szekeres va morir
el 2005. També és conegut que, per a tot n, la funcié f(n) és més gran o igual
que 22 + 1.

CONJECTURA DELS BILLARS TRIANGULARS. En un billar triangular sempre hi ha
una trajectoria periodica.
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Comencem prenent un billar convex tal que la seva vora ve donada per
una corba diferenciable i amb derivada continua. Considerem les trajectories
d’una bola puntual que es mou sense fregament i que rebota a les vores de la
manera natural, és a dir, de manera que I’angle d’incidéncia és igual a I'angle de
reflexio. Es conegut que sempre hi ha trajectories periodiques ([64]). El nombre
de vegades que una trajectoria periodica toca la vora s’anomena el seu periode.

FIGURA 14: Trajectories de periode 3 i 6 en un billar triangular acutangle.

Si prenem un billar convex, pero de manera que la seva vora és un poligon, té
sentit plantejar-se si també sera cert que sempre hi ha una trajectoria periodica.
En aquests billars, si en algun moment la bola toca un dels vértexs de la vora,
es considera la trajectoria com a acabada i, per descomptat, no periodica.
Curiosament, fins i tot per a billars triangulars aquesta qiiestié és un problema
obert.

Comentem alguns casos particulars de billars triangulars en els quals se sap
que la conjectura és certa. Per exemple, quan la vora és un triangle acutangle
sempre hi ha una trajectoria periodica de periode 3. Aquesta trajectoria esta
formada pel triangle que té com a vértexs els punts base a les vores de les tres
altures; vegeu la figura 14. Molta de la informacié que donem esta extreta del
treball [66], que esta dedicat als microlasers triangulars organics, i de [4, 53]. A
la trajectoria anterior de vegades se 'anomena trajectoria de Fagnano, en honor
al matematic italia Giulio Fagnano, qui ja la va trobar el 1775 per resoldre un
altre problema: buscar el triangle inscrit en un triangle acutangle amb longitud
minima. La conjectura també és certa per a triangles rectangles ([27, 114, 115,
61]), per a triangles isosceles ([27]), per a triangles obtusangles en els quals cap
angle té més de 100 graus ([101]), per a altres triangles obtusangles ([53]) i per
a triangles racionals ([12]). Recordem que un triangle s’anomena racional si
tots els seus angles son multiples racionals de 7r.

CONJECTURA DEL SOFA MES GRAN. L’area maxima d’un «sofa» pla que pot
Illiscar per un passadis pla d’amplada 1 amb forma de L és Sy = 2.219531...

Aquest problema va ser proposat pel matematic austrocanadenc Leo Moser
el 1966. Matematicament, un sofa sera qualsevol figura plana connexa amb
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area ben definida. En el treball [97] es poden trobar més refereéncies i detalls
sobre el tema i és el que hem consultat per a la breu explicacidé que segueix.
Observem que la conjectura que presentem nomeés dona les primeres xifres
significatives de Sy.

FIGURA 15: Sofas simples i sofa de Hammersley.

Es facil trobar sofas d’area 1 (quadrat) i d’area 1r/2 (semicircular) que poden
travessar el passadis. El primer sofa amb una mica de meérit és conegut com
a sofa de Hammersley i té area 1t/2 + 2/1 = 2.2074. Aquest s’assembla al
perfil de I'auricular d'un teléfon fix antic i esta format per un rectangle de
mides 1 X 4/, al qual s’ha tret un semicercle de radi 2/7r, i s’hi han afegit dos
quarts de cercle de radi 1 als costats; vegeu la figura 15. Observeu que la seva
vora esta formada per sis trossos de corbes algebraiques.

El conegut com a sofa de Gerver és una petita variacié del de Hammersley, és
a dir, té una forma semblant, pero en aquest cas la seva vora esta formada per
divuit trossos de corbes analitiques de les quals tres son rectes i quinze venen
donades com a solucions d’un sistema no lineal de quatre equacions. Aquestes
corbes també es poden veure com a solucions de certes equacions diferencials.
Les primeres xifres decimals de I'area del sofa de Gerver séon les que proposa
la conjectura.

El 1968, Hammersley ja va demostrar que So < 2+/2 =~ 2.8284 i, el 2017,
Kallus i Romik van millorar el seu resultat, provant que Sy < 2.37.

Una qiiestié que recorda molt la conjectura del sofa és ’anomenat problema
de Kakeya, proposat el 1917 pel matematic japonés Soichi Kakeya. La nostra
principal font és el capitol «The finite Kakeya problem» de I'interessant llibre [1].
Kakeya es preguntava quin era el subconjunt més petit del pla en el qual una
agulla de longitud 1 pot girar sense sortir-ne fent una volta completa. La
matematitzacié de la paraula girar és que els moviments de 'agulla siguin
continus. Pensant una mica, és clar que ho pot fer en un disc de diametre 1 (area
/4 =~ 0.785) 0 en un triangle equilater d’altura 1 (area +/3/3 = 0.577). De fet,
Juluis Pal el 1920 va demostrar que aquest triangle és la figura convexa d’area
minima que ho permet. Pero sembla que el mateix Kakeya ja va trobar una
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figura no convexa d’area més petita. Concretament, una figura amb vora una
corba anomenada deltoide, amb area 11/8 ~ 0.393, que ve donada pels punts
del pla que compleixen

27

— =0;

256

vegeu la figura 16. La gran sorpresa va ser quan el matematic rus Abram S. Be-
zikovitx el 1928 va trobar conjunts complicats, amb molts forats i diametres
grans, que permetien fer-ho i tenien area tan petita com es volgués. Més en-

davant Cunningham ([31]) va aconseguir provar el mateix, pero amb conjunts
sense cap forat i que cabien dins d'un cercle de diametre 2.

(x% + )2 = 2x(x* - 3y°) + %(x2 + %) -

FIGURA 16: Corba deltoide.

En els seus treballs, Bezikovitx va comencar a tractar un problema relacio-
nat, definint un conjunt de Kakeya (avui en dia també conegut com a conjunt
de Bezikovitx) com un subconjunt de R", n > 2, que conté el segment unitat
('agulla) en totes les orientacions possibles. Observeu que s’ha eliminat la
hipotesi que I'agulla s’ha de moure continuament i es considera el problema en
dimensio6 arbitraria. Aleshores Bezikovitx va demostrar el sorprenent resultat
de que per a tot n > 2, hi ha conjunts de Kakeya amb mesura O.

Per a distingir millor entre tots els conjunts que tenen la mateixa mesura,
el 1918 el matematic alemany Felix Hausdorff va introduir el que avui en dia
s’anomena dimensio de Hausdorff o, també, dimensio de Hausdorf{f-Bezikovitx.
No entrarem en detalls sobre la seva definici6; simplement comentarem que,
donat un conjunt C C R", el fet que aquesta dimensi6, que com a maxim és n,
no sigui un enter és una de les condicions perque C sigui el que s’anomena
un conjunt fractal. Per exemple, els conjunts numerables tenen mesura O i
dimensi6 de Hausdorff 0, i el famo6s conjunt de Cantor, contingut a R, té
mesura 0 i dimensi6 de Hausdorff In(2)/In(3) =~ 0.63. Per a més detalls,
consulteu [45].

L’anomenada conjectura de Kakeya afirma que, per atot 2 < n € N, la
dimensio de Hausdorff de tot conjunt de Kakeya a R™ és n. Aquesta conjectura
només ha estat provada per a n = 2; vegeu-ne dues illustracions a la figura 17.
Si fos certa, ens diria que tot i que els conjunts de Kakeya poden tenir mesura 0,
la seva dimensi6é de Hausdorff és la més gran possible o, en altres paraules,
que estan «molt plens de punts».
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/A

FIGURA 17: Cobriments amb tres i quatre copies homotétiques a R? tal
com afirma la conjectura de Levi-Hadwiger, ja provada al pla.

CONJECTURA DE LEVI-HADWIGER. Qualsevol cos convex inclos a R" es pot
cobrir per 2n o menys copies homoteétiques (més petites) d’ell mateix. A més,
nomeés se’n necessiten 27 si el cos és un parallelepipede.

Recordem que un cos es diu que és convex si, donats dos punts qualssevol
d’aquest cos, el segment que els uneix hi esta totalment contingut. Aquesta
conjectura va ser proposada independentment, el 1955, pel matematic alemany
Friedrich W. Levi i, el 1957, pel matematic suis Hugo Hadwiger. De fet, el mateix
Levi ([76]) va demostrar que la conjectura és certa per a n = 2.

Aquesta conjectura i moltes altres sobre el que s’anomena geometria discre-
ta es poden consultar a la monografia [14].

4 Utilitat didactica i practica de les conjectures

El matematic britanicolibanés Michael F. Atiyah, en el seu llibre [3], comenta:
«Alguns problemes obren portes, alguns les tanquen i uns altres queden com a
curiositats, pero tots ells aguditzen el nostre enginy, actuen com a reptes a la
nostra inventiva i posen a prova els nostres coneixements». Aquesta afirmacio
es pot aplicar, sens dubte, a les conjectures matematiques.

No puc deixar de parlar en aquest punt d’'un exemple recent de conjectura
Iadica i que té petites semblances amb les conjectures sobre la maxima persis-
téncia multiplicativa i la de no palindromia. Basant-se en una conversa entre
els protagonistes de la famosa série televisiva The Big Bang Theory, de la CBS,
el 2015 a [17] els autors van introduir el que van anomenar conjectura de
Sheldon, en honor al personatge Sheldon Cooper. Per a enunciar-la, definirem el
que és un primer de Sheldon. Recordem que, com en tot el treball, p,, denota
el primer enésim.

e Direm que p, compleix la propietat del producte siIl(p,) = n, on I1(k)
és el producte de les xifres de k. Per exemple, pp; = 73 i [1(73) = 21.

¢ Direm que p,, compleix la propietat del mirall si rever(py) = Prever(n), ON
recordem que rever(k) denota I'aplicacié que inverteix I'ordre de les xifres
de k. Per exemple, rever(p>;) = rever(73) = 37 i Prever21) = P12 = 37.
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Un primer és un primer de Sheldon si compleix les dues propietats anteriors.
Per exemple, 73 ho és. La conjectura afirmava que 73 era I'nic primer de
Sheldon i va ser provada el 2019 a [90]. De fet, en el seu treball els autors
proposen una nova conjectura: els unics primers que compleixen la propietat
del producte son

p7 =17, px1 =73 1 pisia4a0 =2475989.

Observem que 2 X4 X 7 X 5x9x 8 x9 =181 440. Al mateix treball se suggereix
que segurament hi ha infinits nimeros primers que compleixen la propietat
del mirall. Com veiem, el moén de les conjectures no s’acaba mai.

A més, a la serie de televisi6, Sheldon afirma que 73 és el millor nimero
natural del mon, ja que 73 també és capicua en base 2, 73 = 1001 0015.

Totes les conjectures de les dues primeres seccions, i també alguna de les
que apareixen a la darrera seccid, tenen una cosa en comu: rapidament ens
venen ganes de comprovar-les per a numeros petits o casos particulars. Un
segon pas, molt natural, és que pensem a fer un programa que vagi més enlla
del que hem pogut fer amb paper i llapis. Jo mateix, un dels primers programes
que vaig fer, ja fa més de quaranta anys, va ser per buscar niimeros perfectes.
De fet, aquesta segona opci6 és molt bona per intentar demostrar que certes
conjectures son falses, pero mai ens donara cap demostracio.

Les conjectures presentades en aquest treball han estat comprovades per
moltissima gent, i amb els ordinadors més potents, i de moment resisteixen
com a conjectures. De fet, de ben segur que cada cop que apareixen ordinadors
més potents hi ha gent que intenta buscar contraexemples de moltes d’elles.

Exposarem a continuacié uns quants exemples en els quals s’ha d’arribar
cada cop més lluny per veure que una determinada propietat no és certa.
N’apareixen molts més a [7, 51]. Aquests exemples serveixen per a consolidar
la idea que, per molt lluny que puguem arribar fent calculs, mai podrem estar
segurs que un resultat és cert si no en trobem una demostracio.

Comencem per un de molt senzill: el polinomi P(n) = n? + n + 41, donat

per Euler el 1772, proporciona valors primers peran =0,1,2,..., 38, 39. Aixi,
P(0) = 411 P(39) = 1601 son primers. Ara bé, P(40) = 40 x 41 + 41 = 412,
Un altre polinomi que dona valors primers peran = 0,1,...,79, és Q(n) =

n? — 79n + 1601, tot i que només dona quaranta numeros primers diferents.
Aix0 es deu al fet que

Q(n) = (n—40)> + (n — 40) + 41

i que, com va observar Legendre el 1798, el polinomi n? — n + 41 també dona
valors primers peran =0,1,2,...,38,39 i, a més, proporciona els mateixos
primers que el polinomi d’Euler. Per a aquest nou polinomi Q (80) = 412 jano
és primer.

Continuem amb un exemple sorprenent sobre el valor de certes integrals
impropies i convergents; vegeu [10, 100]. Es pot demostrar que

0 n
. x T
In = Jo 2cos(x)1£[131nc(2k_1> dx = 5 sion= 1,2,...,56,
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pero Js7 < 1/2, tot i que J57 és molt proper a 1m/2. La funcié sinc(x) =
sin(x)/x té nom propi, degut a la seva aparicio freqiient en el processament
digital de senyals i en la teoria de la informacio, i es coneix com a sinus cardinal.
Integrals similars a J, se solen anomenar integrals de Borwein perque els ger-
mans Borwein, matematics escocesos contemporanis, van mostrar per primer
cop aquest tipus de fenomen ([10]). Actualment hi ha exemples d’integrals de
Borwein dependents d'un parametre n que es mantenen constants fins a un
valor de n, amb més de quaranta digits, i després canvien de valor.

En I'exemple presentat, a [100] es demostra un fet gens evident: la ra6 del
canvi per a n = 57 és que

1 1 2

56
< 1
2.994~ > m_1+§+- . -+m<3< >

k=1 k=1

1 1 1
m—l+§+- . -+m~3.003.

Un tercer exemple ens el proporciona una de les anomenades curses de
primers; vegeu [48]. Dividim en dos equips els nimeros primers: equip E,
format pels de la forma 37 + 1, i equip E», format pels de la forma 3n + 2. Aixi,
Ey =(7,13,19,...)iE>» = (2,5,11,17,...).Si,per a j = 1, 2, definim

17 (x) = nombre de primers a E; menors o iguals que x,

la qliestié consisteix a saber, a mesura que x augmenta, si una de les dues
funcions és sempre més gran que I'altra. Es clar que 1w (x) = 111 (x) + 12 (X) + 1,
ja que 3 no és a cap dels dos equips. Aquesta cursa és molt disputada, ja que
se sap que
11 (X)
1 =
x—o0 702 (X)

Aquest resultat és també cert en general quan es comparen primers de les
formes An + Bi An + C, amb A, B coprimers i A, C coprimers. Clarament
és, a més, més fort que el resultat de Dirichlet, el qual hem esmentat quan
parlavem sobre les conjectures que busquen niimeros primers amb expressions
concretes.

En el cas que ens ocupa, per exemple, I'equip E> comenca guanyant i
continua guanyant durant forca temps: m(100) = 13 > 11 = m;(100) o
1 (10°) = 4807 > 4784 = 111(10°). De fet, la desigualtat es manté fins a
x = 608981 813029, valor en el queé I'’equip E; es posa per davant per primer
cop. Se sap que cap dels dos equips guanya la cursa ja que van alternant
indefinidament la seva posicio.

Una situacié semblant es presenta quan es compara la funcié m(x), que
recordem que compta el nombre de primers menors o iguals que x, amb la
funcio logaritme integral

) X 1 ) 1-¢ 1 X 1
100 | =t ], i
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El mateix Gauss, amb quinze anys, el 1796 va demostrar que 1(x) < li(x)
per a x < 3 x 105, Durant més de cent anys es va pensar que la desigualtat
es mantenia per a tot x > 0, fins que, el 1914, Littlewood ([77]) va demostrar
que 11(x) — li(x) canvia de signe infinits cops quan x tendeix a infinit. Les
fites superiors per al primer valor de x pel qual la funcié (x) — li(x) s’anul-
la s’anomenen niuimeros de Skewes en honor al matematic sud-africa Stanley
Skewes, qui, el 1955, va donar la primera fita explicita, que era un namero
immens ([105]). Avui en dia, la millor fita explicita té més de 300 digits i al seu
voltant la funci6 diferéncia té més de 10139 zeros ([8]). Aquestes fites es poden
obtenir a partir d’'un resultat clau del 1966 de Lehman ([72]), el qual usa que
tots els zeros no trivials de la funcié zeta de Riemann, amb part imaginaria
menor que un cert valor, tenen part real 1/2. Intuitivament, com més gran és
aquest valor, més petit és el niimero de Skewes obtingut.

Els dos ultims exemples son també forca espectaculars. En el primer d’ells
ens preguntem si és cert o no que n'” + 91 (n + 1)!7 + 9 s6n primers entre si.
Resulta que ho s6n per a tot n < N. En canvi, peran = N, on

N =8424432925592889329288197322308900672459420460 792433

té cinquanta-una xifres, no ho sén. De fet, tenen un maxim comu divisor m
també de cinquanta-una xifres, on m = Res,, (n17+9, (n+1)17+9) i Res,, denota
la resultant dels dos polinomis respecte a n. Per a més detalls, vegeu [46].

En 'dltim exemple estudiem si, per a tot n € N\ {0}, la quantitat 138112 + 1
pot ser un quadrat perfecte. La resposta és que no ho és per a tot n < M, pero
en canvi ho és per primer cop per an = M, on

M =2472690352775053537868141555978544119564 691977 342
423075952738420

té més de seixanta xifres. De fet, les equacions diofantiques de la forma dn? +
1 = m?, d € N, es coneixen com a equacions de Pell i se sap que sempre
que d no sigui un quadrat perfecte tenen infinites solucions (n,m) € N2 i hi
ha algoritmes per trobar-les totes i saber quina és la més petita; vegeu, per
exemple, [74] i les seves referéncies. De manera similar, tenim que 994912 +1 és
un quadrat per primer cop per a un valor n amb més de 200 xifres i 24 22912 +1
ho és, també per primer cop, per a un n amb més de 300 xifres. Aquests valors
de d s’han tret de la interessant pagina web «The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences», de la secci6 amb numero de referéencia A033316.

Un altre interes didactic de les conjectures numeriques proposades és
que proporcionen idees interessants i engrescadores per introduir els nostres
alumnes en el mon de la investigacio i en el de la programacio; vegeu de nou la
pagina web comentada a la introduccié.

Finalment, per si algu es pregunta si, a banda de 'interes cientific i intel-
lectual (els quals no sén gens menyspreables), el fet de pensar les conjectures
numeriques que hem presentat en aquest treball té algun interés practic, recor-
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dem a continuacio, com a exemple, el paper que va tenir I'estudi dels primers
bessons en la deteccié d'un dels errors més famosos i greus que presentava un
processador comercial.

Durant el calcul de la constant de Brun, B> (suma dels inversos dels primers
bessons), el 1994, Thomas Nicely ([83]) va trobar el famos error (bug) en les
divisions que feia el processador Intel Pentium, i, més precisament, quan
considerava el parell de primers bessons 824 633 702441 i 824633 702 443;
vegeu [30]. El seu famo6s missatge de correu electronic comencava aixi:

Sembla que hi ha un error a la unitat de coma flotant (coprocessador numeric) de
molts, i potser tots, els processadors Pentium. En resum, el Pentium FPU torna
valors erronis per a determinades divisions. Per exemple, 1/824 633 702441.0
es calcula incorrectament (tots els digits més enlla del vuité digit significatiu
son erronis). ..

En poques paraules, els processadors es testen amb calculs matematics, el
maxim de complexos possible. Aquests calculs involucren tant el coneixement
de nuimeros primers enormes, com la implementacié d’algoritmes per a cal-
cular xifres i més xifres decimals de certs niumeros paradigmatics, com, per
exemple, 1T; vegeu [11]. A més, avui en dia és ben conegut que 1'iis de nimeros
primers tan grans com sigui possible, té un paper essencial en el xifratge i la
codificacié d’informacié. Un exemple famos és I'algorisme de xifratge de clau
publica RSA; vegeu [94].

Sobre els materials audiovisuals

Tot i que fins ara només hem citat treballs en paper i pagines web, voldria
esmentar que avui en dia ’existencia de materials audiovisuals pot millorar
substancialment la comprensio de les matematiques. A tall d’exemples, acon-
sellem veure a YouTube els videos amb titols «Who cares about topology?
(Inscribed rectangle problem)» sobre I'existencia d’un rectangle inscrit per a
tota corba de Jordan, o «The moving sofa problem» sobre la conjectura del
seu titol. També és molt interessant escoltar la xerrada de Joseph Oesterlé
el 2013 amb titol «Some simple open problems in mathematics», dins del IMSC
50 Years Golden Jubilee Celebrations i disponible a la Xarxa.
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