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Limits de grafs

ORIOL SERRA

Resum: La teoria dels limits de grafs es va desenvolupar la primera década del
segle xx1 amb I'objectiu de donar un model matematic de les grans xarxes que han
aparegut amb l'eclosi6é d’Internet i que també son presents a la biologia, la fisica,
la medicina o les ciéncies socials. La creacié d’aquesta teoria ha estat liderada pel
matematic hongares Laszlo Lovasz, que el febrer del 2019 va rebre el Premi Europeu
de Ciencia Hipatia atorgat pel Barcelona Knowledge Hub de ’Academia Europaea. En
aquest article es descriuen les nocions i resultats basics de la teoria de limits de grafs.
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1 Introduccio

En el moment d’escriure aquest article, la pagina https://www.internet
Tivestats.com/ indica que hi ha 1705226930 pagines web actives i
4300014 560 usuaris d’'Internet. Xarxes d’aquesta mida no séon infreqiients
a la natura. S’estima que al cervell huma hi ha uns 100 miliards (100 x 107)
de neurones. En deu grams de diamant hi ha uns 102% atoms cohesionats
per una xarxa d’interaccions quimiques, enriquides per una infima proporci6
d'impureses que caracteritzen el seu comportament. Tant des del punt de vista
tecnologic com cientific, el repte de tractar, entendre o gestionar xarxes amb
un nombre molt gran de nodes s’ha convertit en un objectiu prioritari.

La teoria de grafs ofereix un model matematic natural per a les xarxes
d’interconnexio6. Un graf és un parell G = (V, E) format per un conjunt V, els
elements del qual s’anomenen vértexs o nodes, i un conjunt E de parells de
vertexs, anomenats arestes. Un graf és un objecte matematic que formalitza les
relacions binaries entre elements d'un conjunt. L’origen de la nocié matematica
de graf se situa en la solucié que va donar Euler el 1736 a 'anomenat problema
dels ponts de Konigsberg, un problema de naturalesa topologica i combinatoria;
vegeu, per exemple, [1]. El desenvolupament de la teoria de grafs es va produir
sobretot al segle XX, impulsat d'una manera especial pel progrés de les ciencies
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de la computacio, pero també per la seva versatilitat com a model natural en
moltes arees de la matematica, les ciencies i la tecnologia.

El matematic hongares Laszl6 Lovasz va ser un dels protagonistes del desen-
volupament de la teoria de grafs en la segona meitat del segle xx, pel fet d’es-
tablir relacions profundes amb altres arees de la matematica, com la topologia,
la geometria, la probabilitat, ’algebra, I’analisi o I'optimitzaci6. Quan era pro-
fessor a la Universitat de Yale, va acceptar una proposta per a incorporar-se al
Theory Group of Microsoft Research a Redmond (Washington), on des del 1996
fins al 2006 va liderar el projecte de creaci6 de la teoria matematica dels li-
mits de grafs, esperonat pel repte de proporcionar una eina matematica per
a I'analisi de grans xarxes. El resultat d’aquesta aventura esta recollit en una
extensa monografia, Large Networks and Graph Limits [11], publicada el 2012
per I’American Mathematical Society, i que esta tenint un impacte enorme
en I'estudi de les grans xarxes. El text estableix d’'una banda el context teo-
ric que ha esdevingut definitiu i, de I'altra, planteja diverses direccions de
desenvolupament de la teoria que formen un projecte de recerca de gran abast.

Entre les multiples distincions, premis i reconeixements que Lovasz ha
obtingut en la seva carrera professional com a matematic, trobem el Premi
Europeu de Ciéncia Hipatia, en la seva primera edicié el 2019, instituit pel
projecte conjunt de la Barcelona Knowledge Hub de I’Academia Europaea.

Ajuntament de
Barcelona

L’alcadessa de Barcelona Ada Colau en I’entrega del
Premi Hipatia a Laszl6 Lovasz el 5 de febrer del 2019.

En el seu discurs d’acceptacid, Lovasz va expressar el seu convenciment que
I'analisi de grans xarxes sera un dels motors del desenvolupament cientific i
tecnologic en les properes décades. Entre les moltes aplicacions naturals de
la teoria a les ciencies de la computacio, 'enginyeria, la biologia o la fisica, va
aventurar que les eines d’analisi de grans xarxes havien de contribuir també
a millorar el coneixement del moéon que ens envolta, vist des de I’0optica d’'una
immensa xarxa d’interaccions.

Aquest article vol oferir una introducci6 a la teoria de limits de grafs,
esbossant les intuicions que hi ha darrere I’elecci6 de les seves nocions basiques
i descrivint els resultats més basics de convergencia de grafs.
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Per tal de presentar una visio global, hem optat per descriure la linia argu-
mental que porta a les nocions basiques i hem obviat algunes de les demostra-
cions que, o bé tenen una naturalesa molt tecnica, o bé tenen una complexitat
que excedeix el format d'un article d’exposicié com aquest. Dit aixo, hem volgut
recollir tots els elements que condueixen a la definici6 de successions conver-
gents de grafs i els seus limits, i presentar les proves d’alguns dels teoremes
clau en aquesta teoria.

La teoria va molt més enlla del que s’exposa en aquest article. Les prop de
cinc-centes pagines de la monografia de Lovasz [11], escrites amb la seva usual
claredat i transparéncia, donen una perspectiva molt més amplia del tema i
son una referéncia excellent per a qualsevol lector interessat en el tema. Hi ha
també exposicions més succintes que poden resultar utils, com les notes de
Dan Kral’ [9] o I'article expositiu d’Andrzej Grzesik i Dan Kral’ [5].

Per situar el context, cal dir que hi ha dues teories generals de limits de grafs:
la dels grafs anomenats densos i la dels grafs dispersos. Aqui ens centrarem
només en la primera classe, grafs en els quals el nombre d’arestes és una
proporci6 positiva del nombre total possible d’arestes. Si G és un graf amb
n = |V| vertexs, aleshores el nombre de possibles parells de vértexs és (72’) ~

n?/2. Els grafs densos tenen cn? arestes per a alguna constant 0 < ¢ < 1/2.
Com que l'objectiu és tractar limits, aquestes afirmacions s’han d’entendre des
del punt de vista asimptotic. Els grafs dispersos, en canvi, tenen una quantitat
subquadratica d’arestes. No totes les grans xarxes es corresponen amb grafs
densos, i alguns dels casos més interessants justament no ho son. Tot i aixi, la
teoria de limits de grafs densos illustra d'una manera efectiva els problemes
que es plantejen i el tipus de resultats que es persegueixen.

D’altra banda, els grafs son només un dels objectes combinatoris, potser
el més simple, per al qual s’ha desenvolupat la teoria. L’objectiu general és
establir una nocio de limits d’estructures combinatories, que inclouen permu-
tacions, hipergrafs o complexos simplicials, entre d’altres. Fins i tot en I’ambit
dels grafs hi ha variants, com ara grafs etiquetats, grafs acolorits, grafs dirigits
o grafs signats, que tenen un interes especial en les aplicacions. La teoria dels
limits d’estructures combinatories ha estat estesa a cadascun dels exemples
mencionats prenent com a base la teoria dels limits de grafs.

En I'article es fa servir terminologia estandard de teoria de grafs. El text de
Reinhard Diestel [2] n’és una refereéncia excellent. La majoria dels termes estan
definits quan es fan servir per primera vegada. D’altres s’avenen a interpreta-
cions naturals i confiem que el lector agraira que s’obviin algunes definicions
formals. Per exemple, una aresta d’'un graf és un parell de vértexs, i es diu
també que I'aresta uneix els dos vertexs, que aquests li sén incidents i que
els dos vertexs son adjacents, totes elles denominacions que reflecteixen la
representacio grafica usual d'un graf en el pla, en la qual els vértexs son punts
iles arestes, arcs simples que els uneixen.

Un graf es pot definir sobre qualsevol conjunt, discret o no. En la teoria
de grafs classica, hi ha molts problemes que tracten grafs amb conjunts de
vertexs no numerables, per exemple, grafs geometrics en espais euclidians.
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A continuacio, pero, assumirem sempre que els grafs tenen un conjunt finit
de vertexs. De fet, és usual imaginar que el terme G, duna successio de
grafs (G, : m € N) té n vertexs. La teoria de limits de grafs fa referéncia a
successions de grafs en que les successions de nombres de vertexs dels termes
de la successio no son fitades. El primer objectiu de la teoria és definir una
bona nocié de convergencia d'una successio de grafs i identificar un objecte
matematic adient per a la nocié de limit d’'una successié convergent.

2 Grafons

La noci6 de limit ha resultat fonamental en el desenvolupament de la matemati-
ca, ja que ha permes passar de I’enumeracio6 a la mesura, del discret al continu.
El conjunt de nombres reals és un concepte ideal construit a través de la noci6é
de limit que, si bé té un referent difés a la natura i és sobretot una construc-
ci6 intellectual, ha resultat d’'una utilitat extraordinaria. En la historia de la
matematica, la nocié de limit ha estat estesa a objectes més complexos que
els conjunts de nombres, com ara funcions, espais, estructures algebraiques,
etc. El bagatge analitic proporciona les eines necessaries per a saber entendre i
manipular limits d’objectes matematics complexos. En el cas dels limits d’es-
tructures combinatories la novetat esta en el fet que, tot i els precedents en el
mon de les estructures aleatories discretes, no s’havia plantejat explicitament
quins son els objectes limit adequats per a aquestes estructures.

Un dels objectius de la teoria de limits de grafs és capturar en un objecte
limit algunes de les propietats raonables que pot interessar estudiar en I'analisi
de grans xarxes: qiiestions relatives a la connectivitat, I’existéncia de subes-
tructures, la distribuci6 de les arestes, particions de nodes amb graf quocient
estructurat, etc. Per exemple, no té gaire sentit preguntar-se per la paritat del
nombre de nodes o I'existéncia d'un nombre especific de triangles.

En el cas dels grafs, que descriuen relacions binaries en un conjunt, la
definicio de limit que resulta natural és la segiient:

DEFINICIO 1 (GRAFO). Un grafo és una funcié mesurable (entés sempre respec-
te de la mesura de Lebesgue)

w:[0,1] x[0,1] = [0, 1],

que és simetrica en les seves variables: W (x,y) = W(y,x) per atot (x,y) €
[0,1] x [0, 1].

El nom grafé prové de la contracci6 de graf i funcié. Denotem per Wy I'espai
d’aquestes funcions, és a dir, ’espai de funcions simetriques de L* ([0, 1] X
[0,1]) que prenen valors a [0, 1].

Donat un graf G, es pot definir un graf6 associat a G de la manera segtient.
Si G té un conjunt de vertexs {1,2,...,n}, considerem una particio de [0, 1]
enintervalsI; = [0,1/n),I» = [1/n,2/n),...,I, = [(n—-1)/n,1] de la mateixa
mida. Denotem per W el grafo

1 (x,y)el;xIj, {i,j} € E(G),
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De fet, qualsevol partici6é de [0,1] en n intervals, o n conjunts mesurables,
serviria per a fer aquesta associacid, pero la nostra notacio per al grafé Wg
estara relacionada amb una equiparticié de I'interval. A la figura 1 s’illustra
aquesta associacio per al cas del graf bipartit complet K55, en que el conjunt
de vertexs esta partit en dos subconjunts de cinc vértexs cadascun i les seves
arestes son tots els parells amb un vértex a cada part.

le 6
2e o7
3e °8
4e 99
S5e 910

Figura 1: El graf bipartit complet K55 i el seu grafé associat.

Aixi doncs, a cada graf se li pot associar un grafé6 de manera natural, que
pren valors a {0,1}. Veurem que en la definicié de convergéncia de grafs no
n’hi ha prou amb els grafons que prenen valors a {0, 1}. Totes les funcions
de Wy son necessaries per a completar 1’espai dels grafs.

Una manera grafica de relacionar grafs i grafons s’obté a través de la matriu
d’adjaceéncia del graf. Si G = (V,E) és un graf amb un conjunt de vertexs
V ={1,2,...,n}, lamatriu d’adjacéncia de G és una matriu quadrada A = A(G)
d’ordre n amb entrades a {0,1}, on A;; val 1 si {i, j} és una aresta del graf
i Ajj = O altrament. La figura 2 illustra el graf complet bipartit K55 i la seva
matriu d’adjacencia.
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Figura 2: El graf bipartit complet K5 5, la seva matriu d’adjaceéncia
i el graf6 complet bipartit.
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Més endavant veurem que la successio {K,,, ¥ € N} de grafs bipartits
complets és convergent i té per limit el grafo bipartit complet W, , definit com

1 (x,y)el[0,1/2) x[1/2,1],
0 altrament.

Wix,y) = JL

S’obté una representacio6 grafica d'un graf6 dibuixant al quadrat [0,1]%[0, 1] les
imatges com a punts del blanc (0) al negre (1) passant per diferents intensitats
de grisos per a valors a (0,1). D’aquesta manera es pot interpretar el grafo
com un limit de les matrius d’adjacéncia quan I'ordre n de la matriu tendeix
a infinit. Amb aquesta representacio, el graf6 bipartit complet esta representat a
la figura 2 (observem que, respectant la notacié matricial, el sentit creixent de
I'ordenada és de dalt a baix).

Una altra manera de relacionar grafs i grafons ve donada pels grafs aleatoris.
L’anomenat graf aleatori d’Erdés-Rényi d’ordre n i probabilitat p, G(n, p), s’ob-
té posant cada aresta {i, j} independentment amb probabilitat p en el conjunt
de vertexs {1,2,...,n}. Pera p = 1/2 és facil comprovar que I'objecte aleatori
que resulta correspon a escollir aleatoriament amb la distribucié uniforme un
graf entre tots els possibles grafs de n veértexs.

A cada grafo W se li pot associar un graf aleatori Gy de n vertexs de la
manera segiient. Un W-graf aleatori d’ordre n és el graf Gy que té per conjunt
de vertexs n punts xi,..., Xy, escollits independentment amb la distribucio
uniforme a [0, 1], i posant cada aresta {x;, x;} a Gy amb probabilitat W (x;, x;)
independentment. Quan W és un grafé constant, W = p, aleshores Gy, és el
graf aleatori G(n,p). Veurem que la successio {G(n,1/2) : n € N} de grafs
aleatoris amb p = 1/2 convergeix al graf6 W = 1/2. La figura 3 illustra una
possible realitzacio del graf aleatori G(6,1/2) i el grafo W = 1/2.

01 1 010

1 001 00

3 0 1 0 0 0 0 1
01 0 0 01

1 000 00O

4 5 001100

Figura 3: Una realitzaci6 del graf aleatori G(6,1/2), la seva matriu
d’adjacenciaiel grafo W = 1/2.

A continuacié es donara una noci6 natural de convergéncia de successions
de grafsi es veura que els grafons son els objectes limit naturals per a aquesta
nocio.
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3 Homomorfismes de grafs

La definici6 dels grafons com a objectes naturals de limits de successions de
grafs té diverses justificacions. Una de les més illustratives prové de la noci6
d’homomorfisme de grafs. Donats dos grafs G i H, una aplicacio f: V(G) —
V(H) és un homomorfisme de grafs si respecta les adjacencies: per a cada
aresta {x,y} de G, {f(x),f(y)} és una aresta de H. Aquesta és la noci6
natural de morfisme en la categoria dels grafs. Si hi ha un homomorfisme del
graf G al graf H, escrivim G — H. Observem que un homomorfisme f: G — H
pot enviar un parell {x, ¥} que no és una aresta de G a un parell {f(x), f(y)}
que pot ser 0 no una aresta de H.

05 14

Figura 4: Un homomorfisme del cicle Cg al graf de la dreta.

Si f: G — H és un homomorfisme bijectiu tal que el seu invers és també un
homomorfisme, aleshores f és un isomorfisme i els grafs G i H sén isomorfs,
és a dir, indistingibles llevat d’'una permutacio dels vertexs.

Els homomorfismes permeten descriure moltes de les propietats dun graf.
Per exemple, si Ky denota el graf complet amb k veértexs (tots els parells de
{1,2,...,k} son arestes de Ky), aleshores Ky — G indica que el graf G conté
una clica d’ordre k (un subgraf de G isomorf a Ki). D’altra banda, G — K} indica
que G admet una k-coloracié propia, és a dir, una partici6é dels vértexs de G en
k parts de manera que cada part indueix un subgraf sense arestes. En altres
paraules, si f: G — Ky és un homomorfisme i acolorim cada vertex x € V(G)
amb el «color» f(x), cada aresta de G és incident amb vertexs de colors
diferents (no hi ha arestes monocromatiques). Un graf G que és 2-acolorible
es diu que és un graf bipartit: el conjunt de vertexs de G admet una particio
en dues parts de manera que les arestes de G tenen un sol vertex a cada part.
No és dificil comprovar que si G és un graf bipartit connex (cada parell de
vertexs es pot unir per una successio de vertexs cadascun adjacent al segiient),
aleshores la bipartici6 és Unica.

La complexitat algorismica del problema de decidir, donats dos grafs G
i H, si G — H, reflecteix la complexitat dels homomorfismes. Si el graf de
sortida G és fixat, decidir per a cada H si G — H és un problema que es pot
resoldre en temps que és polinomic en la mida de I’entrada H del problema. Més
especificament, el problema és polinomic en el nombre n = |V (H)| de vertexs
de H: només cal inspeccionar cadascuna de les aplicacions de V(G) — V(H), de
les quals n’hi ha n!V(©! (una quantitat polinomica en n) i comprovar si és
un homomorfisme. Un teorema celebre de Pavol Hell i Jaroslav NeSettil ([6])
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estableix que, si fixem el graf d’arribada H, el problema de decidir per a cada G
si G — H és polinomic en la mida n = |V(G)| de 'entrada del problema
nomeés si H és bipartit, i és en canvi NP-complet si H no és bipartit. Per
als lectors no familiaritzats amb la complexitat algorismica, n’hi ha prou de
saber que la classe de problemes NP-complets es considera a la cuspide d’'una
jerarquia de dificultat en la resolucié d’'una amplia classe de problemes de
manera algorismica. Segons el teorema, doncs, per a H fix, decidir si G — H és
o bé senzill o bé molt dificil. Per aixo el resultat és conegut com la dicotomia
dels homomorfismes. La monografia [7] dels mateixos autors és una referéncia
excellent sobre homomorfismes de grafs.

Denotem per Hom(G, H) el conjunt de tots els homomorfismes de G en H
i amb hom(G, H) el seu nombre. Ocasionalment sera util considerar només
homomorfismes injectius, el nombre dels quals es denota per inj(G, H). També
sera util el nombre dels homomorfismes injectius que respecten la no adja-
céncia, és a dir, homomorfismes injectius f: G — H tals que, per a cada parell
de vértexs x, y de G, la imatge {f(x), f(y)} és una aresta de H si, i només si,
{x,»} és una aresta de G. En aquest cas, f(G) és un subgraf induit de H, és
a dir, hi ha un subconjunt de vertexs U C V(H) tal que el subgraf H[U] de H
format pels vertexs de U és isomorf a G. Diem aleshores que f és una immersio
de G en H i denotem per ind(G, H) el nombre d’'immersions de G en H.

Les tres quantitats, hom(G, H), inj(G,H) i ind(G, H), estan relacionades
entre elles. Per exemple,

inj(G,H) = > ind(G',H),
G'2G
on el sumatori s’estén a tots els grafs G’ que contenen G amb el mateix conjunt
de vertexs, i
hom(G, H) = > inj(G/P,H),
P
on el sumatori s’estén a totes les particions P del conjunt de vertexs de G i
G /P denota el graf quocient, que té per vertexs els elements de P i dues parts
son adjacents si hi ha una aresta de G que uneix un vertex de cada part. Les
relacions inverses es poden obtenir fent servir la férmula d’inversié de Mobius.
Per a un graf G, el conjunt de nombres hom(-,G) ={hom(H,G) : H € G}, on
G és la classe de tots els grafs, s’Tanomena perfil de G per 'esquerra. De manera
analoga, hom(G, -) = {hom(G,H) : H € G} és el perfil de G per la dreta. Un
resultat rellevant, obtingut per Lovasz fa més de cinquanta anys, és el segiient.

TEOREMA 2 (LOVASZ [10]). Els nombreshom(-, G) determinen G llevat d’isomor-
fisme. El mateix és cert per als nombres hom(G, -).

PROVA. Si G i G’ tenen el mateix perfil per ’esquerra, se satisfa també que
inj(H,G) = inj(H,G’),
per a tots els grafs H. En particular,

inj(G, G) = inj(G,G") = inj(G',G) =inj(G',G"),
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i tots quatre nombres sén no nuls. Per tant, hi ha un homomorfisme injectiu
de Gen G’ iun de G’ en G. Aixi doncs, els dos grafs sén isomorfs. Un argument
semblant prova el cas del perfil per la dreta. O

Els nombres hom(G, H) permeten expressar moltes de les propietats d'un
graf. De I'extensa llista de relacions entre parametres de grafs i nombres d’ho-
momorfismes, en donem només alguns exemples senzills (les denominacions
dels grafs implicats estan illustrades a la figura 5).

1. Denotem per Sy l'estrella de k vertexs. El conjunt d’arestes de Sy és
{{1,i} :i=2,...,k — 1}. El grau d(x) d'un veértex x en un graf G és el
nombre d’arestes de G que son incidents amb x. El nombre hom(Sk, G)
dona els moments d’ordre k — 1 dels graus:

hom(Sk,G) = > (d(x)* L.
xeV(G)

2. Denotem per Cy el cicle de k vertexs. El conjunt d’arestes de Cy és {{i,i+1
(mod k)}:i=1,...,k}. Aleshores,

n
hom(Cy, G) = tr(A(G)K) = >’ Ak,
i=1
on tr(A(G)) denota la traca de la matriu d’adjaceéncia de G i Aq,..., A,
son els valors propis de A(G) (com que és real i simetrica, la matriu
d’adjacencia diagonalitza i té n valors propis reals).
No és dificil comprovar que limg_.., hom(Cax, G)1/?" existeix i que el seu
valor és el valor propi més gran de A(G).
3. Si Ky denota el graf complet de k vertexs, hom(G, K) és el nombre de
coloracions propies de G.

4. Si H> denota el graf complet K, amb un llac a un dels dos vertexs,
aleshores hom(G, H») és el nombre de conjunts estables de G, subcon-
junts U C V(G) tals que el subgraf induit per U no té cap aresta.

36 C6 K6 H2
Figura 5: Exemples d’estrelles, cicles, grafs complets i Hp.

Aquests exemples illustren com els nombres hom(H, G) recullen informacié
estructural del graf G en relacié amb el graf H. L'estudi dels limits de grafs,
pero, no pot ser sensible només a la noci6 de grafs isomorfs, la qual cosa
donaria una eina poc util, sin6 que ha de comportar un compromis entre
propietats locals i propietats globals que puguin ser reflectides en el limit.
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4 Convergencia de successions de grafs

El parametre que ens interessara de cara a formular la nocié de convergencia
de grafs és la densitat d’homomorfismes. Si G és un graf amb » vertexs i H és
un graf amb k vertexs, la densitat d’homomorfismes de H en G és

hom(H, G)

tH,G) = = ¢

En altres paraules, t(H, G) és la probabilitat que una aplicaci6 aleatoria de H
en G sigui un homomorfisme. De manera analoga es defineixen les densitats
d’homomorfismes injectius i d’immersions,

nj(H,6) ;) _ 0d(H,G)

by (H, G) = = e

on(n)y =n(n-1)---(n—-k+1) és el nombre d’'aplicacions injectives de V (H)
en V(G). En particular, ting (G, H) és la probabilitat que una aplicaci6 aleatoria
injectiva de V(H) en V(G) tingui com a imatge un subgraf induit de G isomorf
a H, és a dir, una copia de H en G.

De la mateixa manera que els conjunts de nombres hom(-, G), homiy;j(-, G)
i hominq (-, G) estan relacionats entre ells, es pot obtenir cadascun dels con-
junts t(-,G), ting(-, G) i ting(-, G) de qualsevol dels altres dos per relacions
lineals entre els seus membres.

A diferencia dels nombres hom(-, G), els nombres de densitats (-, G) no
determinen el graf G llevat d’isomorfisme. El motiu és que, si se substitueix
cada vertex de G per r copies, mantenint les adjacéencies, aleshores el graf
resultant té el mateix conjunt de densitats. Més precisament, donat un graf G i
un enter positiu 7, denotem per G(7) el graf obtingut de G substituint cada
vertex x € V(G) per r vertexs xi,...,Xr, 1 X;, ¥j son adjacents a G(r) si, 1
només si, x, v séon adjacents a G. Es diu que G(7) és un graf expandit de G. De
la definici6 de densitat d’homomorfismes es pot comprovar facilment que

t(,G) =t(-,G(r)).

Figura 6: El graf K3 i el graf expandit K3(2).

No és dificil verificar que el reciproc també és cert: si t(-,G) = t(-,G'),
aleshores G és isomorf a G’ () per a algun » o viceversa, G’ és isomorf a G(v)
per a algun 7.
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Amb aquestes definicions es pot formular la nocié de convergéncia d'una
successio de grafs.

DEFINICIO 3. Una successio de grafs (G, : n € N) amb lim,, .« |V(Gy)| = « és
convergent si, per a cada graf H, la successio

(t(H,Gn) :m eN)

és convergent.

Recordem que els nombres t(-, G) de densitats d’homomorfismes i ting (-, G)
de densitats d’immersions estan relacionats de manera que es poden obtenir
I'un de I'altre. Per tant, una successié de grafs és convergent si, i nomeés si, les
successions ting (H, G) son convergents per a cada H. Aquesta és la intuicio que
hi ha darrere la definici6 de convergéncia. Es mesura I'estructura d'un graf en
termes dels estadistics dels subgrafs que conté. Si dos grafs tenen la mateixa
densitat d’'immersions d'un graf donat H, és a dir, el mateix nombre de copies
de H, aleshores els grafs son semblants en relacié amb H. Si aquest és el cas
per a tots els grafs H, aleshores els dos grafs sén indistingibles.

Per exemple, resulta immediat comprovar que la successi6 de grafs com-
plets (K, : n € N) és convergent. Per a cada graf H, cada aplicaci6 injectiva
f:1V(H) — V(Ky) és un homomorfisme, de manera que tinj(H,K,) = 1 per a
tot n ila successio (tinj(H,Ky) : n € N) és convergent. Un altre exemple és el
dels grafs aleatoris G(n,p). Per a p € (0,1) i un graf H fixats, la probabilitat
que una aplicaci6 aleatoria injectiva f: V(H) — V(G(n,p)) sigui un homo-
morfisme és igual a pEH| per a n > |[V(H)|, i la successio tinj(H,G(n,p))
és convergent per a cada H. Un tercer exemple és la successio de grafs bi-
partits complets (K, » : 1 € N). En aquest cas, si H no és bipartit, aleshores
t(H,Kuyn) = 0 per a tot n (un graf bipartit es caracteritza perqué conté un
cicle imparell i la imatge per un homomorfisme d’un cicle imparell és un cicle
imparell), mentre que si H és bipartit amb biparticié V(H) = A U B, aleshores
una aplicaci6 f: V(H) — V(Ku ) és un homomorfisme si, i només si, envia
A'i B a parts diferents de V(K ), de manera que tinj(H, Ky ) = 1/21A#1BI-1,
La biparticié d'un graf bipartit és inica només si el graf és connex, pero una
modificacié de I'argument anterior fa veure que, per a qualsevol graf bipartit H,
connex o no, t(H,Ky ) és una constant que depén només de H per a tot n
prou gran. Per tant, la successio (K, : 1 € N) és convergent.

Observem que la definici6 de convergéncia que hem donat és rellevant
només per a grafs densos. El motiu és que, en la normalitzaci6 que s’ha fet
servir en la definici6 de la densitat d’homomorfismes, si el nombre d’arestes
dels termes de la successio és o(n?), aleshores t(H, G,) convergeix trivialment
a zero per a cada H fixat. En altres paraules, si G, és una successio de grafs
dispersos, aleshores és trivialment convergent.

Tot i que una nocié de convergencia adequada és suficient per a definir una
teoria de limits, perque una definicié6 com aquesta sigui satisfactoria cal aclarir
algunes quiestions. En primer lloc, quin és el significat d’aquesta convergéncia
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en termes d'una metrica adequada. Per tal que una successio de grafs sigui
convergent, cal que els termes de la successio siguin semblants quan n és gran i
que la seva distancia respecte d’alguna metrica tendeixi a zero. Quina és aquesta
metrica i qué representa en termes de comparar dos grafs grans? En segon lloc,
si una successio és convergent s’ha de poder identificar el limit i aquest ha de
ser unic. Ja hem avancat que I'objecte limit és un graf6. Novament, cal definir
una metrica per la qual els termes d'una successio de grafs convergent estan
a una distancia cada vegada més petita d'un graf6. Finalment, si I'’espai dels
grafons ha de ser la compleci6 de I'espai dels grafs, cada grafé hauria de ser el
limit d'una successi6 convergent de grafs. A continuaci6é veurem com es dona
resposta a aquestes preguntes.

5 La distancia de tall

L’objectiu és definir una metrica en 'espai G dels grafs que mesuri la diferencia
estructural entre dos grafs. Aquesta métrica es defineix primer per a grafs sobre
el mateix conjunt de veértexs i s’estén després a parells arbitraris de grafs.
Una manera natural de comparar dos grafs és mesurar el nombre d’arestes
que cal modificar per a transformar I'un en I’altre. Convenientment normalitza-
da, aquesta mesura dona lloc al que s’anomena distancia d’edicio. Donats dos
grafs G, G’ amb el mateix conjunt de vertexs, la distancia d’edici6 entre G i G’

és
|E(G)AE(G")]

n2
on A denota la diferéncia simetrica de conjunts i n és el nombre de vértexs.
Una mesura més sensible a I'estructura dels grafs és el que s’anomena
distancia de tall. Per a dos subconjunts de vertexs S, T denotem per e (S, T) =
Ylies, jeT Aij, on a;j és I'entrada de la matriu d’adjaceéncia A(G), el nombre
d’arestes que uneixen vertexs de S amb vertexs de T en el graf G. Comencem
per definir el que s’anomena distancia de tall etiquetada. Donats dos grafs G, G’
amb el mateix conjunt de vértexs, la distancia de tall etiquetada entre G i G’ és

leg(S,T) —eq (S, T)]
S,TCV(G) n2

d(G,G) =

on(G,G') = )
on 1 és el nombre de vertexs.

No és dificil comprovar que d; i 6o son efectivament distancies en el conjunt
de grafs sobre el mateix conjunt de vertexs i que

5D(G1 G’) = dl(Gl Gl)’

tot i que les dues distancies poden ser ben diferents.

Des del punt de vista estructural, la distancia entre dos grafs isomorfs
hauria de ser zero. Resulta natural doncs definir, per a dos grafs G i G’ amb el
mateix nombre de vértexs, la menor distancia entre grafs isomorfs al'uni a
I'altre:

60(G,G') = min &o(H,H).
Hz=G,H =G’
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No és dificil comprovar que 5; és una distancia en el conjunt de classes de
grafs isomorfs. Es clar que (‘)'AD(G, G') <60(G,G).

Finalment, si G té n vertexs i G’ té n’ vertexs, aleshores els grafs expan-
dits G(n’) i G'(n) tenen el mateix nombre de vertexs, i els grafs G i G(n')
son estructuralment semblants. En particular, t(-,G) = t(-,G(n’)). D’aquesta
manera s’arriba a la definici6 de la distancia de tall (cut-distance en angles).

DEFINICIO 4 (DISTANCIA DE TALL). La distancia de tall entre dos grafs G i G’
és

d(G,G') = lim 5a(G(kn'),G' (kn)),

on n és el nombre de vertexs de G i n’ és el nombre de vertexs de G'.

La denominaci6 distancia de tall prové del fet que la distancia es mesura
en termes del nombre d’arestes que uneixen dos subconjunts S i T de vertexs,
és a dir, del nombre d’arestes que s’han de tallar per a separar aquests dos
conjunts en el graf.

Una vegada més, es pot comprovar que do(G,G") = 0 si, i només si, hi ha
un graf H i dos nombres k, k’ tals que G = H(k) i G’ = H(k"), de manera que
dn és una distancia en el conjunt de classes de grafs equivalents per a aquesta
noci6 d’isomorfia.

Equipats amb aquesta métrica, es pot formular el teorema que dona resposta
a la primera pregunta sobre successions convergents.

TEOREMA 5. Sigui (G, : n € N) una successio de grafs convergent. Aleshores la
successio és de Cauchy respecte de la distancia de tall, és a dir, per a tot enter k,

lim do (G, Gnt) = 0.

Com passa en altres processos de complecio, la prova del teorema anterior
és més abordable i transparent quan es pot fer referéncia al limit de la successio.
Aixi doncs, abans de discutir la prova del teorema, discutirem com s’estén la
metrica de la distancia de tall i les densitats d’homomorfismes als grafons.

6 Distancia de tall entre grafons

La distancia de tall es pot estendre de manera natural al conjunt de grafons.
De fet, en el context dels grafons, les definicions s6n més transparents i els
resultats més senzills de provar.

Donats dos grafons W, W', la distancia de tall etiquetada entre W i W’ és

oo(W,W') = sup U W(x,y)-Wi(x,y)dxdy|.
S, Tc[0,1] SXT
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Com s’ha fet en el cas dels grafs, la distancia hauria de reflectir una propietat
estructural i ser, per tant, invariant per simetries. Anomenem Sio,1] el grup
de funcions invertibles ¢: [0,1] — [0,1] que preserven la mesura. Per a un
grafo Wi ¢ € Sjo,1], denotem per W el grafo definit com

W (x,y) = W(p(x),d()).

Dos grafons W, W’ son isomorfs si W' = W? per a alguna ¢ € Spo1]. Per
exemple, els grafons de la figura 7 son isomorfs a través de la transformacio

1-x xe€(1/4,3/4),
X altrament.

P(x) :JL

De manera informal, tots dos son limits dels grafs complets bipartits, com s’ha
suggerit a la figura 2.

Figura 7: Dos grafons isomorfs.

DEFINICIO 6 (DISTANCIA DE TALL). Donats dos grafons W, W’, la distancia de
tall entre Wi W’ és

do(W,W') = inf So(W®, (W)%").
¢, €S10,11
Es pot provar que I'infim en la definici6 anterior és assolit per algun pa-
rell ¢, " € Sjo,17- Amb una mica més de feina es pot provar també que dos
grafons estan a distancia zero si, i només si, son isomorfs. Aixi, dg és una
distancia en el conjunt de classes d’isomorfia de grafons. Un resultat important
és que I’espai metric que en resulta és compacte.

TEOREMA 7 (LOVASZ 1 SZEGEDY [12]). L’espai métric dels grafons amb la distan-
cia de tall do és compacte.

7 Densitat de grafs en grafons

El darrer ingredient per a relacionar grafs i grafons és la densitat d’immersions
d'un graf H en un grafé6 W. La idea és la mateixa que en la definici6 de la
densitat d'immersions de H en un graf G: la densitat d'immersions mesura el
nombre de copies de H en W.
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El que cal és definir qué s’entén per una copia de H en W. Recordem que,
donat un grafé W, un W-graf aleatori d’ordre n és el graf que s’obté escollint
n punts xi,...,x, amb la distribuci6é uniforme a [0, 1] i construint el graf Gy
amb n veértexs posant cada aresta {x;, x;} a G amb probabilitat W (x;, x;)
independentment. La mesura del nombre de copies de H en W és la probabilitat
que el graf Gy d’ordre n = |V (H)| sigui isomorf a H; més precisament, tenim
la definici6 segiient.

DEFINICIO 8 (DENSITAT). Donat un graf H amb un conjunt de vertexs {1,2,...,
n}iun grafo W, la densitat d'immersions de H en W és

n!

t: (H, W) -
ind |[Aut(H)| Jio,11n

[T Wxi,xj) [] A-W(xi,x;)dxy---dxn.
ijeE(H) ij¢E(H)

El terme n!/|Aut(H)| en la definici6 anterior té en compte les possibles n! im-
mersions en un conjunt donat de n punts, normalitzat pel nombre |Aut(H)|
d’automorfismes de H, que donen lloc a la mateixa copia de H. La integral
mesura la probabilitat que les arestes de H siguin presents en la immersio i
que les no arestes de H no hi figurin.

De la definici6é de grafons isomorfs es conclou facilment que si dos gra-
fons W, W’ sén isomorfs, aleshores ting(H, W) = ting(H,W’), ja que les fun-
cions invertibles que preserven la mesura deixen invariant la integral.

De forma analoga a com hem definit una successi6 convergent de grafs, es
defineix la convergencia d'una successié de grafs a un grafoé.

DEFINICIO 9 (SUCCESSIO CONVERGENT). Una successio (G, : 1 € N) convergeix
aun grafé W sila successio

(tina(Gn, W) :n € N)

és convergent.

Veurem que la definici6 anterior és equivalent a la definici6 3 de successions
convergents de grafs, és a dir, que una successio de grafs és convergent segons
la definici6 3 si, i només si, hi ha un grafé W tal que la successio hi convergeix.
Abans, pero, veiem que cada grafé és el limit d'una successio convergent de
grafs. Aquesta successio és precisament la dels W-grafs aleatoris d’ordre n
associats al graféo W. La idea de la prova consisteix a anar revelant un a un els
vertexs d'un W-graf aleatori per relacionar les quantitats t (H, G,,) i t(H, W) per
a cada graf fixat H, on G, és un W-graf aleatori d’ordre n. La prova fa servir
una desigualtat de concentracié per a martingales coneguda com la desigualtat
d’Azuma-Hoeffding i el lema de Borel-Cantelli, que recordem a continuacio.

Una successio (X, : n € N) de variables aleatories amb esperanca finita
sobre un espai de probabilitat és una martingala si, per a cadan > 1, ’esperanca
de X, condicionada a Xi,...,Xn_1 €és X,_1, és a dir,

[E(Xn|X1a---an—1) = Xn—l-
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Un célebre resultat de concentraci6é en martingales amb valors de salt fitats és
la desigualtat d’Azuma-Hoeffding (vegeu, per exemple, la monografia de Colin
McDiarmid [14] sobre desigualtats de concentracio).

TEOREMA 10 (AZUMA-HOEFFDING). Sigui (X, : n € N) una martingala amb
E(Xy) = xq i sigui ¢, una successio de nombres reals tals que

Pr(| Xy — Xn-1l <cn) = 1.

Aleshores, per a cada nombre real positiut i cadan > 1

t2
“oyn 2
Pr(|X, — xol = t) <e 231c,

El lema de Borel-Cantelli és un resultat basic de teoria de probabilitat (i de
teoria de la mesura) que es pot enunciar de la manera segiient.

LEMA 11 (BOREL-CANTELLI). Sigui (Ay : m € N) una successio d’esdeveniments
en un espai de probabilitat. Si

> Pr(Ay) < o,

nx=1

aleshores la probabilitat que se satisfaci una quantitat infinita d’esdeveniments
de la successio és zero.

A partir d’aquests resultats, es pot provar el teorema segiient.

TEOREMA 12. Sigui W un grafé. La successio G, de grafs on cada G, és un
W-graf aleatori d’ordre n és convergent i el seu limit és W amb probabilitat 1.

PROVA. Fixemun graf H amb h = |V (H)| vertexsin > h. Observem primer que,
per la definici6 de G, com a W-graf6 i la definicio de t (H, W), la probabilitat
que un subconjunt particular de h vertexs de G, indueixi una copia de H
és t(H,W).

Definim ara una successio Xy, X1, ..., X, de variables aleatories, on X; deno-
ta el nombre esperat de copies de H en G, quan s’han fixat i vértexs de G, iles
arestes del graf induit per aquests i vertexs en la construccié del W-graf aleato-
ri Gy,. Per la linealitat de ’esperanca, Xy = (2‘) t(H,W)iX, = (ﬁ) t(H,Gy).

Observem que E(X;|X;_1) = E(X;_1), de manera que la successio de varia-
bles aleatories és una martingala. D’altra banda, |X; — X;_1| < n"~! per a cada
i =1,...,n, fitant generosament pel nombre possible d’aplicacions de [h]
en [n] quan s’ha fixat almenys un punt. Fent servir la desigualtat d’Azuma-
Hoeffding, per a cada nombre real positiu t,

2
Pr(|X, — Xol > t) < 2e wm?hT,
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Per a cada € > 0, posant t = en" a la desigualtat anterior, s’obté

Pr(|X, — Xo| = en) < 2e=€1/2,

Utilitzant la fitacié (;‘) > nh/h", obtenim finalment

Pr(|t(H,Gy) — t(H,W)| = hlte) < 20~ €12,

Pel lema de Borel-Cantelli, la successio t(H, G,) és convergent i el seu limit
és t(H, W) amb probabilitat 1. O

8 El lema de regularitat

Per a concloure I’equivaléncia entre les nocions de convergencia de successions
de grafs i la convergéencia a un grafo, cal una darrera peca que enllaca amb la
noci6 de distancia de tall. Aquesta peca és un resultat celebrat de Szemerédi
que ha tingut un impacte important en el desenvolupament de la combinatoria
i la informatica teorica del segle xx i que forma part del reconeixement que
li va valer el prestigiés Premi Abel al matematic hongares Endre Szemerédi
el 2012.

L’anomenat lema de regularitat de Szemerédi estableix que, de qualsevol
graf prou gran, se’'n pot extreure una part estructurada i una part aleatoria.
La manera explicita i quantitativa de descriure ambdues parts és el que dona
forca al teorema.

Sigui G = (V, E) un graf. Per a cada parell de subconjunts disjunts X,Y Cc V
denotem per
eG (X y Y)
| X[ - Y]

la densitat d’arestes del parell. Recordem que e;(X,Y) denota el nombre
d’arestes de G amb un vertex a X i un a Y, de manera que la densitat dg(X,Y)
és una mesura normalitzada del nombre d’arestes entre X i Y respecte del seu
valor maxim |X| - |Y]. Si ens concentrem en el subgraf H = G[X U Y] induit
per X U Y, aleshores, per acada U Cc Xi W C Y, es pot mesurar la diferencia
entre dg(U,W) idg(X,Y). Siles arestes de H estan ben repartides, aleshores
aquesta diferencia és petita, almenys si U i W son subconjunts prou grans (per
a subconjunts petits no podem esperar que la diferéncia de densitats relatives
sigui petita). Per a € > 0 fixat, es diu que el parell (X,Y) és e-regular si, per a
cada parell de subconjunts U C XiW C Y tals que |U| = €|X|i |[W| = €]Y], se
satisfa

dc(X,Y) =

ldu (U, W) —du(X,Y)| <e. (1)

El que expressa la desigualtat és que un parell e-regular (X, Y) té les arestes
repartides de manera quasi aleatoria, en el sentit que la densitat de parells de
subconjunts prou grans és proxima al valor esperat en un graf aleatori amb
biparticié {X, Y} i densitat d’arestes dy(X,Y). Amb aquesta terminologia es
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pot enunciar el lema de regularitat de Szemerédi [15]. Es diu que una particié
V=ViuU---UV, dun conjunt V és una equiparticio si totes les parts tenen
aproximadament el mateix cardinal; més precisament, si ||V;| — |Vj|| < 1 per a
cada parell i, j.

TEOREMA 13 (LEMA DE REGULARITAT). Per a cada e > 0 existeix un k = k(e) tal
que qualsevol graf G = (V,E) admet una equiparticioV =V, U --- UV, amb
1/e < ¥ < k(e) tal que tots els parells (Vi, V) son e-regulars llevat com a molt
de er? parells.

El lema de regularitat estableix que qualsevol graf prou gran admet una
equiparticié del conjunt de vertexs en un nombre, que depén només de € i no del
graf, tal que gairebé tots els subgrafs induits pels parells de parts sén e-regulars,
és a dir, propers a un graf aleatori. Una partici6 amb aquesta propietat es diu
que és una particio e-regular. Per a grafs petits o grafs dispersos, es pot prendre
la partici6 de G en vertexs aillats i la descripci6 estructural resulta trivial (degut
a la normalitzaci6 en la definici6 de densitat d’'un parell).

Una de les conseqiiéncies del lema de regularitat en termes de la distancia
de tall és la segiient. Sigui {X, Y} un parell e-regular en un graf G i denotem
per Gxuy el subgraf bipartit de G que té per conjunt de vertexs X U Y i les
arestes de G que uneixen X i Y. Anomenem Gyyy el graf bipartit aleatori
amb biparticié {X, Y} i densitat d’arestes d;(X,Y). El fet que un parell sigui
e-regular es pot expressar en termes de la distancia de tall com

do(Gxuy, Gxuy) < €.

Donada una particié P = (Vq,...,V,) del conjunt de vertexs V del graf G,
denotem per Gp el graf v-partit amb la mateixa particié tal que cada sub-
graf Gp[Vi,V;] és un graf aleatori bipartit amb densitat d’arestes d¢(V;, V;)
(cada aresta escollida independentment amb probabilitat p = d¢(V;, V;)). El
lema de regularitat implica que, per a cada € > 0, hi ha una equiparticié6 P de V
en un nombre de parts que depén només de € tal que

do(G,Gp) < 2e. (2)

En aquesta desigualtat es té en compte que hi pot haver e€r?2 parells que no s6n
e-regulars, fet que queda absorbit escrivint 2¢ en lloc de € a la fita superior.

El lema de regularitat ha resultat ser una eina poderosa per a I’analisi de
grans grafs i té multiples aplicacions, en particular, en la prova del teorema
de Szemerédi sobre I'existéncia de progressions aritmétiques en conjunts
densos d’enters (vegeu, per exemple, [8] o I'article de Lugosi i Serra [13] en
aquest mateix Butlleti).

Un dels inconvenients del lema de regularitat en les aplicacions, particular-
ment a la teoria de limits de grafs, és la relacié entre € i Ig, ja que la fita superior

per a k no pot ser millor que una torre exponencial 22" d’alcada 1/¢, tal com
Gowers ([4]) va provar.
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Alan Frieze i Ravi Kannan ([3]) van donar una versié més débil del lema de
regularitat que recull la desigualtat (2) i que dona una relacié molt més eficient
entre k i €. Aquesta versi6 és adequada per a la seva aplicaci6 als limits de
grafs. En termes de la distancia de tall, la versi6 débil del lema de regularitat
de Frieze i Kannan s’enuncia de la manera segiient.

TEOREMA 14 (LEMA DEBIL DE REGULARITAT). Per a cada enter positiu k, qualse-
vol graf G admet una equiparticio P en k parts tal que

do(G,Gp) < %

Frieze i Kannan van estendre el lema debil de regularitat també a I’espai
dels grafons. Per a aquesta versio s’aproxima un graf6 per un grafé esgraonat.
Donada una particié P = {Sy,...,Sx} de [0,1] en k conjunts mesurables, un
grafo esgraonat és un graf6é que és constant sobre S; X S; per a cada i, j. Per
exemple, donat un graf G, el grafé6 W que s’ha definit a la secci6 2 és un grafo
esgraonat (que només pren valors a {0, 1}). Per a un grafé W i una partici6 P
de [0,1] en k conjunts mesurables de mesura no nulla, denotem per Wp el
graf6 esgraonat que sobre cada conjunt S; x S; pren el valor mitja de W sobre
aquest conjunt:

1

_ Wix,y)dxdy,
AGOACS;) Jus, WV (oY) dx dy

Wpls;xs; =

on A denota la mesura de Lebesgue.

TEOREMA 15 (LEMA DEBIL DE REGULARITAT). Per a cada enter positiu k i qual-
sevol grafo W hi ha una particio P de [0, 1] en k conjunts mesurables de mesura
no nulla tal que
4
do(W,Wp) < —.

Una particio P de [0,1] tal que do(W,Wp) < € s’anomena una particio
e-regular de W. L'equivaléncia de nocions amb el cas dels grafs és clara, i
I’enunciat en el cas dels grafons resulta més transparent.

9 Lema de regularitat i densitat d’immersions

La connexi6 entre les successions t(-,G) i t(-, W), basades a comptar subgrafs
en grafs o grafons, i el lema de regularitat es fonamenten en I'anomenat lema
de comptatge, una de les aplicacions més notables del lema de regularitat.
El lema de comptatge dona una aproximacié del nombre de copies de certs
subgrafs de H en un graf G a través de particions regulars. Si P = {V1,...,V,}
és una particié e-regular de G, denotem per Gp el graf aleatori »-partit que,
per a cada parell de vértexs x, i en parts diferents V;, Vj, conté I'aresta {x, '}
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amb probabilitat d(V;, V). El nombre esperat de copies d'un subgraf H de G/P
a Gp és aleshores

-
[T devi,vi) [T IVel.
ijeE(H) i=1
La regularitat de la partici6 permet veure que el nombre de copies de H en G és
aproximadament aquest nombre esperat. Més precisament, el nombre ind(H, G)
de copies d'un subgraf H de G/P a G satisfa

v v
ind(H,G6) - [] de(Vi, V) [ IVil| <eeH) []IVil,
ijeE(H) i=1 i=1

on e(H) és el nombre d’arestes de H. En termes de la densitat d’immersions,
aquest lema es pot reformular de la manera segiient. D’acord amb el lema débil
de regularitat (teorema 14), per a cada € > 0 hi ha una particio P de G tal que
dn(G,Gp) < € amb un nombre de parts k = 1/€2. El segiient enunciat dona,
doncs, una forma en cert sentit més general del lema de comptatge.

TEOREMA 16 (LEMA DE COMPTATGE). Sigui H un graf. Per a dos grafs G, G se
satisfa
|t(H,G) - t(H,G")| <e(H)du(G,G").

El lema de comptatge anterior s’estén de manera natural a densitat d’im-
mersions en grafons (Lovasz i Szegedy [12]).

TEOREMA 17 (LEMA DE COMPTATGE). Sigui H un graf. Per a dos grafons W, W'
se satisfa
[t(H,W) - t(H,W')| < e(H)do(W,W").

Aquest darrer resultat es pot expressar dient que, per a un graf H fixat,
I’aplicacio
¢: Wy - [0,1]
W~ t(H,W)

és de Lispschitz en 'espai meétric (W, dg). A més, es pot provar que 'aplica-
ci6 és injectiva i té inversa continua.
Finalment, es pot enunciar el teorema, que és el nostre objectiu final.

TEOREMA 18 (LOVASZ 1 SZEGEDY [12]). Sigui G, una successio convergent de
grafs. Existeix un grafo W tal que la successio convergeix a W.

PROVA. Pel teorema 7, I’espai dels grafons (Wy, dn) amb la distancia de tall
és compacte. D’altra banda, si G denota I'espai dels grafs finits, 'espai de
seqiiéncies {t(-,G) : G € G} és isomorf a [0,1]9%9, que també és compacte,
pel teorema de Tijonov. L’aplicacio W ~ (-, W) és continua pel teorema 17,
i té inversa continua. Si G, és una successio convergent de grafs, aleshores
la successio t(H,Gy) és convergent per a cada H i t(H,Wg,) també ho és.
Per la continuitat de l’aplicacio anterior, la successio W, també és conver-
gent a (Wy, dn). O
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Recapitulant el que s’ha exposat fins aqui, hem donat una definici6 de
convergeéncia de successions de grafs en termes de nombres d’immersions i hem
definit una distancia en I’espai dels grafs, la distancia de tall, segons la qual una
successio és convergent si, i només si, és de Cauchy respecte de la distancia
de tall. D’altra banda, hem definit la noci6 de convergéncia a un grafé i hem
vist que cada graf6 és el limit d'una successio de grafs i que la convergencia es
pot descriure en termes de la distancia de tall. Finalment, hem constatat que
cada graf6 és el limit d’'una successio de grafs. D’aquesta manera hi ha un marc
solid per a estudiar limits de grafs densos.

10 Per acabar

En aquest article s’ha introduit la noci6é de limit d’'una successié de grafs i els
grafons com a objectes limit. Aquest és només I'inici d'una historia molt més
llarga que posa en acci6é aquesta nocié per a obtenir resultats sobre I’analisi de
grans xarxes. D’aquesta historia se n’han escrit ja uns quants capitols, pero en
queden molts més per escriure. Els grafons sén objectes en els quals es poden
aplicar les poderoses eines de I’analisi matematica. Com passa sovint, molts
problemes sén més tractables en el continu que en el discret, i els resultats s6n
sovint més compactes i transparents.

D’altra banda, els grafons obren un nombre d'interrogants que segurament
no es plantejarien des de la perspectiva discreta, problemes de naturalesa to-
pologica i analitica, alguns dels quals han trobat fins ara respostes inesperades,
que han enriquit I'univers dels objectes limit.

Com ja hem comentat, la nocié de graf6 només resulta util quan es conside-
ren successions de grafs densos. En el cas dels grafs dispersos, amb un nombre
subquadratic d’arestes, la noci6 de limit s’ha de reformular d'una altra manera,
en particular, per I’absencia del lema de regularitat de Szemerédi per a aquesta
classe de grafs. En aquest sentit, s’han proposat diverses alternatives per a la
noci6 de convergencia, en concret per a la classe de grafs en qué el grau maxim
dels vertexs és fitat. Aquesta classe no inclou, pero, exemples importants de
grafs, com els grafs plans o molts dels models de grans xarxes, en els quals la
successio de graus dels vertexs segueix una llei potencial. En aquest sentit,
la teoria esta en plena expansio i s’aborda des d’angles molt diferents, des de la
perspectiva de la probabilitat, de la logica, de la topologia, de I’analisi o de
I’algebra, cadascuna aportant eines i punts de vista substancials.

Els desenvolupaments descrits en els paragrafs anteriors estan exposats
al text de Lovasz [11] i alguns dels avencos meés recents estan reflectits a
I'article de Grzesik i Kral’ [5], on el lector interessat trobara material i referén-
cies abundants per a continuar aprofundint en aquesta apassionant aventura
matematica.

La importancia cientifica de I’analisi matematica de grans xarxes ha estat
reconeguda per I'European Research Council, que, en la seva convocatoria
del 2018 en el programa «ERC Synergy Grants», financa el projecte Dynamics
and Structure of Networks, liderat per Lasz6 Lovasz, Laszl6 Barabassy i Jaroslav
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NeSetfil, I'tinic projecte purament matematic en aquest programa estrella de
la Uni6é Europea. De ben segur que en els propers anys la teoria dels limits
de grafs tindra una evolucio substancial i, qui sap, es podra fer realitat el
somni de Lovasz de contribuir a entendre millor no solament les grans xarxes
humanes, biologiques o tecnologiques, sino també el moén que ens envolta i la
seva immensa xarxa d’'interaccions.

Referéencies

[1] BIGGS, N. L.; LLOYD, E. K.; WILSON, R. J. Graph Theory. 1736-1936. 2a ed.
Nova York: The Clarendon Press, Oxford University Press, 1986.

[2] DIESTEL, R. Graph Theory. 5a ed. Berlin: Springer, 2018. (Graduate Texts
in Mathematics; 173)

[3] FRIEZE, A.; KANNAN, R. «Quick approximation to matrices and applica-
tions». Combinatorica, 19 (2) (1999), 175-220.

[4] GOWERS, W. T. «Lower bounds of tower type for Szemerédi’s uniformity
lemma». Geom. Funct. Anal., 7 (2) (1997), 322-337.

[5] GRZESIK, A.; KRAL', D. «Analytic representations of large graphs». A: Sur-
veys in Combinatorics 2019. Cambridge: Cambridge University Press, 2019,
57-88. (London Math. Soc. Lecture Note Ser.; 456)

[6] HELL, P.; NESETRIL, J. «On the complexity of H-coloring». J. Combin. Theory
Ser. B, 48 (1) (1990), 92-110.

[7] HELL, P.; NESETRIL, J. Graphs and Homomorphisms. Oxford: Oxford Univer-
sity Press, 2004. (Oxford Lecture Series in Mathematics and its Applica-
tions; 28)

[8] KOMLOS, J.; SHOKOUFANDEH, A.; SIMONOVITS, M.; SZEMEREDI, E. «The
regularity lemma and its applications in graph theory». A: Theoretical
Aspects of Computer Science. Berlin: Springer, 2002, 84-112. (Lecture
Notes in Comput. Sci.; 2292)

[9] KrRAL', D. «Graph limits and extremal graph theory». Curs a Sdo Paulo Sc-
hool of Advanced Science on Algorithms, Combinatorics and Optimization
(2016).

[10] LovAsz, L. «Operations with structures». Acta Math. Acad. Sci. Hungar.,
18 (1967), 321-328.

[11] LovAsz, L. Large Networks and Graph Limits. Providence, RI: American
Mathematical Society, 2012. (American Mathematical Society Colloquium
Publications; 60)

[12] LovAsz, L.; SZEGEDY, B. «Limits of dense graph sequences». J. Combin.
Theory Ser. B, 96 (6) (2006), 933-957.

[13] LuGosl, G.; SERRA, O. «Endre Szemerédi, Premi Abel 2012». Butlleti de la
Societat Catalana de Matematiques, 28 (1) (2013), 87-115.



Limits de grafs 79

[14] McDIARMID, C. «Concentration». A: Probabilistic Methods for Algorithmic
Discrete Mathematics. Berlin: Springer, 1998, 195-248. (Algorithms Com-
bin.; 16)

[15] SZEMEREDI, E. «Regular partitions of graphs». A: Problémes combinatoires
et théorie des graphes (Colloq. Internat. CNRS, Univ. Orsay, Orsay, 1976).
Paris: CNRS, 1978, 399-401. (Collog. Internat. CNRS; 260)

DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES
UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
08034 BARCELONA

oriol.serra@upc.edu



