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El metode de les linies per a la resolucié numerica
d’equacions en derivades parcials
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Resum: En aquest treball es descriu un métode numeric semidiscret per a la resolucio
d'un tipus d’equacions en derivades parcials. Es conegut com el métode de les linies
(MOL, per les sigles en anglés), i es basa en la discretitzacié de totes les variables
involucrades, excepte una. Il ustrem I'aplicacié del MOL amb la resoluci6 de I'equacio
de Laplace en coordenades cartesianes. Els conceptes matematics que hi apareixen
es comparen amb els corresponents al metode analitic de separacié de variables. A
més, mostrem que els resultats obtinguts amb el MOL sén bones aproximacions de les
solucions analitiques.

Paraules clau: equacions en derivades parcials, discretitzacié d'una variable continua,
analisi numerica.

Classificacié MSC2010: 65M20.

1 Introduccio

El metode de les linies, també anomenat métode de semidiscretitzacio per
Zuazua [14], és un metode per a la resolucié d’equacions en derivades par-
cials (EDP) amb condicions de contorn i en regions amb una certa simetria. Es
basa a discretitzar totes les variables, excepte una (si el problema ho permet,
sovint es discretitzen les variables espacials i es manté continua la variable tem-
poral). Aixo condueix a un sistema d’equacions diferencials ordinaries (EDO),
les quals es poden resoldre pels métodes numerics habituals per a EDO amb
condicions inicials. Aquest métode va ser introduit a principis dels anys sei-
xanta i, des de llavors, la seva exactitud i estabilitat han fet que es generessin
una bona quantitat d’articles (vegeu, per exemple, Zafarullah [13] i Verwer i
Sanz-Serna [11]).

Per tant, el métode de les linies (MOL) és un enfocament diferencial i de
diferéncies finites per resoldre equacions en derivades parcials. Aquest métode
té moltes aplicacions en la resolucié de problemes en fisica i enginyeria. Per
exemple, ha estat usat ampliament per experts en tecniques computacionals
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en problemes d’electromagnetisme; vegeu, per exemple, Berardi i Vurro [1],
Diestel [4], Sadiku [6, capitol 9], Sadiku i Obiozor [7], o Shakeri i Dehghan [9].

En aquest treball illustrem el métode de les linies amb I’equaci6 de Laplace
en el pla, per simplicitat. El procés a seguir consta dels passos segiients:

1. Discretitzacié de I’equaci6 diferencial en una direcci6: contraccié de la
regio de solucions a un conjunt de linies, i aproximaci6 de les derivades
corresponents.

2. Obtenci6 d'un sistema d’equacions diferencials ordinaries acoblades.

3. Transformacié per obtenir un sistema d’equacions diferencials ordinaries
desacoblades.

4. Resoluci6 de les equacions diferencials.
5. Transformacio6 inversa i introducci6 de les condicions de contorn.
6. Resolucio6 del sistema d’equacions lineals obtingut en el pas anterior.

A més de les seves multiples aplicacions, per exemple, com ja s’ha dit, en
electromagnetisme, aquest métode involucra moltes idees, conceptes i técni-
ques de la matematica discreta, juntament amb els metodes basics de I’analisi
diferencial. De fet, en el desenvolupament del métode ens trobem amb els con-
ceptes i els resultats segilients: les equacions diferencials en derivades parcials
(elliptiques, paraboliques i hiperboliques), amb les seves aplicacions; 'estudi
dels problemes de contorn (amb condicions de Dirichlet o de Neumann); les
tecniques numeriques d’interpolacié polinomica i 'aproximaci6 de derivades;
la teoria de matrius tridiagonals semidefinides positives (les quals també apa-
reixen en els grafs distancia-regulars); la teoria de matrius circulants i la seva
relacio amb els grafs de Cayley sobre grups ciclics; la diagonalitzaci6é de matrius
i els algorismes del calcul dels valors propis i vectors propis; el teorema dels
cercles de Gershgorin (per localitzar els valors propis); els polinomis ortogonals
de variable discreta (també importants en els grafs distancia-regulars); I’estu-
di de condicions d’ortogonalitat en el cas discret respecte del cas continu; les
transformacions discretes (canvis de base) com, per exemple, la transformada
discreta de Fourier (DFT); la resoluci6 de les recurréncies lineals i les diferéncies
finites; la resolucié d’equacions diferencials ordinaries (EDO) lineals; I'aproxi-
macio i calcul d’errors; i, finalment, la representacié grafica i la interpretacio
de les solucions.

2 El metode de les linies (MOL): ’equacio de Laplace

La transferencia de calor a I’estat estacionari en solids segueix I’equaci6é de
Laplace i ha estat resolta directament per diversos meétodes numerics, com el
metode successiu de sobrerelaxacio, el métode implicit de direcci6 alternativa
i el métode de transitoris falsos. Aquests metodes son alternatius al MOL,
que veurem a continuacio i que consisteix a discretitzar totes les variables
excepte una. De vegades, el MOL també és anomenat meétode semianalitic (vegeu
Subramanian i White [10]).
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2.1 L’equacio de Laplace en un domini rectangular

Considerem I'equaci6 de Laplace per a la funcié potencial V (x, y) en una regio
rectangular a X b.

0’V 9%V

2 = —_—— —
VeV = 32 T 377 0, xe€(0,a),y € (0,b), (1)
amb condicions de frontera que, per simplicitat, establim com a
V(0,y) =V(a,y) =0, y € (0,b), ()
V(x,0) =0, V(x,b) = f(x), xe€(0,a). 3)
El primer pas és discretitzar la variable x € (0,a) en els N punts x; = jAx,
peraj=1,2,...,N,onel «pas» h = Ax = ﬁ correspon a la distancia entre
dues de les N linies resultants de la discretitzacio, segons mostrem a la figura 1.
y
Vi \%N;
b
0 X
X1 X2 ? XN a

FIGURA 1: Discretitzaci6 de la variable x.

Ara iterem I’aproximacio6 lineal de la derivada en dos punts successius,
Vixji1) — Vixj)

A )
i obtenim I’'anomenada aproximacio centrada de la segona derivada
Vi(xj) = V'(xj-1) N Vixje) —2V(x;) +Vixj-1)

h h?2 ’

amb error |€;| < Ch?, per a una C constant, que correspon a un métode de
segon ordre. Amb notacié simplificada,

0%V - Viei—=2Vi+ Vg
ox2 h2 ’

on V; denota la funci6 V (xj, ). Si substituim (4) a (1), obtenim les N equacions
diferencials

V'i(xj) =~

V//(xj) ~

4

0’V

1 .
572 +ﬁ(vj+l_2vj+vj_1)=0, Jj=1,...,N. )
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Aleshores, si reemplacem V(x,y) pel vector columna V = (Vy,...,VN)T,
podem escriure (5) en forma matricial com a
°v. 1
32 WQV =0, (6)
on Q és una matriu tridiagonal, és a dir,
0%V
0y* a -1 0 0 0 0 v
il -1 2 -1 0O 0 0 vl
o 110 -1 2 0 0 0 2
: "z N : =0, (7)
2
S 0 0 0 ... -1 2 -1 V‘fj*
2V 0 0 0 ... 0 -1 g N
0y?

on els valors q; i g, depenen de les condicions de contorna x = 0i x = a.
Si la condicié de contorn és de Dirichlet per 'esquerra (respectivament, per
la dreta), aleshores q; = 2 (respectivament, q,, = 2); si la condici6é de contorn
és de Neumann per I’esquerra (respectivament, per la dreta), aleshores q; = 1
(respectivament, g, = 1).

Per resoldre el sistema (6) d’equacions diferencials ordinaries (EDO) lineals
de segon ordre acoblades necessitem transformar-lo en un sistema d’EDO
desacoblades. Aleshores, la soluci6 és diagonalitzar la matriu Q. En aquest
sentit, notem que Q és simeétrica i, per tant, els seus valors propis Aj,...,Ayx
son reals. A més, el teorema de Gershgorin! ens assegura la no negativitat, ja
que han de complir |[Ax — 2| < 2, de manera que utilitzarem la notacio Ay =
wi per a k = 1,...,N. De fet, com s’explica a la subsecci6 3.2, la matriu
tridiagonal Q té tots els valors propis diferents, i dona lloc a una successié de
Sturm de polinomis ortogonals, els quals estan relacionats estretament amb
els corresponents vectors propis (vegeu, per exemple, Godsil [5, §8,5]).

Per tant, tenim que T'QT = D, on T és la matriu ortogonal (amb columnes
ortonormals corresponents als vectors propis de Q), és a dir, T™! = T7, i
D és la matriu diagonal dels valors propis de Q. Aleshores, Q = TDT" que, si
substituim a (6), ens dona

o0%v 1
— - —=TDT'V =0.
oy h?
Multiplicant per T (= T™'),
°T'V 1
5~ 7DTTV =0,
ay h
1 Recordem que el teorema de Gershgorin afirma que, donada una matriu A = (ajx) € M, (C),
si es defineixen els cercles Dy, ..., Dy amb centre a;; iradiv; = Zk?j lajkl, els valors propis de

la matriu A es troben en la unio6 dels D;.
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i utilitzant el potencial transformat V := T'V, tenim
02 1
0y2  h2

Per tant, obtenim N equacions diferencials ordinaries (en la variable ), del
tipus

)V 0. (8)

—7 1 ) ,
vj:ﬁwj‘ J=1,...,N,

. . . s s 2 UJ? wj
amb solucions (el polinomi caracteristic és s° = #, amb arrels 51, = £5%)
w;y w;y

h b

Vj:cxjeij+Bje*ij:Ajcosh + Bjsinh j=1,...,N. (9

Per trobar el vector de potencials per acada j = 1,..., N, només cal realitzar

la transformada inversa de V, o sigui,
V=TV.

Finalment, imposem les condicions de contorn i resolem les equacions
resultants per determinar les constants «;, 8, 0 Aj, Bj.

3 Diagonalitzacio de la matriu Q i ortogonalitat

3.1 Valors i vectors propis

Abans de resoldre un exemple concret, en aquesta seccié discutim la diagonalit-
zacio de la matriu Q i les propietats d’ortogonalitat involucrades. Els resultats
obtinguts, els valors propis Ay = wi i les matrius de vectors propis T = (Tjk),
es mostren a la taula 1, segons les condicions de contorna x =0ix = a.

Esquerra Dreta Tk Ak = Wi
P P 2 . Jkm i02 kTt
Dirichlet | Dirichlet N7 Sin ( T ) 4sin ( IN+Z )
o 2 oo (Jk=0.5)T 02 (((k=0.5)T
Dirichlet | Neumann \ Voo sm( NT05 ) 4sin ( N )
o = Oa)(k 0.5)1 02 ((k=0.5)7
Neumann | Dirichlet \ 555 Cos ( 05 ) 4 sin ( N )
\/7cos(“° kl)") sik>1 -
Neumann | Neumann 4sin® (450
= sik=1

TAULA 1: Components de la matriu T i valors propis Ay = wi segons les
condicions de contorna x = 01i x = a.
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Per al calcul procedim de la manera segiient. L’equacio a resoldre és

a -1 0 ... 0 0 O " "

-1 2 -1 ... 0 0 0 ul ul

0O -1 2 ... 0 0 O 2 2
col=A| |, (0

0 0 0 -1 2 -1 “5*1 ”LILH

0 0 0 0 -1 ar N N

d’on

(qr—Muy —ux =0, (11)
(Z—A)uj—uj,1=uj+1, j=2,...,N—1 (12)
(@r —M)uny —un-1 =0, (13)

on, per als valors usats de gq; i g, el teorema de Gershgorin i el fet que la
matriu és simetrica impliquen que els valors propis estan a l'interval [0, 4].
Per resoldre ’equacio en diferéncies (12) podriem usar la solucio u;j = s/,
pero s’obté un resultat més compacte amb u; = e¥/* (és a dir, agafant s = e'* =
cos & + i sin ). Si substituim aquest valor a (12) i dividim per e!/~D& gbtenim

el =(2-A)—e ™ = 2_-A=2cosa. (14)
Per tant, 'equacio caracteristica és
A =2(1-cosx) = 4sin’ (%) (15)

cosa que significa que, per a cada valor propi A, tenim dos possibles valors
de o

n()
®1,2 = *£2arcsin > )

Aixi, amb « = «1, la soluci6 general de la recurréncia és
uj = Aeli® 4 Be 1, (16)

Per trobar els possibles valors de les constants A, B, i «, imposem les
«condicions inicials» (11) i (13). Suposem que tenim condicions de Dirichlet per
la dreta i 'esquerra, és a dir, q; = q, = 2. (Els altres casos es resolen de manera
similar.) De la primera equacio, s’obté que

(2= A)u; — us = 2 cos x(Aet® + Be %) — Aei?X _ Be~i2x —
= A+B=0,

i 4 p—ia el _p—iat

on hem aplicat cosx = =——5—isinx = 2? . Per tant, B = —A i, llevat d'una
constant multiplicativa, podem suposar que

uj=sin(jx), j=1,...,N.
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D’altra banda, de (13) s’obté

(2 =A)u; —up = 2cos x(AeN® 4+ Be7IN®) _ ppiiN-Dax _ go=ilN-De) _
= sin((N +1)x) =0.

Per tant, els possibles valors de & son xx = %, perak=1,...,N,amb la
qual cosa obtenim els valors propis
Ak = 4sin (L) k=1,...,N (17)
k = 2 (N + 1) ’ - yrrey L]
els quals compleixen que A; < A» < --- < Ay, amb els respectius vectors

propis

oo 0 () o (7)o ()

Finalment, com que les columnes de T han de ser ortonormals, tenim

N

N . .
2 _ Y gip? Jk”):l (1_ (M)):...:N+1
o ngsm <N+1 2; OS\NT1 2

on hem usat que sin’x = %(1 — cos(2x)) i la suma d’'una série geometri-
. _ N . ,
ca z?’:l v) = % Concloem que les components de la matriu T son

2 . jkTT ,
Tjk:(ujk):1/N+1Sln<];]]+l), Jj,k=1,...,N, (19)

com s’indica a la taula 1.

3.2 Ortogonalitat

Considerem ara les propietats d’ortogonalitat que apareixen en el MOL, i les
comparem amb les corresponents del metode analitic. En primer lloc, notem
que, per ser una matriu simetrica, els elements de les subdiagonals de la
matriu Q = (q,x) satisfan g ;+14j+1,; > Opera j = 1,...,N i, per tant, do-
nen lloc a una familia de polinomis ortogonals pg, p1,...,pN-1 de variable
discreta.? Aquest és també el cas, per exemple, de la matriu quocient d’'un
graf distancia-regular, els polinomis ortogonals del qual corresponen als ano-
menats polinomis distancia. Els detalls d’aquesta aplicacio, i altres de tipus
combinatori, poden trobar-se a I'article de Camara, Fabrega, Fiol i Garriga [2].

2 Es a dir, polinomis ortogonals respecte d’un producte escalar discret en els punts d’una
malla x1,...,xy € R: (f,g) = 21;]:1 w;f(xj)g(x;) per auns certs «pesos» w; > 0. Els polinomis

ortogonals es poden obtenir amb el métode de Gram-Schmidt a partir de 1, x,x2,...,xN~1 amb
la normalitzaci6 adequada.
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Els polinomis pg, p1,..., PN-1 constitueixen una successi6é de Sturm (vegeu
Godsil [5, §8.5] o Chihara [3]) i satisfan una relaci6 de recurréncia de tres
termes (com a I'expressio (12))

Pi+1(x) = (2 = x)pi(x) = pr-1(x), k=1,...,N-2, (20)

inicialitzada amb po(x) = 1ipi1(x) =2 —x. Amés, pn(x) = 2—x)pn-1(Xx) —
pn-2(x) correspon al polinomi caracteristic de la matriu Q i, per tant, les seves
arrels son els valors propis Ag, amb vectors propis

u = (po(Ax), p1(A),...,pn-1(A)) T, k=1,...,N,

trobats anteriorment a (17) i (18) (aquests ultims llevat d'una constant multipli-
cativa). L’ortogonalitat esmentada s’obté respecte d'un producte escalar discret
en els punts de la malla A, Ay, ..., An, amb A; < A» < - - - < Ay. Per tant, un
cop normalitzem els vectors ug, és a dir, Uy = ui/|lugll, obtenim de nou els
elements de la matriu T donats a (19):

Tix=MV)j, Jk=1,...,N,

és a dir,

2 jkrr)_ pi-1(Ax) .
Tjx = N+1sm<N+1 = - J,k=1,...,N. (21)

(S p2aw)

Compareu les funcions propies de la primera igualtat de (21) amb les del cas
analitic (23). Observeu que (21) es pot entendre com la versi6 discreta de (23).

En aquest context, observem que el potencial transformat V = T"V no és
més que el vector de coeficients de Fourier obtingut en expressar V en termes
d'uns polinomis ortogonals (que, en els punts de la malla, tenen els valors
donats per cada fila de T).

Per exemple, en el cas de la matriu Q a (10) amb N = 51iq; = q» = 2,
s’obtenen els polinomis

po(x) = 1,

p1(x) = 2 — X,

p2(x) = x% —4x + 3,

p3(x) = —x3 +6x2% - 10x + 4,
pa(x) = x4 - 8x3 +21x2%2 — 20x + 5,

ps(x) = —x° + 10x* — 36x3 + 56x2 — 35x + 6.
Els valors propis de Q (les arrels de ps(x)) son:

AM=2-+3, Aa=1, A3=2, As=3, As=2++/3.
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Ala figura 2 es mostren les grafiques de p;(x), per a j = 0,...,4. Noteu les
paritats (parells i senars) d’aquests polinomis respecte de x = A3 = 2, induides
per les corresponents simetries de la matriu

V3/6  1/2 V3/3  1/2 J3/6
/2 1/2 0 /2 1/2
T=|v3/3 0 -V3/3 0 3/3
/2 -1/2 0 /2 -1/2
V3/6 —1/2 3/3 —-1/2 /3/6

L

NN ZE X

FIGURA 2: Els polinomis ortogonals p;(x) (de grau j), pera j =0,...,4.

4 Un exemple

Ara vegem com s’aplica el MOL a la resolucié d’un problema concret: resoldre
I'equaci6 de Laplace (potencial)

0’V 0%V
— + =5 =0,
ox2  oy?

amb condicions de contorn de tipus Dirichlet V(0,y) = V(a,y) = V(x,0) =0

iV(x,b) =100, amb a = b = 1 a la regi6 representada a la figura 3. També
volem calcular el valor del potencial en els punts indicats en aquesta figura.
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y
1 '
T
172 feeeee ..... I
1/4 - ...... e
1/I4 2 34 1 *

FIGURA 3: Regi6 on volem resoldre I'’equacié de Laplace amb el MOL.

La matriu Q té valors propis wi = 4sin® 2]’;% perak =1,2,...,N,ila

matriu de vectors propis T té components Tjx = ﬁ sin % (vegeu la taula 1).
Si escollim N = 15, resulta que h = Ax = 1—16, iles abscisses dels punts on

volem calcular el potencial s6n x4 = 1, Xs = 3 i X12 = 5.

De Vj = 33y TV, perai=1,2,...,N, obtenim la soluci6
Wiy oh @1V
Vi Ty T ... Tin\ [ A1Cosh > + Bisinh %
Vs Ty To2 ... Ton A, cosh wﬁy + B, sinh wﬁy
VN Tni Tne ... Inw

Ay cosh 5" + By sinh <5/

Ara, per determinar les constants A; i B;, imposem les condicions de con-
torn:

e V(x,0)=0=

Vi T11 T2 ... Tin A 0
Vo T Too ... Ton Ap 0
VN Tn1 In2 ... Tnn AN 0

donA;=0,peraj=12,...,N.
e V(x,1) =100 >

h @1

v T T ... Ty [Brsinhi 100
Va Tor T2 ... Ton || Bsinh %2 100
VN In1 In2 ... InN By sinh % 100
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FIGURA 4: Grafica dels potencials V;(y) = V(xj,»), amb x; = jhi
j=1,...,15peraV(x,1) = 100.

d’on
inh WL
BlSlnh h T11 Ti>» ... Tin ! 100 C1
B sinh 2 Ty T2 ... Ton 100 c2
BNSil’lh% Tn1 In2 ... TInN 100 CN
Per tant,
B =1 j=1,2,...,N
J Slnhwily’ y Ly ey -
Aixi, arribem a I'aproximacio \N/(x 7y y) de V(xj,y):
~ N w;y
V(Xj,y)=szkBkSinh< ;l >=
k=1
N
o () o ey o (57
= sin sinh | —— ],

la qual esta representada a la figura 4.
En els punts que ens interessen, els valors que s’obtenen amb el MOL
(calculats amb el programa de la secci6 7) son

V(5.3) =43.1008, V(3,3)=24.9644, V(3,})=6.7984
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que, comparats amb els valors calculats analiticament aplicant la férmula (24)
de la seccio 5,

V(5.3) =43.2028, V(3,3)=249999, V(3.})=6.7971, (22)

demostren ser bones aproximacions.

5 EIl metode analitic

Ara volem resoldre el problema anterior amb el metode analitic, per poder-lo
comparar amb el resultat obtingut amb el MOL. Es a dir, ja que podem coneéixer
la soluci6é analitica, emprem l’equaci6 de Laplace com a test pel métode de les
linies.

Considerem, doncs, de nou I’equaci6

0%V 2%v
VAL S
vev Ix2 + 37 0,
perax € (0,a) iy € (0,b), amb condicions de contorn

V(0,y) =V(a,y) =V(x,0) =0,
V(x,b) = f(x),

com es veu a la figura 5.

y
V = f(x)
b
V=0 V=0
0
X
V=0 a

FIGURA 5: Regi6 on volem resoldre ’equaci6 de Laplace amb el métode
analitic.

La soluci6 analitica s’obté per separacié de variables, és a dir, suposant
que el potencial és de la forma V(x,y) = X(x)Y(y), d’'on trobem que XiY
satisfan les equacions

X" (x) + w*X(x) =0,
Y' () - w?Y(y) =0.
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Imposant les condicions de contorn homogenies, resulta que w = wy = ’%T

perak =1,2,... iobtenim les funcions

X(x) = Bsin (%Tx) ,

Y(y) = Csinh (%Ty) ,
amb B i C constants. Per tant, les solucions del problema homogeni son:
Vi(x,y) = A sinh (%Ty) sin (I%Tx) . (23)

Considerem ara una solucié en forma de série

V(x,y) = > Agsinh (k—ny) sin (k—nx) )
Pt a a

FIGURA 6: Grafica del potencial V(x,y) enelcasa=b =1,V (0,y) =
Via,y) =V(x,0) =01iV(x,b) = 100.

Si imposem la condicié de contorn no homogénia
V(x,b) = f(x) = Z Ak sinh <k—b) sin (k—x>
k=1

i considerem que {sin(%"x) :k =1,2,...} és una base ortogonal a (0,a),
obtenim el corresponent desenvolupament en serie de Fourier de f(x), amb
coeficients

a
o = Ay sinh (k—nb> = EJ f(x)sin (k—nx> dx.
a a Jo a
Per tant, la soluci6 analitica és
y) (le’ )
sin| —x ).
b) a

Vix,y) = i 0<k sinh ((

S\’:TQ\:!
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Observem que les condicions de contorn iguals a zero a x = 0i x = a donen
solucions periodiques en sinus, mentre que les condicions de contorn diferents
ay =01y = b donen solucions no periodiques en sinus hiperbolics.

En I'’exemple anterior, utilitzant el MOL, consideravem el cas particular a =
b =11 f(x) = 100. En aquest cas, ara obtenim que «, = %S per a n senar
i &, = 0 per a n parell. Aleshores, la soluci6 analitica és

Z SN2k = DY) o0 ok — ymx),  (24)

400
Vi y) = s —1 sinh((2k — 1))
la representacio grafica de la qual es mostra a la figura 6.

6 Sobre ’error

Podem calcular ’error comés quan utilitzem el métode de les linies, simplement
amb la diferéncia entre els resultats obtinguts amb el MOL i el métode analitic.
De fet, se sap que, sota condicions generals de regularitat de les solucions,
Ierror del métode de les linies és de I'ordre de O(h?) (vegeu, per exemple,
Schiesser [8] o Zuazua [14, 15]).

Nosaltres estudiem primer el comportament de I'error en el cas de ’exemple
anterior (secci6 4). A la figura 7 es representen els errors de les aproximacions
deV(xj,y)peraj=1,...,8;per bé que N = 15, per simetria en les condicions
de contorn, hi ha set funcions d’error que se superposen a unes altres set.

3-

0.2 0.4 0.6 0.8

—1

FIGURA 7: Grafiques dels errors absoluts comesos en calcular el poten-
cial amb el metode de les linies en ’exemple de la seccidé 4 en compara-
ci6 amb el metode analitic (seccio 5).
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Observem que tenim 8 funcions d’error (per a x;=j/16, j=1,...,8) malgrat
que N = 15 perqueé, per simetria en les condicions de contorn, hi ha 7 funcions
d’error que se superposen a altres 7 (i en queda una sense superposar). Com
era d’esperar a causa de la discontinuitat en les condicions de contorn, els
errors s6n més petits quan som més a prop del centre de la grafica (és a dir,
per a xg = 1/2).

Per obtenir resultats més precisos, considerem ara un altre exemple més
senzill, el qual ens permet donar la solucié numerica amb una féormula tancada.
Aixi, suposem ara que les condicions de contorn sé6n V(0,y) = V(1,y) =
V(x,0) = 0, com abans, i que V(x, 1) = sinh(7r) sin(7rx). Aleshores, per trobar
la soluci6 analitica no cal fer I'altim pas del desenvolupament en série de
Fourier, i s’obté

V(x,y) = sinh(mry) sin(mrx), (25)

la grafica de la qual es mostra a la figura 8. Pel que fa al metode de les
linies, esmentem primer que aquest cas va ser resolt computacionalment per
Subramanian i White [10] utilitzant matrius exponencials, encara que sense
arribar a una expressio tancada. En canvi, les técniques descrites aqui ens
permeten obtenir la solucié compacta segiient

\N/(xj,y) = sinh[7 sinc(h)y ] sin(1x;), (26)
onxj=jh,j=1,...,N,isinc(x) = % Vegeu la figura 9. Notem que, com

que limy_gsinc(h) = 1,quan h — 0, j — o, i jh — x, aleshores \N/(xj,y) -
V(x,y), com era d’esperar. De fgt, en aquest cas és facil comprovar que, per
a cada y, l'error € = V(xj,y) — V(xj,») és de I'ordre de O(h?), com ja hem
comentat.

FIGURA 8: Grafica del potencial V(x,y) enelcasa=b =1,V (0,y) =
Via,y) =V(x,0) =01iV(x,b) = sinh(1r) sin(1rx).
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10

0 14

141210864 > 2 6 10

FIGURA 9: Grafica del potencial V;(y) = V(xj,¥), xj = jh, j=1,...,15,
per a V(x,b) = sinh(1r) sin(1rx).

7 Programa en MATLAB

A continuacio, escrivim en el llenguatge del programa MATLAB les instruccions
per calcular el valor del potencial en els tres punts interiors que es consideren
a I'exemple de la secci6 4.

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

AA=1;
BB=1;
N=15;
%Determinem el vector alpha
H=AA/(N+1);
LAMBDA=2*sin((1:N)*pi=0.5/(N+1));
ALPHA=LAMBDA/H;
%Calculem Ta matriu de transformacié
S=sqrt(2/(N+1));
T=zeros(N,N);
for J=(1:N)
for K=(1:N)
T(J,K)=S*sin(J*K=pi/(N+1));
end
end
V=100*ones(N,1);
C=inv(T)=V;
A=ALPHA’ ;
B=C./sinh(BB*A);
%Calculem V en els punts donats
V1=0; V2=0; V3=0;
for K=1:N
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V1=V1+T(4,K)*B(K)*»sinh(ALPHA(K)*=0.75);
V2=V2+T(8,K)*B(K)*sinh(ALPHA(K)*0.5);
V3=V3+T(12,K) *B(K)*sinh(ALPHA(K)*0.25);

end

>> diary

>> V1, V2, V3
V1 = 43.1008
V2 = 24.9644
V3 = 6.7984

>> diary off

8 Altres exemples resolubles amb el MOL

Finalment, detallem alguns altres exemples que es poden resoldre amb el
metode de les linies.

1. L’equaci6 de Laplace en la regi6é quadrada 1 x1 amb condicions de contorn:
(a) Dirichlet-Neumann.
(b) Neumann-Dirichlet.
(c) Neumann-Neumann.
(Els valors a utilitzar de la matriu T i els valors propis wi s6n a la taula 1.)

2. L’equacio6 de Laplace en coordenades cilindriques ng% + pg—‘; + g% =0,
amb les condicions de contorn V(p,¢) =0peraO<p <aiV(p,¢p) =V
per a a < p < b, amb la discretitzacié de la coordenada angular ¢. La

P
soluci6 analitica és V(p) = Vy EE;;

3. L’equaci6 d’ona %ZTZ - g% =q(x,t),amb0 <x <Li0O=<t<T,les
condicions inicials v(x,0) = fi(x) i %—f(x,O) = fo(x)pera0 < x < L,
la condici6 de contorn de Dirichlet v(0,t) = g1 (x) ila condici6é no local
f(f v(x,t)dx = go(x) pera 0 <t < T. A la taula segiient hi ha alguns
casos particulars amb la corresponent soluci6 analitica.

’L‘T‘ a(x,t) ‘ J1(x) ‘ S2(x) ‘ g1(t) ‘ g2(t) ‘ v (x, 1) analitica
114 0 0 mrcos(mrx) | sin(mrt) 0 cos(7rx) sin(rrt)
_ —t-1 —x—t
s Co(x - fe-x-t 0 o X 0 2te + xte
0 0 +te t xte Xt
% cos(1r(x +t))+
114 0 cos(1rx) 0 cos(trt) 0 1
+5 cos(mr(x —t))
2x5 + 2x3 — 2x2— s 3 o
- £(E-1) (x> +x° —x°)-
1|5] —(20x3 + 6x — 2)- 0 |-x>-x3+x2| 0 g )
2 S(tc—t)
(tc—1)
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9 Conclusions

El metode de les linies ha demostrat ser una bona eina per resoldre alguns
tipus d’equacions en derivades parcials amb condicions de contorn. Com que es
basa a discretitzar totes les variables excepte una, es pot utilitzar directament
en I’equaci6 de Laplace, la qual hem fet servir com a exemple illustratiu. Una
alternativa és aplicar el métode de les falses transicions, afegint una derivada
temporal i discretitzant les variables espacials. Si estem al pla xy, 'error
d’aquest métode alternatiu és de I'ordre de AZ + Ag,. Per tant, és millor aplicar
el metode semidiscret (o semianalitic), que és el que hem aplicat, i en el qual
hem vist que I'error és de I'ordre de AZ.

Per una altra banda, es pot estudiar com canvia l’error si, en comptes
de prendre linies equiespaiades, considerem linies situades als zeros dels
polinomis de Txebixov (els quals tenen un millor comportament respecte de
I’error). En aquest context, es pot consultar el treball de Youssef i Shukur [12].
Finalment, proposem el segiient problema obert: Estudiar les semblances i les
diferéncies entre el MOL i la integraci6 al llarg de les rectes caracteristiques de
I’equacio6 en derivades parcials de primer ordre aa—\t/ + CZ—K = f(x,t),amb ¢ > 0.
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The beginning of non-Euclidean geometry in Italy

Non-Euclidean geometry is probably one of the most revolutionary theories
of the 19th century. After remaining unnoticed for over 30 years, from 1860
it underwent a Renaissance process, which was driven by the work of two
mathematicians: Jules Hotiel and Giuseppe Battaglini.

This article is about the process of dissemination, development and acceptance
of the new geometry, focusing on the Italian context. In particular, we will show
that the contribution of G. Battaglini to this area goes far beyond the disclosure.
At the end of his article «Sulla geometria immaginaria di Lobatschewsky», we
find an unexpected coincidence between his description of the non-Euclidian
plane and the subsequent Beltrami’s disk model. Our purpose is to justify the
similarities between these two interpretations.

Keywords: history of geometry, non-Euclidean geometry, Hotiel, Battaglini,
Beltrami.
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The method of lines for numerical solutions of partial differential equations

In this paper, we describe a semi-discrete method for a numerical resolution of
a type of partial differential equations called the method of lines (MOL). This
method is based on the discretization of all but one of the variables of the
problem. We illustrate this method by solving the Laplace equation in Cartesian
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coordinates. We compare the concepts used by the MOL with respect to the
analytical method of variable separation. We show that the results obtained
with the MOL are very good approximations of the analytical solutions.

Keywords: partial differential equations, discretization of a continuous variable,
numerical analysis.
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Error detecting and correcting codes and some of their applications in the infor-
mation society

In digital transmissions of information from a sender to a receiver through
a channel, errors may occur. In this article, the most important concepts and
results of the theory of error detecting and correcting codes are discussed.
This theory studies efficient methods to guarantee accurate transmission of
information. First, some everyday examples of error detecting codes are descri-
bed, such as the codes included in DNI, ISBN, IBAN and EAN. Next, the classical
theory of error correcting codes is presented, particularly considering linear
codes and, within them, cyclic codes, which are more efficient for encoding.
The two most important families of cyclic codes, the BCH and Reed-Solomon
codes, which also make it possible to decode efficiently, are also described.
Lastly, two historical applications, in computer memories and the transmission
of photographs in space, and two more recent applications, in QR codes and
distributed storage, are shown.

Keywords: error detection, error correction, linear codes, cyclic codes, BCH,
Reed-Solomon, applications.
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