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L’inici de la geometria no euclidiana a Italia

MIRIAM ALCALA VICENTE

Resum: La geometria no euclidiana és, probablement, la teoria matematica més revo-
lucionaria del segle X1x. Després de passar desapercebuda durant més de trenta anys,
el 1860 s’inicia un procés de renaixenca, que va ser impulsat per la labor de dos
matematics, G. Jules Hotiel i Giuseppe Battaglini.

En aquest article tractarem el procés de difusio, desenvolupament i acceptacio
de la nova geometria, centrant-nos en el context italia. En particular, mostrarem que
I’aportacié de Battaglini en aquest camp va més enlla de la divulgaci6. Al final del
seu article «Sulla geometria immaginaria di Lobatschewsky» ens trobem amb una
inesperada coincidencia entre la descripcié que fa del pla no euclidia i el model del
disc donat més tard per Eugenio Beltrami. Ens proposem justificar la semblanca entre
les dues interpretacions.

Paraules clau: historia de la geometria, geometria no euclidiana, Hotiel, Battaglini,
Beltrami.

Classificacié MSC2010: 01A55, 51-03, 53-03.

1 Introduccio

Ens situem en el moment de la renaixenca de la geometria no euclidiana, que
es va iniciar a Europa I'any 1860. Aquest procés culmina amb la presentacio
del model del disc de Beltrami, el 1868, i del model projectiu de Klein, el 1871,
que van aportar les raons necessaries per admetre la validesa de la nova
teoria, ja que constitueixen una prova de la seva consisténcia relativa a la
geometria euclidiana o projectiva, respectivament. L’acceptacié de la geometria
no euclidiana va suposar un trencament amb el pensament matematic anterior
i va provocar una crisi en els fonaments de les matematiques, que no va ser
resolta fins a finals de segle amb la reformulaci6 de la geometria donada per
Hilbert. Podriem dir, doncs, que es tracta de la descoberta més transcendent
del segle X1X, no només en ’ambit matematic, siné també filosofic.
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L’objectiu d’aquest article sera veure com arriba, de la ma de G. J. Hotiel® i
G. Battaglini,? la nova geometria a Italia i el seu posterior desenvolupament en
els treballs d’E. Beltrami.? A la vegada, explicarem les diferents posicions en el
debat sobre la seva acceptacio.

La data, 1860, que ha passat a considerar-se el comencament d’aquesta
renaixenca ve donada per ser I’any en qué es comenca a publicar la corres-
pondeéncia de C. F. Gauss.* Les cartes del célebre matematic van desvelar que
s’havia ocupat durant molts anys del postulat de les paralleles, tot i no haver
publicat mai res,” i que les seves recerques coincidien amb les publicades per
J. Bolyai i N. I. Lobatxevski. No només aix0, també declara la seva aprovacio
i admiracio pels treballs dels dos geometres’ i s’inclina a acceptar la nova
geometria.8

1 Guillaume Jules Hotiel (Thaon, 1823 - Périers, 1886) va estudiar primer a Caen i després
a Rollin, abans d’ingressar a I’Ecole normale supérieure 'any 1843. En acabar el seus estudis
va ensenyar matematiques a diferents liceus fins que, el 1855, finalitza el seu doctorat en
mecanica celeste a la Facultat de Ciéncies de la Sorbona de Paris. El 1859 obté la catedra de
matematiques pures de la Facultat de Ciéncies de Bordeus, succeint Le Besgue, i donant classe
de calcul infinitesimal. A més de les seves aportacions en geometria, és destacable la seva feina
en la creacio i revisio de taules de calcul.

2 Giuseppe Battaglini (Napols, 1826 - 1894) va assistir a I’escola privada de matematiques de
Tucci i d’Angelis, deixebles de Fergola, on es va preparar per a 'admissi6 a la Regia Scuola di
Ponti e Strade, en la qual es va llicenciar ’any 1848. Dos anys més tard comenca com a alumne
en ’Observatori de Capodimonte, feina que aviat es veura obligat a deixar per negar-se a signar
la petici6 del rei Borb6 per abolir la constitucié. L’any 1854 es presenta al concurs per a una
catedra a la Universitat de Napols, sense aconseguir la placa. Donara, llavors, classes a I’estudi
de Tucci fins a 'expulsio dels Borbons I'any 1860, quan va passar a ocupar la nova catedra de
geometria superior a la Universitat de Napols. El 1871 es trasllada a la Universitat de Roma, fins
al 1885, quan torna a la de Napols.

3 Eugenio Beltrami (Cremona, 1835 - Roma, 1900) prové d'una familia de reconeguts ideals del
Risorgimento, per la qual cosa vivien una situacio dificil sota el govern austriac. Va comencar a
estudiar matematiques a la Universitat de Pavia, pero va haver d’abandonar els estudis abans de
llicenciar-se per qiliestions economiques. Obligat a treballar en feines administratives per a
I'enginyer Diday, descobreix la seva vocacié matematica i refa del tot la seva educacio cientifica.
El 1862, Brioschi el fa nomenar per decret professor extraordinari a la Universitat de Bolonya.
Un any més tard, E. Betti li ofereix la catedra de geodesia a la Universitat de Pisa. Degut a la
insisténcia de Cremona, que va ser el seu amic i mentor durant molts anys, torna a la Universitat
de Bolonya, el 1866, i es trasllada després a Roma, el 1873. Descontent a la capital i per la salut
de la seva dona, intentara un trasllat a la Universitat de Padua, que fracassa per 'oposici6 de
Cremona. L’any 1876 aconsegueix la catedra de fisica matematica a la Universitat de Pavia, on
trobara el seu amic Felice Casorati, pero la mort prematura d’aquest el fara decidir a tornar a
Roma el 1891.

4 La primera de publicar-se va ser la que mantenia amb Schumacher, editada per C. A. F. Peters
en sis volums que aparegueren entre els anys 1860-1865 [41].

5 Vegeu la carta de Gauss a Schumacher amb data 17.5.1831 editada per Peters, a [41, 1861,
vol. 2, p. 261] o a Werke [24, 1900, vol. 8, p. 212].

6 Hotiel, en la seva traduccio de I'article de Battaglini [5, p. 217], afirma a peu de pagina que,
de fet, seria més just anomenar a la teoria de les paralleles de Lobatxevski la teoria de Gauss, ja
que la correspondeéncia mostra que va ser el primer a inventar-la.

7 Vegeu, per exemple, sobre el treball de Janos Bolyai, la carta de Gauss a Gerling del 14.2.1832
(a Schaefer [45, p. 387] 0 a Werke [24, 1900, vol. 8, p. 220]), o ’escrita al pare de Janos, Farkas,
el 6.3.1832 (a Werke [24, vol. 8, p. 220-221], o a la transcripcio digitalitzada a https://gauss.
adw-goe.de). Sobre el treball de Lobatxevski, vegeu per exemple la carta a Schumacher del
28.11.1846 (a Peters [41, 1863, vol. 5, p. 246-247] o a Werke [24, 1900, vol. 8, p. 239]).

8 Gauss reconeix per primer cop que no troba res d’absurd en la hipotesi no euclidiana a la
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Gauss, deliberadament, no va fer publiques aquestes opinions; només les ha-
via compartit amb alguns amics i collegues interessats en la qliestio, conscient
que la comunitat matematica, fortament influenciada per la filosofia kantiana,
no acceptaria les noves idees.? Sense el suport de Gauss, les massa innovado-
res recerques de J. Bolyai i N. I. Lobatxevski no van tenir la repercussio que
calia esperar davant la solucié d’'un problema que havia mantingut ocupats els
matematics des de la mateixa aparici6é dels Elements d’Euclides.

Recordem que, en aquesta recopilacio, el matematic grec construeix tot el
coneixement geometric de I’época de manera rigorosa, fent servir la deduccio
logica i partint de cinc postulats o axiomes que havien de ser tan evidents que
ningut no en pogués discutir la veracitat. Pero la complexa redacci6 del cinque
postulat, el de les paralleles, que contrasta amb la senzillesa dels quatre ante-
riors, va portar a la creenca que es devia poder demostrar a partir dels altres, i
va passar a ser considerat com un teorema.'? Durant els segles posteriors molts
matematics van intentar demostrar el teorema sense éxit, arribant sempre a una
petitio principii, és a dir, en algun moment de la prova suposaven com a cert un
fet, aparentment evident, que en el fons era un enunciat equivalent al postulat.
En els seus treballs, independents, Bolyai i Lobatxevski parteixen de la negaci6
del postulat de les paralleles, i aconsegueixen construir un sistema geometric
sense cap contradiccio logica. D’aquesta manera, consideren que han provat la
impossibilitat de demostrar el postulat a partir dels anteriors, a la vegada que
han trobat una nova geometria possible diferent de ’euclidiana.'!

Aquest resultat desvelador va passar practicament desapercebut, en part,
perque els autors no es movien en els principals cercles académics, pero so-
bretot, com bé sabia Gauss, perque contradeia ’epistemologia de Kant. En la
seva Critica a la rao pura, Kant explica que no tot el coneixement prové de
I’'experiéncia, hi ha conceptes que séon innats a la raé humana. L’ésser huma,
en observar la realitat, organitza les seves percepcions en l'espai i el temps.
Aquestes son, doncs, dues condicions a priori de I'experiéncia sensible. La
geometria euclidiana, en descriure les propietats de I'espai, és un coneixement
a priori, és la nostra manera de percebre la realitat, per tant, és I'tnica geo-
metria possible. L’aparicié d’'una geometria basada en la negacié d'un axioma
i logicament coherent desmunta completament la visi6 kantiana del moén. La

seva carta a Gerling de 1'11.4.1816 (a Schaefer [45, p. 122], 0 a Werke [24, vol. 8, p. 168-169]), i
es mostra cada vegada més convencut en la correspondéncia posterior. Vegeu per exemple la
carta a Schumacher del 12.7.1831 (a Peters [41, 1861, vol. 2, p. 269] o a Werke [24, 1900, vol. 8,
p- 215-218)).

9 Abardia, Reventoés i Rodriguez, a «What did Gauss read in the Appendix?» [1], mostren que
Gauss intentava buscar una superficie que fes el paper d’esfera imaginaria en el seu estudi de
superficies corbes. Segurament, en no trobar-la, no es va decidir a publicar res sobre la qiiestio,
ja que no tenia una soluci6 convincent.

10 De fet, ja en temps d’Aristotil, hi havia discussions sobre el postulat de les paralleles. Aquesta
és probablement la ra6 per la qual Euclides va elaborar un enunciat tan complex i va decidir,
encertadament, incloure’l entre els axiomes. Vegeu l'article d’'Imre Toth «Non-Euclidean Geometry
before Euclid» [47].

11 ElI 3 de novembre del 1823, Bolyai escriu al seu pare: «del no-res he creat un univers nou».
Podem llegir la versio anglesa de la carta a Bonola [15, p. 98] i la traducci6 al catala a Una lectura
del Disquisitiones, de Reventds i Rodriguez [42, p. 110].
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realitat podria no ser euclidiana, després de tot. I encara que ho fos, només es
podria corroborar mitjancant I’experiéncia, veient quina de les dues geometries
s’adapta millor a la realitat sensible. Com diu Lobatxevski, «res no autoritza, a
part de les observacions directes, a suposar que en un triangle la suma dels
angles és igual a dos angles rectes».1?

La quiestié de les paralleles va caure en I’oblit i, durant els anys segiients,
el postulat va passar a considerar-se de la mateixa manera que la quadratura
del cercle o el moviment perpetu, problemes que s’han mantingut irresolubles
al llarg de la historia. La referéncia a aquests problemes classics'3 mostra, pero,
un canvi de mentalitat; entre els matematics es va comencar a instaurar la
idea que el cinque postulat no es podia demostrar a partir dels altres quatre,
cosa que va donar una certa predisposicié a acceptar les noves idees proposades
per Bolyai i Lobatxevski.

L’autoritat de Gauss va despertar rapidament I'interes per les poc conegu-
des obres d’aquests autors.'* Aviat van apareixer les traduccions franceses i
italianes, fetes respectivament per G. J. Hotiel i G. Battaglini.!> Aquests dos
matematics van impulsar el procés de renaixenca de la nova geometria, no
només amb les seves traduccions, sindé també amb la divulgacio i el suport que
van donar a les noves idees. El seu paper va ser fonamental en el posterior
desenvolupament de la geometria no euclidiana.

2 Context politic i social a Italia

Ens trobem en els ultims anys del Risorgimento (1815-1870), que va finalitzar
amb la unificacio dels diferents estats italians en un sol pais, sota el govern del
rei Victor Manuel. Molts matematics italians van participar en aquest moviment,
formant part de les revoltes contra el régim politic establert,'® i compartien
I'ideal de la construcci6é del nou estat. Amb la unificaci6, van passar a ocupar
carrecs a les noves institucions, des d’on es van poder implicar en les reformes
de I’educacio6 publica i la universitat que va iniciar el nou govern. Els matematics

12 «... j'ai ataché de prouver que rien n’autorise, si ce ne sont les observations directes, de
supposer dans un triangle rectiligne la somme des angles égale a deux angles droits...» A
«Géométrie imaginaire» [36, p. 295].

13 Vegeu R. Baltzer, Die Elemente der Mathematik [3, p. 111], i G. J. Hotiel, «Quelques réflexions
au sujet de la ligne de longueur minimum sur la sphére» [28, p. 78].

14 Voelke, a [48, p. 50], assenyala les cartes de Gauss a Schumacher amb dates 28.11.1846 i
12.7.1831 (a Peters [41, 1863, vol. 5, p. 246-247 i 1861, vol. 2, p. 269] o a Werke [24, 1900, vol. 8,
p- 238-239 i p. 215-218]) com els principals desencadenants de la renaixenca de la geometria no
euclidiana; Battaglini es refereix, a més, a la del 17.5.1831 (a Peters [41, vol. 2, p. 258-261]) en la
seva carta a Genocchi del 14.5.1867, a [19, p. 167-168]. El pes de I'opini6 de Gauss ve confirmat
pels comentaris de Baltzer en el prefaci de Die Elemente der Mathematik |3, p. 111], i de Hotiel en
Sur I'axiome X1 d’Euclide [27, nota VI de 'apéndix, p. 72].

15 El 1866 es publica la traduccié del Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Paralle-
llinien de Lobatxevski al frances [37], i 'any segiient la de la «Pangeometria» a I'italia [38]. Les
traduccions de I’ Appendix de Bolyai, francesa [14] i italiana [13], sén de 1868.

16 Per exemple, Cremona va participar en la defensa de la Republica de Venécia fins a la seva
rendicié 'agost del 1849; Brioschi va lluitar a les Cinc Jornades de Mila, en les quals els habitants
insurgents van vencer les tropes ocupants del govern austriac; Betti va pertanyer al batallo dels
universitaris pisans a la batalla de Curtatone i Montara el 1848; i Beltrami va ser acomiadat de
I’administraci6 ferroviaria lombardovéneta el 1859, per les seves idees politiques.
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més influents en ’ambit politic van ser Luigi Cremona (1830-1903),!7 Francesco
Brioschi (1824-1897) i Enrico Betti (1823-1892).18

El Govern va crear també nous centres de recerca i noves catedres, com
les de geometria superior, assignades per reial decret a Cremona a Bolonya
i a Battaglini a Napols. Van aparéixer escoles técniques destinades a formar
enginyers, com el Politecnico di Milano, fundat per Brioschi el 1863, i la Scuola
di Applicazioni per gli Ingegneri a Roma, dirigida per Cremona, on també
van donar classe Battaglini i Beltrami. La darrera formava part del projecte
de convertir la recent proclamada capital en el principal centre cientific i de
formaci6 del pais. Amb aquesta idea es va crear també una escola normal
per formar professors,'? i es va cridar els personatges més illustres i reputats
a treballar a la universitat. Roma, pero, no es va acabar imposant com a centre
de recerca matematica a Italia.?°

El projecte per promoure el desenvolupament de la matematica va seguir
diverses linies d’actuacio,?! entre les quals la internacionalitzaci6 de la recerca
italiana. Amb aquest proposit, allotjats a casa de Placido Tardy, a Génova, en
les vacances de Pasqua del 1858, es troben Genocchi, Betti i Brioschi; els darrers
es van coneixer en aquell moment. La reuni6 era per parlar de la nova revista
Annali di Matematica Pura ed Applicata, que es comencaria a editar aquell
any. Amb I'entrada dels tres matematics en la direccio, la publicacio havia de
substituir els Annali di scienze matematiche e fisiche, que es publicaven des
del 1850 sota la direcci6 de Barnaba Tortolini i que ja difonien gran part de la
recerca feta a Italia. L’objectiu era mantenir els matematics informats també
sobre la recerca que es duia a terme fora del seu pais, iniciant una feina
de traduccio i divulgacio de les principals obres europees. La iniciativa era
compartida pel Giornale di Matematiche, dirigit per Battaglini a Napols, que es
va convertir en la principal via de difusi6 de la geometria no euclidiana.

En la trobada, Betti, Brioschi i Genocchi projecten fer un viatge a les prin-
cipals universitats estrangeres. Pretenen, principalment, conéixer les ultimes
novetats en recerca per tal de publicar-les a la nova revista i posar-les a I’abast
dels matematics italians, aixi com presentar les investigacions dels darrers.
Al viatge, hi va acabar anant Felice Casorati (1835-1890), llavors assistent de
Brioschi, en lloc de Genocchi, i van visitar, entre els mesos de setembre i novem-
bre, les principals universitats de Franca i Alemanya, paisos de considerable
tradicio en la formaci6 de grans matematics. A Alemanya, van anar a Gottingen,
on van coneixer Dedekind i Riemann, pero no els va ser possible trobar-se amb
Dirichlet. També van viatjar a Berlin, on van coneéixer Weierstrass, Kummer i
Kronecker, a Leipzig i a Dresden. A Paris, van coneixer Bertrand i Hermite, pero
malauradament no van poder trobar-se amb Liouville.

17 Va ser senador, ministre d’Instruccié Publica i vicepresident del Senat.

18 Tots dos van ser diputats, senadors i secretaris generals del Ministeri d’Instruccié Publi-
ca. La seva collaboraci6 és considerada el principal potenciador del desenvolupament de les
matematiques postunitaries, vegeu «New perspectives on Beltrami’s life and work» [46, p. 469].

19 Vegeu la carta de Beltrami a Hotiel, Bolonya 8.10.1873, a [12, p. 176].

20 En les cartes de Battaglini a Hotiel s’evidencien els problemes que sorgiren; vegeu, per
exemple, la del 25.1.1872, a [19, p. 126-127].

21 R. Tazzioli enumera les linies d’actuacié que es van dur a terme a «New perspectives on
Beltrami’s life and work» [46, p. 469].
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Betti queda forca impressionat de la trobada amb Riemann. De seguida
va traduir la seva Inauguraldissertation, del 1851 [43], i es va encarregar de
promocionar les seves idees. Entre els dos matematics va sorgir una gran
amistat i Riemann va passar llargues temporades a la Universitat de Pisa
convidat per Betti. Durant aquests anys, Beltrami era professor de geodésia
a la mateixa universitat pero, com confesa a Hotiel,%? en les seves freqiients
xerrades, Riemann mai no va parlar de les innovadores idees exposades a la
seva memoria postuma.?3

Els matematics italians van mantenir el contacte amb les universitats estran-
geres i es van esforcar a enviar-hi els joves a especialitzar-se. Va ser, per
exemple, el cas de Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) i Luigi Bianchi (1856-
1928), que van assistir a les classes de Klein a la Universitat de Munic, o Ulisse
Dini (1845-1918), alumne de Betti, que va estudiar un any a Paris amb Hermite.

Els esforcos per potenciar la investigacié van comportar I’'obertura de nous
camps de recerca i van propiciar un entorn cientific que aconsegui formar
una nova generacié de matematics italians reconeguda internacionalment. Per-
tanyen a aquesta generacio, a cavall entre els segles X1X i XX, Ricci-Curbastroi el
seu deixeble Tullio Levi-Civita (1873-1941), formats a la Scuola Normale Supe-
riore de Pisa, dirigida per Betti. També va ser molt destacable I’escola italiana
de geometria algebraica, iniciada per Corrado Segre (1863-1924) i Eugenio Berti-
ni (1846-1933) seguint la linia dels treballs de Cremona, que té com a maxims
representants Guido Castelnuovo (1865-1952), Federigo Enriques (1871-1946),
Francesco Severi (1879-1961) i Giuseppe Veronese (1854-1917).

La reforma en I’educaci6 va portar a una revisio de I'’ensenyament de les
matematiques a les escoles. Seguint les indicacions de Cremona, el 1867, el
ministre d’educacié proposa tornar a utilitzar els Elements d’Euclides per
ensenyar la geometria.’* Aquell mateix any, Betti i Brioschi publiquen una
revisio dels Elements [11], amb alguns comentaris i una serie d’exercicis al final
de cada llibre,?> pensat perqué es fes servir com a llibre de text. El manual
seguia un estil purament euclidia, conservant el llenguatge caracteristic i sense
fer s de l'algebra o de l'aritmetica. La seva intenci6 era contraposar-se als
tractats comuns que seguien la linia dels Elements de Legendre.? L'us de
metodes exclusivament geometrics havia estat reivindicat per Hotlel a I’Essai
critiqgue,?” que insistia en la necessitat d’abandonar la metodologia de Legendre
en considerar que els procediments moderns que s’introdueixen son del tot
innecessaris en 1'exposicio.

22 Vegeu la carta de Beltrami a Hotiel, Bolonya 4.12.1868, a [12, p. 69].

23 Es tracta de I’Habilitationsvortrag, la dissertaci6é feta per Riemann, el 1854, per obtenir la
qualificacio postdoctoral necessaria per donar classe a les universitats alemanyes, titulada «Uber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen» [44]. La memoria es va publicar per
primer cop el 1868, dos anys després de la mort de Riemann.

24 Estratto dal Decreto Coppino (10.10.1867), Supplemento alla Gazzetta Ufficiale del Regno
d’Italia, Florencia 24 d’octubre de 1867.

25 Segons explica Forti a Hotiel a la seva carta del 3.12.1867, que es troba al Dossier Hotiel dels
Archives de I’Académie des Sciences de Paris.

26 Tal com els mateixos autors especifiquen al prefaci [11, p. VI-vII].

27 Hotiel exposa les seves opinions sobre com hauria d’estructurar-se ’ensenyament de les
matematiques a la nota Réflexions sur I'enseignement de la géométrie éléementaire de 'apendix de
I’Essai critique, a [27, p. 81-85] 0 a [32, p. 88-91]. Al seu manual, Betti i Brioschi es refereixen al
treball de Hotiel en diverses ocasions.
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El text no va tenir, pero, una bona acceptacio entre el professorat, degut a la
seva complexitat i a la manca d’aportacions didactiques, i va passar a engrandir
la discussid, encetada pel decret ministerial, entre partidaris i detractors de fer
servir els Elements com a llibre de text. Els primers defensaven el rigor d’Eu-
clides, que consideraven perdut, i creien que era una bona manera d’ensenyar
el raonament logic. Els segons el consideraven antiquat, perqué no incloia els
descobriments recents que s’havien fet en aquesta disciplina, i pel llenguatge
complicat que s’hi utilitza.

La polémica es va revifar amb la traduccié de la memoria de J. M. Wilson,
«Euclid as a text-book of elementary geometry»,?8 publicada al Giornale di
Matematiche sota la signatura R. R., darrere la qual s’amagava el professor
Raffaele Rubini, de la Universitat de Napols.2? L’escrit fa una critica contundent
del text d’Euclides i conclou que és «antiquat, artificial, illogic i inapropiat»
com a llibre per a ’ensenyament.3° La reaccio dels partidaris del text d’Euclides
no es va fer esperar. Battaglini publicara al Giornale la replica de Brioschi i
Cremona, defensant la mesura governamental [16] i un fragment de la carta que
va rebre de Hotiel [29]. Tot i aixi, sembla que I'editor compartia més les opinions
de Rubini.?! En les seves cartes a Hoiiel, Battaglini accepta la necessitat del
rigor 1ogic i que cal desenvolupar els conceptes sense recorrer a I’algebra,3?
pero també diu que el text d’Euclides s’hauria de fer servir només en «primer
lloc», sempre suposant que se li donés un format modern i que fos rectificat en
alguns punts.33 Creiem que el que en realitat esta dient, amb molta diplomacia,
és que considera el text antiquat i que el troba insuficient per a coneéixer en
profunditat la geometria, segurament pensant en els nous descobriments. La
nostra interpretacié es confirma en la carta que el napolita escriu a Genocchi,
on es mostra contundent en el seu desacord amb 1'iis del text d’Euclides:

. non ho ritegno a dire che, con tutto rispetto pel merito dell’Euclide, ritengo
i suoi Elementi come libro inadatto all’insegnamento, tanto se si ha in miral
I’lammaestramento nella Geometria (per la poverta di quel libro) quanto se si
riguarda il solo lato educativo, poiché credo che quel libro sia piu adatto ad
addormentare la mente dei ragazzi, che a svolgere le loro facolta.3*

[... notincreserves a dir que, amb tot el respecte pel mérit d’Euclides, considero
els seus Elements com a llibre inadequat per a I’ensenyament, tant pel que fa
al coneixement de la Geometria (per la pobresa d’aquest llibre) com si es mira
només el canté pedagogic, ja que crec que aquest llibre és més adequat per
adormir la ment dels nois que no pas per desenvolupar les seves facultats.]

[Battaglini a Genocchi, 7.2.1869]

28 The Educational Times, 1868, p. 125-128.

29 Tal com revela Forti a Hotiel a la seva carta, Pisa 25.2.1869, que es troba al Dossier Hotiel dels
Archives de I’Académie des Sciences de Paris.

30 Vegeu la traducci6 de Rubini, a [49, p. 368].

31 Segons diu Beltrami en la seva carta a Hotiel amb data Bolonya 23.1.1870, a [12, p. 126-127].
32 Carta de Battaglini a Hotiel, Napols 19.7.1871, a [19, p. 116].

33 Carta de Battaglini a Hotiel, Napols 2.2.1869, a [19, p. 78].

34 A [19, p. 169-170].



12 Miriam Alcala Vicente

Aquesta declaraci6 pot semblar molt radical en aquest context, pero si
pensem que el llibre anava destinat a estudiants d’institut d’entre 10 i 15 anys,
la posicio de Battaglini se’ns revela forca equilibrada.

Més endavant, Beltrami, qui comparteix la posici6é de Cremona,3° en formar
part d’algunes inspeccions als instituts, tindra ’oportunitat de coneixer els
resultats que estava tenint la mesura del govern, i valorar que els professors
reticents a canviar de metode eren del tipus que només demanen estereotipar
I'’ensenyament. A la vegada, es queixa de la manca de manuals de qualitat des
del punt de vista cientific i didactic i de la poca preparaci6 del professorat
de les escoles secundaries.36 Conscients d’aquests problemes, els matematics
italians es van ocupar en la traduccié de manuals europeus i en la creacio
de nous. També s’instauraran, I’any 1875, les escoles de magisteri per tal de
donar coneixements actualitzats al professorat i un entrenament apropiat en
quiestions pedagogiques.

3 El paper de G. J. Holiel

En la recerca historica, la correspondencia entre els protagonistes té un interes
especial. En les seves pagines s’expressen intuicions encara no concretes, es
plantegen i es resolen dubtes, se segueixen discussions... en definitiva, ens
permeten coneixer els pensaments dels matematics de la seva propia ma. La
figura de G. Joules Hoitiel es revela, per aquesta rad, molt rellevant en la historia
de la geometria no euclidiana. El frances es cartejava amb una llarga llista de
matematics, molts d’ells italians, i es conserva una gran quantitat de cartes
rebudes per Battaglini i Beltrami.3”

La seva contribuci6 és reconeguda per les traduccions de les obres de Bolyai
i Lobatxevski, amb les quals va introduir la nova geometria a Franca. També
va mantenir els matematics francesos informats sobre el desenvolupament
de la quiesti6 traduint els treballs de Battaglini, Beltrami i Klein. Pero la seva
aportacio no és només la de divulgador; els seus escrits sobre els fonaments
de les matematiques proporcionen un suport filosofic per acceptar la nova
geometria. De fet, Hotiel va ser el principal difusor i defensor de la geometria
no euclidiana a Franca, on, en general, es van rebre amb bastanta apatia i
reticencia. La reacci6 dels matematics francesos es devia a la gran influencia
d’A.-M. Legendre (1752-1833), qui havia presentat una prova nova del postulat
a cadascuna de les successives edicions dels seus Eléments de géométrie, la
primera del 1794.

Els anys com a professor d’institut van portar Hotlel a interessar-se per la
geometria elemental i pel seu ensenyament. Veient una debilitat axiomatica en
els tractats de geometria, en I’«Essai d'une exposition rationnelle des principes
fondamentaux de la géométrie élémentaire» [26], del 1863, es proposa revisar
els fonaments per establir una base solida sobre la qual construir aquesta
disciplina. Els Essai critique del 1867 i del 1883, [27] i [32], seran versions més

35 Vegeu la carta de Beltrami a Hotliel amb data Bolonya 23.1.1870, a [12, p. 126-127].

36 Vegeu la carta de Beltrami a Hotiel amb data Bolonya 12.6.1870, a [12, p. 141-142].

37 Les cartes rebudes per Hotiel es troben al Dossier Hotiel dels Archives de ’Académie des
sciences de Paris, tret d’algunes d’inedites que vam poder consultar a la Biblioteca Municipal de
Caen i que actualment es troben a la Biblioteca Alexis de Tocqueville del mateix municipi.
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completes d’aquest primer treball, en que ja parlara de les aportacions de
Lobatxevski i Bolyai sobre la teoria de les paralleles.

Les primeres reflexions de Hotiel sobre la geometria de Lobatxevski les
trobem en unes anotacions fetes en el sobre d’'una carta timbrada I’any 1866,
que es troba intercalat a les pagines d'una versio de I’Essai.3® Hoiiel va conéixer
'existéncia dels treballs del geometra rus i de Bolyai per R. Baltzer,3° qui havia
introduit per primer cop les nocions no euclidianes a un tractat de geometria
elemental.? El juliol d’aquell any, ’alemany li escriu per proposar-li divulgar a
Franca aquestes idees desconegudes.*! Hotiel publicara de seguida els Etudes
géométriques sur la théorie des paralléles de N. 1. Lobatxevski [37]. La traduccio
de I’Appendix de Bolyai [14] trigara, en canvi, un parell d’anys, degut a les
dificultats que hi havia per fer-se amb un exemplar. Va ser gracies a ’arquitecte
hongarés Franz Schmidt*? que va aconseguir-ne dues copies, i en va enviar una
a Battaglini.*?® Schmidt havia trobat, per casualitat, una copia de 1'Essai del 1863
i, volent continuar amb els seus estudis de matematiques, li va escriure per
demanar-li consell. En la seva resposta, Hotiel li demana ajut per aconseguir la
rara publicaci6 dels Bolyai i material per a les seves biografies, que va acabar
escrivint el mateix Schmidt.

Manuscrit dels Etudes géométriques. Archive Hoiiel,
Biblioteca Alexis de Tocqueville, Caen.

38 Brunel situa el manuscrit a la biblioteca universitaria de Bordeus, i transcriu les anotacions
del sobre a [18, p. 25-31].

39 Com explica en aquest manuscrit i a 'Essai critique [27, p. VII].

40 En la segona edici6 de Die Elemente der Mathematik [3].

41 Carta de Baltzer a Hotiel 19.7.1866, citada per Voelke a [48, p. 60, n. 3].

42 Vegeu la nota del traductor a La science absolue de I'espace [14] i la biografia de Hotiel escrita
per Halsted [25, p. 100-101].

43 Vegeu les cartes de Battaglini a Hotiel, Napols 13.6.1867 i 17.6.1867, on li agraeix que les
hagi enviat, a [19, p. 66-67].
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Al contrari que la comunitat cientifica del seu pais, Hoiiel accepta immedia-
tament la geometria no euclidiana. La seva predisposicié a favor de les noves
idees prové de la seva recerca sobre els fonaments, que ja I’havia portat a creu-
re que el postulat de les paralleles no es podia demostrar. A ’Essai del 1863
valora que, si les recerques de tants «esperits eminents» no havien arribat a cap
resultat satisfactori, era, probablement, perqué estaven escometent un «proble-
ma irresoluble».#* En 'opuscle de Lobatxevski veura confirmada definitivament
aquesta impressio.*>

En els seus treballs, Hoiiel assenyala que s’esta partint d'un «fals punt de
vista metafisic» en considerar que la geometria és una ciéncia de raonament
pur,*6 i que 'experiéncia si que intervé en la tria dels axiomes. Les propie-
tats geometriques se’ns revelen per mitja dels sentits, pero com que algunes
ens resulten tan clares, hem acabat creient-les innates a l'intellecte huma i
declarant que s6n axiomes a priori. Les ciéncies exactes es basen en primer
lloc en I'observaci6, que ens permet establir, per induccio, les lleis i principis
«indefinibles i indemostrables» a partir dels quals es deduiran, mitjancant la
logica, fets nous.*” Partir del reconeixement que la geometria no és una ciéncia
a priori suposa una diferéncia epistemologica fonamental per poder acceptar
la teoria de Lobatxevski, ja que significa que I’euclidiana no ha de ser I'iinica
geometria possible.

Hotiel continua admetent que, en partir de ’observacié experimental, que
no és d’'una exactitud rigorosa, es podria donar el cas que es triés un axioma
equivocat. L’error el reconeixeriem quan, en seguir les deduccions logiques,
arribéssim a resultats que estan en «desacord amb la realitat objectiva».48
Aquesta és, precisament, la situacio en la qual ens trobem quan es pren com
a axioma la negaci6 del postulat de les paralleles, cosa que porta a concloure
que la geometria no euclidiana és fisicament falsa. Pero, puntualitza Hoiiel,
aixo no vol pas dir que no sigui «absolutament certa». El que realment importa
en una ciencia racional i abstracta és que els axiomes inicials, que poden ser
triats arbitrariament, siguin compatibles, és a dir, no contradictoris entre ells, i
independents els uns dels altres, garantint a més, que el nombre seleccionat
sigui el minim possible. Qualsevol ciéncia construida amb aquesta base i que
obté els seus resultats seguint la deduccio6 logica és certa des del punt de vista
abstracte, tot i que no concordi amb els fets reals que pretenia representar.*®
Ara bé, si el que es vol és aplicar aquesta teoria cientifica a una determinada
realitat i que condueixi a resultats practics, llavors els principis s’han de triar
en conformitat a aquesta realitat observada. La geometria no euclidiana és,
per tant, certa, pero com que no sembla que es pugui aplicar a I’espai que ens

44 En la introducci6 [26, p. 171].

45 Vegeu la carta de Hotiel a De Tilly del 21.2.1875, citada per Voelke a [48, p. 61].

46 Introduccio6 de I'«Essai» del 1863 [26, p. 171-178].

47 Du réle de I'expérience dans les sciences exactes, la nota es recull a I'apéndix de la segona
edici6 de I'Essai critique, 1883 [32, p. 63-70].

48 Du réle de I'expérience [32, nota I de I'apéndix, p. 63].

49 Du réle de I'expérience [32, nota I de I'apéndix, p. 66]. Vegeu també els fragments de les
cartes de Hotiel a De Tilly, amb dates 9.12.1873 i 4.1.1873, citades per Voelke, a [48, p. 71].
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envolta, ’'hem de considerar com una teoria abstracta que només existeix al
nostre pensament,®® el seu interés és purament filosofic.>! Es a dir, Hotiel fa
una distincio clara entre la consisténcia logica d’una teoria abstracta i la seva
validesa experimental.>?

4 La geometria imaginaria de G. Battaglini

La labor de Giuseppe Battaglini com a difusor de la geometria no euclidiana
a Italia ha estat sovint reconeguda pels historiadors. Va traduir les obres de
Lobatxevski i Bolyai, que li va proporcionar Hoiiel,>? i sota la seva direccio,
el Giornale di Matematiche era la revista que més articles publicava sobre
la qiiesti6. Pero, com veurem, la seva contribucié al desenvolupament de la
geometria no euclidiana va molt més enlla.

Battaglini mostra un rapid interés per les idees de Lobatxevski i accepta
immediatament la nova geometria, entrant en conflicte amb els seus collegues
a la facultat de Napols, on la rebuda no va ser gens favorable. En la seva carta a
Genocchi per informar-lo sobre la nova geometria, escriu:

. sono in guerra con tutta la facolta di matematica di Napoli, per essermi
fatto propugnatore di queste nuove idee. .. >*

[... estic en guerra amb tota la facultat de matematiques de Napols, per
haver-me fet defensor d’aquestes noves idees...]

Aquestes posicions oposades es fonamentaven en les dues tendencies fi-
losofiques que llavors coexistien a la universitat, el positivisme de Comte i
'idealisme absolut de Hegel.>>

El suport inqiiestionable a la nova geometria per part de Battaglini, que
trobem en la correspondéncia, malauradament no ve acompanyat d’arguments
que el justifiquin. Les seves raons se’ns desvelaran, pero, en entendre les idees
implicites en el seu article «Sulla geometria immaginaria di Lobatschewsky»,%
publicat poc després de traduir Lobatxevski, i en algunes linies de les seves
cartes.

50 Lobatxevski va arribar a aquesta mateixa conclusi6 després de realitzar una série d’experi-
ments per comprovar si en la realitat es complia el postulat de les paralleles o la seva negacio, i
per aixo va posar a la nova geometria el nom de geometria imaginaria.

51 Sur I'axiome X1 (dit postulatum) d’Euclide, Essai critique, 1867 [27, p. 77-78] 0 1883 [32, p. 85].

52 D’aquesta diferéncia en parla a la carta a De Tilly amb data 21.8.1876, citada per Voelke a
[48, p. 70-71].

53 Vegeu les cartes de Battaglini a Hotiel escrites entre abril i juliol del 1867, a [19, p. 66-67], i
les del 21.07.1867, 23.11.1867, 2.4.1868, 1.8.1868, a [2, p. 211-212, 214-216].

54 Battaglini a Genochi, Napols 14.5.1867, a [19, p. 167-168].

55 El positivisme d’August Comte creu en el metode cientific com a via de coneixement, basat
en la percepcié objectiva i la induccié. D’altra banda, la filosofia de Hegel té un concepte de I'a
priori proxim al de Kant.

56 Es publicaran a Rendiconti dell’Accademia delle Scienze di Napoli, vol. v1 (1867), 157-173 i al
Giornale di Matematiche [4].
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El 1854, en la seva carta de presentacio a Betti, Battaglini havia expressat
que creia que la geometria projectiva és la teoria més general, i que amb ella
es tenen tots els mitjans per estudiar les propietats de 1'espai.>” De fet, el
napolita va ser, junt amb Cremona, dels primers italians a interessar-se per
la projectiva. En el debat entre partidaris del metode sintétic o de I'analitic,
Battaglini s’inclina pel procediment analitic, seguint la linia dels seus mestres
a I’Escola de Ponts i Camins, Tucci i De Angelis, que es contraposava a la
forta tendencia sintética que s'imposava a la Universitat de Napols degut a
la influéncia de I'escola de Fergola. Comparteix, doncs, la mateixa posicio que
Riemann i Beltrami, o en el cas concret de la projectiva, que Mobius i Pliicker.
Aixi, en el seu article «Sulla geometria immaginaria», es proposa estudiar
la geometria imaginaria de Lobatxevski fent servir les eines de la geometria
projectiva i seguint una metodologia analitica. Aquest plantejament mostra per
primer cop la possibilitat de considerar la nova geometria com a inclosa en la
projectiva.

La principal dificultat que un es troba en la lectura de I'article és la complexi-
tat de la seva exposicio, que ha fet que se li atribuis falta de rigor. Per exemple,
el seu alumne D’Ovidio valora el procediment com a «més felic que rigoros»>8
i el mateix Battaglini reconeix a Hotiel que caldria que el desenvolupés amb
més claredat.>® En una opini6é més recent, Voelke qualifica el raonament de
«matematicament insatisfactori» i considera que esta «seriosament hipotecat
des del principi».® El seu argument és que la deduccid, que exposarem a conti-
nuacio, de la formula (1), a partir de la qual Battaglini dedueix gran part dels
seus resultats, és incorrecta.

sinh mw _ /\smMQ 1)

sinh wn SinQN "’

Mencionem primer que l'article s’inicia partint de la rotacié d’una recta Q
entorn a un punt p. La funcioé F(z) que expressa aquesta rotacio ha de ser
periodica i compleix, a més, la propietat F(x + ) = F(x)F(y), és a dir, és una
funci6 exponencial. Per tal que la funcié exponencial sigui periodica cal prendre
I'exponencial complexa F(z) = e*Z, introduint aixi la variable complexa com
Lobatxevski. Les funcions circulars les definira fent servir el desenvolupament
de Taylor de la funcié exponencial.

Battaglini considera, llavors, el sistema de punts w de la recta L i les
corresponents rectes Q) que els uneixen amb un punt p, exterior a la recta.

57 Vegeu la carta de Battaglini a Betti, Napols 8.11.1874, a [19, p. 179-180].

58 «In verita piu felice che rigoroso puo dirsi il procedimento del Battaglini». A [21, p. 588].

59 «Je sais que ma Note sur la Géométrie de Lobatschewsky aurait besoin d’étre plus clairement
développée.» Battaglini a Hotiel, Napols 6.8.67, Biblioteca Alexis de Tocqueville, Caen; transcripcio
al2, p.212].

60 Voelke és qui ha aprofundit més en I'analisi de I'article «La méthode de Battaglini est
mathématiquement insatisfaisante», a [48, p. 75]. «La méthode de Battaglini est sérieusement
hypothéquée des le début», a [48, p. 77].
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FIGURA 1: Representacio de la situacio descrita per Battaglini.

Prenent dues posicions fixades dels punts n i m i les respectives rectes M
i N, com es mostra a la figura 1, s’obtenen les bijeccions segiients:®!

w sinh mw ()
sinhwn ’
sin MQ

«— ——— =1 R(Q
sin QN (@),

w — Q.

La composicié d’aquestes funcions ens dona una bijecci6 entre les dues raons,
que ens porta, segons Battaglini, «evidentment», a la relacio:

r(w) = AR(Q),

és a dir, a la formula (1).

Certament, ’equaci6 planteja més dificultats de les que accepta Battaglini.
El mateix Hotiel es va encallar en aquest punt i va demanar més explicacions a
Battaglini, qui en la seva carta del 6 d’agost del 18672 1i enviara una série de
calculs per justificar-ne el resultat.

61 Lultima bijeccio6 resulta obvia per la mateixa construccié. Les dues primeres afirmen que
cada una de les dues raons tindra un valor tnic i determinat segons la posicié del punt w o la
recta Q, i viceversa. Es poden demostrar fent servir les definicions de sinus circular i hiperbolic
mitjancant I’exponencial.

62 La carta inedita es troba a I’Archive Hotiel, Biblioteca Alexis de Tocqueville, Caen. Vegeu-ne la
transcripcio6 a [2, p. 212-213].
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Carta de Battaglini a Hotiel, Napols 6.8.1867. Archive Hotiel,
Biblioteca Alexis de Tocqueville, Caen.

Els aclariments, amb el vistiplau de 1'autor,% apareixeran a la traduccio
francesa [5] en qué, a més, se’ns remet a un teorema’ que considerem que
resol la quiesti6 de la veracitat de la formula. Per tal d’aplicar-lo cal que la funcié
de partida sigui bijectiva i holomorfa. En I'’exposicié queda clara la bijectivitat,
pero no es fa mencio a I’holomorfia. No sabem si Battaglini es devia parar a
demostrar-la, pero és clar que es compleix, ja que es tracta de fraccions entre
funcions hiperboliques i circulars, on les iniques singularitats es trobarien quan
s’anullen els denominadors, que s6n justament els casos limit contemplats en
els aclariments fets a Hotiel.%>

Battaglini arriba al concepte fonamental de la teoria de Lobatxevski consi-
derant les rectes que passen per un punt p exterior a una recta donada L, i
trobant les formules segiients per a la distancia del punt de tall amb L al peu
de la perpendicular per p:

0 ilog tanA+tan®’ @)
2k tan® — tan A
1 tanA + tan® it
—log —— + —,
2k tan® —tanA 2k

on O és I'angle que forma la recta que passa per p amb la perpendiculari k € R.

0 = (3)

63 Vegeu la carta de Battaglini a Hotiel 5.8.1868, a [19, p. 74].

64 Tota funcio monodroma i monogena, que admet un nombre limitat d’infinits, és una fraccio
racional, teorema enunciat al manual de Briot i Bouquet, Théorie des fonctions doublement
périodiques [17, capitol 4 del llibre 1, p. 40].

65 Per a més detalls, vegeu «El desenvolupament de la geometria no euclidiana a Italia» [2,
p- 121-126].
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Quan el valor de la distancia és infinit obté les dues paralleles de Lobat-
xevski, que separen les rectes que tallen en punts situats a distancia real
finita, donada per la formula (2), de les que ho fan en punts situats a distancia
ideal, donada per la formula (3), tal com es mostra a la figura 2. Els darrers els
considera com a punts de la recta que estan «més enlla de I'infinit».

p
A = Opoo = angle de parallelisme
w1 = punt a distancia real
2A w> = punt a distancia ideal
L 0 w1 w3
o0 o0

FIGURA 2: Els diferents tipus de recta segons la descripcié de Battaglini.

Observant, llavors, que la geometria euclidiana esta inclosa en la imaginaria,
assenyala que la principal diferéncia entre les dues geometries és que, en
I’euclidiana, les rectes son com cercles, ja que els dos punts a l'infinit sén
coincidents, mentre que en la imaginaria son diferents i entre ells es troben
infinits punts ideals.56 Battaglini no només introdueix el concepte projectiu de
punt a I'infinit, sin6 que a més ha afegit els anomenats punts ideals a la recta.
A T'article, també apareix el concepte projectiu de pol d’una recta, definit com
el punt en qué es tallen totes les seves perpendiculars.

A I'inici de la tltima secci6 se’ns presenta una idea d’allo més interessant.
Battaglini passa les seves observacions sobre la recta al pla, fent girar el feix de
rectes que passen per un punt exterior a la recta donada, tal com illustra la
figura 3, i fa la sorprenent observaci6 segiient:

Nel sistema della Geometria non-euclidiana il piano & una superficie indefinita

essendo i suoi punti all’infinito tutti distinti tra loro ed appartenenti ad una

circonferenza di circolo, che ha per centro un punto qualunque del piano ed il

raggio infinito; similmente per lo spazio, i punti all’infinito sono tutti distinti

tra loro ed appartengono ad una superficie sferica, che ha per centro un punto

qualunque ed il raggio infinito.6”

[En el sistema de la geometria no euclidiana el pla és una superficie indefinida,
tots els seus punts de I'infinit sén diferents entre si i pertanyen a una circum-
feréncia de cercle, que té per centre un punt qualsevol del pla i radi infinit;
analogament per a I’espai, els punts de l'infinit s6n tots diferents entre si
i pertanyen a una superficie esférica que té per centre un punt qualsevol i
radi infinit.]

66 «Sulla geometria immaginaria» [4, p. 223].
67 A «Sulla geometria immaginaria» [4, p. 229].
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FIGURA 3: Representaci6 grafica de la descripcio de Battaglini del pla
hiperbolic.

La descripci6 del pla no euclidia com la regi6 limitada per un cercle sense
frontera dins del pla euclidia coincideix, clarament, amb els models donats per
Beltrami uns mesos després i Klein uns anys més tard.

Aquesta reflexié de Battaglini no ha estat analitzada en profunditat, tot
i que, en la nostra opinio, porta a preguntar-se quina relacié hi ha entre els
estudis dels tres autors. L’enigma el resoldrem en el segiient apartat. Veurem
que el plantejament de Battaglini no va suposar una influéncia en el treball de
Beltrami, tot i que J. M. Montesinos aixi ho creu.%8 Beltrami parteix d’un altre
enfocament. Klein, en canvi, si que segueix la linia projectiva, i sera en la seva
recerca on trobarem la justificacio de la similitud entre les tres descripcions
del pla hiperbolic.

5 Lainterpretacio de la geometria no euclidiana d’E. Beltrami
i F. Klein

La contribucié d’Eugenio Beltrami a la geometria no euclidiana és de les més
destacables en la historia d’aquesta materia. La seva interpretacié de la geome-
tria no euclidiana, com la que fara Klein uns anys més tard, es pot reformular
segons el que actualment anomenem teoria de models, solucionant el proble-
ma de la seva consisténcia. En la matematica moderna, es considera que una
teoria abstracta és valida si es construeix seguint deduccions logiques a par-
tir d'un conjunt d’axiomes independents i consistents. La consisténcia queda
demostrada si es pot proporcionar un model on sén valids els axiomes de la
teoria, ja que, si hi hagués una contradicci6 a la nova teoria, també es donaria
en el model, i aquest s’ha fet a partir d'una teoria que ja es considera acceptada.

68 Vegeu el seu article «La cuestion de la consistencia de la geometria hiperbolica» [40, p. 221].
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El punt clau per entendre els treballs de Beltrami és llegir-los en el context de
la geometria diferencial, introduida per Gauss al «Disquisitiones generales circa
superficies curvas» [23]. La gran aportacié de Gauss és que proposa estudiar
les superficies sense pensar-les com a incloses en I’espai real, sindé de manera
intrinseca, és a dir, com ho farien habitants bidimensionals que visquessin dins
de la superficie. Aquesta idea sera desenvolupada posteriorment per Riemann
i és el principi en qué es fonamenta I’obra de Beltrami.

La geometria intrinseca de les superficies tracta les propietats que no varien
en doblegar una superficie sense estirar-la ni trencar-la. Aquestes propietats
venen determinades per la férmula de 1'element de longitud, que és la que
defineix com mesuren els habitants de la superficie. Posem, per exemple, un
pla i un cilindre; podem doblegar el pla per fer un cilindre o obrir el cilindre
sobre el pla, sén localment desenvolupables I'un sobre I’altre. Per tant, tindran
el mateix element de longitud i la mateixa geometria intrinseca; diem que sén
superficies isomeétriques.

Una de les propietats invariants per flexions és la curvatura de Gauss. Si
una superficie es desenvolupa sobre una altra, la curvatura de Gauss en punts
corresponents és la mateixa. El reciproc només és cert quan la curvatura és
constant: si dues superficies tenen la mateixa curvatura de Gauss constant,
llavors es pot desenvolupar localment I'una sobre I'altra. El pla i el cilindre
tenen, doncs, la mateixa curvatura, zero, i qualsevol altra superficie que tingui
curvatura zero es podra desenvolupar localment sobre un pla i tindra com a
geometria intrinseca I'’euclidiana. De la mateixa manera, totes les superficies de
curvatura constant positiva es desenvolupen localment sobre una esfera i tenen
com a geometria intrinseca I’esférica. La genialitat de Beltrami sera descobrir
que la geometria de Lobatxevski és la de les superficies de curvatura constant
negativa, que ell anomena «pseudoesfériques».

Durant els anys que va ser professor de geodésia a la Universitat de Pisa
(1864-1866), Beltrami es va dedicar a ’estudi de les cartes geografiques. Un
comentari fet per Lagrange® el va portar a plantejar-se la possibilitat de
representar una superficie sobre un pla de manera que les geodesiques de la
superficie es corresponguin amb rectes del pla. Beltrami troba I’element de
longitud de les superficies que compleixen aquesta propietat, i en calcular
a partir d’ell la curvatura, veu que ha de ser constant.”’ Segons explica a la
seva correspondéncia, és aquest estudi el que el conduira a topar-se amb
la geometria no euclidiana gairebé per casualitat.”!

En el «Saggio d’'interpretazione della geometria non euclidea» [7], publicat
el 1868,72 parteix de I'’element de longitud que havia trobat per a I'esfera i

69 A l'article «Sur la construction des cartes géographiques», del 1779 [35].

70 A l'article «Risoluzione del problema: “Riportare i punti di una superficie sopra un piano in
modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette”» [6].

71 En la seva carta a D’Ovidio del 25.12.1872, Beltrami explica detalladament la seva via de
descobriment. Vegeu el fragment citat per G. Loria a [39, p. 421-423]; la carta va ser publicada
per primer cop per D’Ovidio a la seva commemoracié de Beltrami [22]. Vegeu també la carta de
Beltrami a Hotiel, Bolonya 18.11.1868, a [12, p. 65].

72 Tot i que el va escriure un any abans, Beltrami no es decidia a publicar-lo degut a una objeccio
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canvia la constant R del radi per iR, i obté una curvatura constant negativa
igual a —1/R?.

Beltrami veu llavors que la geometria intrinseca definida per aquesta metrica
és precisament la desenvolupada per Lobatxevski. Després mostra com aques-
tes superficies pseudoesferiques es poden representar en el pla mitjancant un
disc, de manera que les geodesiques de la superficie s’apliquen a les cordes
del disc. Obté, aixi, un model de la planimetria no euclidiana.

FIGURA 4: Model del disc presentat per Beltrami al «Saggio».

Continua veient que es pot aplicar una part de la superficie pseudoesférica
en la superficie de revoluci6 generada per la corba tractiu, coneguda amb el
nom de pseudoesfera. Beltrami es va preocupar de construir materialment
aquesta superficie per poder estudiar-ne millor les propietats.

Construccié material de la pseudoesfera feta per Beltrami.
Model conservat al Departament de Matematiques de la Universitat de Pavia.

feta per Cremona, referida a si es podia utilitzar 'analisi ordinaria, fonamentada en la geometria
euclidiana, per tractar nocions de geometria no euclidiana. Les seves reticéncies desapareixeran
quan llegeixi la memoria postuma de Riemann. Beltrami ho explica a les seves cartes a Genocchi
del 9.6.1868 i del 23.7.1868, a [39, p. 415-416], i a Hotiel del 18.11.1868, a [12, p. 66].
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FIGURA 5: Dibuix de Klein per mostrar I'aplicacié entre la pseudoesfera
i el disc, presentat en el Vorlesungen tiber Nicht-Euklidische Geometrie,
del 1928.

La pseudoesfera, pero, només és localment isometrica a la superficie pseu-
doesfeérica de qué parla Beltrami. Es a dir, podem tallar-la i obrir-la i posar-la
sobre un tros del disc de Beltrami, de la mateixa manera que podem tallar i
obrir un cilindre i dir que és igual que un tros de pla, pero un cilindre no és
un pla! No s’ha de confondre, doncs, la superficie abstracta de Beltrami, que
avui anomenariem varietat de Riemann de dimensio 2 de curvatura constant
negativa, amb la pseudoesfera, que és una superficie de 'espai real. Aquesta
confusio era molt comuna entre els seus contemporanis, que no havien com-
prés completament les teories de Gauss i Riemann, com podem veure en les
moltes cartes a Hoilel on dona explicacions sobre el tema.”3

Beltrami finalitza I’article reflexionant que no és possible donar una inter-
pretacio real per a 'estereometria no euclidiana de la mateixa manera que
ho acaba de fer amb la planimetria, és a dir, no es pot trobar un model. No
obstant, veu possible donar una interpretacié analitica, sense suport geometric,
simplement introduint una variable més en la metrica inicial. Aixi, a «Teoria
fondamentale» [8], el 1869, estén els resultats per a superficies de curvatura
constant negativa de dimensi6 arbitraria, i conclou dient que «la teoria de
Lobatxevski coincideix, tret del nom, amb la de ’espai de tres dimensions
de curvatura constant negativa».”#

Pocs anys després de les publicacions de Beltrami apareixen les dues memo-
ries de Klein «Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie» [33] i [34],
el 1871 i el 1873, respectivament, on ’alemany aporta també un nou model per
a la geometria no euclidiana, aquesta vegada seguint el punt de vista projectiu
suggerit per Battaglini.”>

73 Vegeu, per exemple, les editades a [12], amb dates 13.3.1869, p. 79; 1.4.1869, p. 87-88;
22.4.1869, p. 92; 12.10.1869, p. 100; 25.10.1869, p. 102-103; 19.12.1869, p. 108.

74 «[...] la teoria di Lobatschewsky coincide, salvo nei nomi, colla geometria dello spazio a tre
dimesioni di curvatura costante negativa» [8, p. 425].

75 Sabem que Klein havia llegit el «Sulla geometria immaginaria», ja que el cita atribuint a
Battaglini la introducci6 del concepte de punt ideal i I'observacié que les perpendiculars a una
recta son concurrents en el pol d’aquesta respecte a la conica fonamental. Vegeu [33, p. 290].
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Els seus estudis parteixen de la teoria de ’Absolut d’Arthur Cayley (1821-
1895). Recordem que la geometria projectiva estudia les posicions relatives
entre els elements geometrics, en lloc d’estudiar les propietats metriques, com
fala geometria euclidiana, ja que les darreres no es conserven en fer projeccions
i seccions. A la seva memoria del 1859, «A sixth memoir upon quantics» [20],
el britanic aportava una metrica a la geometria projectiva, definint la distancia
de manera que queda invariant per a transformacions que deixen fixa una
conica que anomena Absolut. Veia, llavors, que la geometria euclidiana és el cas
particular en que ’Absolut és una conica degenerada formada per un parell de
punts.

Klein donara una nova definici6 de distancia a partir de la raé doble, un
invariant projectiu, i distingira també els casos en que I’Absolut és real i
imaginari, que es corresponen amb la geometria de Lobatxevski i la geometria
esférica, respectivament. D’aquesta manera, demostra que les tres geometries
de curvatura constant, que ell anomena parabolica, hiperbolica i elliptica, es
poden estudiar com a casos particulars d'una teoria més general, la geometria
projectiva. En prendre els punts interiors de la conica real de I’Absolut, Klein
obté el model de Beltrami, li proporciona, a més, una férmula per a la distancia
i assenyala que el disc també podria ser una ellipse.

El 1873, Beltrami escriu I’«Osservazione» [9], en queé relaciona també els
seus estudis anteriors amb la teoria de ’Absolut de Cayley. La realitat, pero,
és que feia temps que era conscient d’aquest vincle entre les superficies de
curvatura constant i la geometria projectiva. El 1869 escriu a Hotiel, sobre un
afegit que voldria fer a les seves memories, si aconseguis concretar la idea:

C’est la conjecture d’une étroite analogie, et peut-étre identité, entre la géo-
métrie pseudosphérique et la théorie de M. Cayley sur ’origine analytique des
rapports métriques, a I’aide de la conique (ou de la quadrique) absolue. Je ne
connaissais presque pas cette théorie, quand I'identité de certaines formes m’a
vivement frappé.”®

[Es tracta de la conjectura d’una estreta analogia, i potser identitat, entre la
geometria pseudoesfeérica i la teoria del Sr. Cayley sobre I’origen analitic de
les relacions métriques, amb I'ajut de la conica (o quadrica) absoluta. Amb
prou feines coneixia aquesta teoria, quan la identitat de certes formes m’ha
impressionat profundament.]

[Beltrami a Holiel, 29.7.1869]

Recordem ara el cercle limit descrit per Battaglini en el paragraf que hem
destacat abans del «Sulla geometria immaginaria», i observem que no és altra
cosa que la conica real de ’Absolut. Es probable que, precisament per no tenir
gaires coneixements en projectiva, Beltrami no veiés aquesta allusio implicita a
I’Absolut feta per Battaglini.

76 A [12, p. 96-97]. Vegeu també la carta a D’Ovidio del 25.12.1872, esmentada anteriorment.
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Carta de Beltrami a Hotiel, Bolonya 29.7.1869. Dossier Hotiel,
Archives de I’Académie des Sciences, Paris.

La qiiestié que hom es planteja immediatament és si Battaglini ja tenia
al cap, llavors, el model projectiu de Klein, com suggereix Montesinos.’” La
resposta la trobem en les segiients linies escrites a Hotiel quan treballava en
I'article:

Il m’est réussi (avec des principes de Géométrie iperbolique [sic]) a établir des
relations données par Lobatschewsky entre les angles et les cotés d’un triangle
rectiligne; on peut méme arriver a ces formules en suivant la méthode de
Cayley (A sixth memoir upon quantics, Philos. Trans) pour établir les relations
métriques du continu a deux dimensions, en supposant (lorsque on parle du
plan) que I’Absolu soit une forme quadratique quelconque, tandis que dans la
Géomeétrie euclidiénne cette forme se décompose en deux facteurs linéaires.
J'espére le mois prochain pouvoir communiquer mes recherches a I’Académie
des Sciences de Naples.”®

[He aconseguit (amb els principis de geometria hiperbolica) establir les relacions
entre els angles i els costats d’un triangle rectilini donades per Lobatxevski;
també es pot arribar a aquestes formules seguint el métode de Cayley («A sixth
memoir upon quantics», Philos. Trans) per establir les relacions metriques del
continu en dues dimensions, suposant (quan parlem del pla) que I’Absolut sigui
una forma quadratica qualsevol, mentre que en la geometria euclidiana aquesta
forma es descompon en dos factors lineals. Espero poder comunicar les meves
recerques el mes que ve a I’Academia de les Ciéncies de Napols.]

[Battaglini a Holiel, Napols 21.5.1867]

77 Vegeu «La cuestion de la consistencia de la geometria hiperbélica» a [40, p. 218].
78 A [19, p. 63-64].
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Carta de Battaglini a Hotiel, Napols 21.5.1867. Dossier Hotiel,
Archives de ’Académie des Sciences, Paris.

Observem que també fa servir el terme geometria hiperbolica, que després
utilitzara Klein. Segurament, I’alemany, amb els seus coneixements de geome-
tria projectiva, si que va entendre el nou enfocament de Battaglini, i sembla
bastant probable que veiés que la circumferéncia de punts a l'infinit és la conica
real de I’Absolut.

6 L’acceptacio de la geometria no euclidiana

En aquest apartat presentarem breument la reaccié de la comunitat matematica
davant la reaparici6 de la geometria no euclidiana i de les noves aportacions
de Beltrami. La difusi6 feta per Hoitiel i Battaglini de la nova geometria va
desencadenar un interessant debat sobre si havia de ser reconeguda o no com
una teoria valida. La discussio es va prolongar fins i tot després de la publicaci6é
dels treballs de Beltrami, que van rebre moltes critiques.

Des d’'un inici els principals defensors van ser Hotiel i Battaglini. Com veu-
rem, Beltrami només la va acceptar completament després de llegir Riemann.
Per queé Battaglini va acceptar de manera tan immediata la nova geometria, és
una qiiestié que, en un principi, sembla no estar clara, ja que, a diferéncia de
Hotiel, mai no explica concretament les seves raons. Un pot pensar, simplement,
que era un home d’acord amb el moment historic, obert a idees noves i revo-
lucionaries... Ara bé, I’analisi que exposem en els apartats anteriors del seu
article i de la seva correspondencia mostra que la resposta a aquesta pregunta
esta solidament basada en arguments matematics. En la nostra lectura del
«Sulla geometria immaginaria» hem vist que Battaglini decideix estudiar la
nova geometria des del punt de vista projectiu. Descobrim a més, en la seva
carta a Hotliel, que era plenament conscient que correspon al cas particular en
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que la conica de I’Absolut és real. Per tant, en entendre que la geometria no
euclidiana esta inclosa en la projectiva, que és una teoria totalment acceptada,
de seguida va veure fora de dubte la seva validesa i no és estrany que I'apro-
vés sense recances. De fet, les seves inquietuds estan més aviat relacionades
amb les repercussions que pot tenir la nova teoria. Conscient que suposa una
ruptura amb el pensament matematic tradicional, Battaglini assenyala que cal
un replantejament de la doctrina de I'espai. En aquesta nova concepcio es
mostra partidari de seguir el cami proposat per Riemann.”® També creu que
és fonamental disposar d'uns Elements de la geometria no euclidiana per tal
d’'introduir-la a '’ensenyament. La seva personalitat idealista li fa sentir la res-
ponsabilitat d’ensenyar la revolucio cientifica, de donar als joves instruments
per trencar amb les metodologies establertes i mantenir la ment oberta davant
noves vies de recerca.

En el debat, superada la influéncia kantiana, es contraposaven dues posi-
cions: la de Hotiel, partidari d’acceptar-la com a certa a un nivell abstracte, i
la dels realistes, que consideraven que la veritat s’havia de fonamentar en la
realitat i no pas en la consisténcia logica.

A Franca, el principal defensor d’aquesta darrera opini6 era Joseph Bertrand.
El desembre del 1869 va presentar a ’Académie des Sciences una demostracio
del postulat feta per Jules Carton,3° que, naturalment, es basa en una peticio de
principi en suposar que les linies rectes no es desvien en cap moment, i que
va suscitar forca polémica. Davant les critiques, Bertrand argumenta que, en
el cas del postulat, cal recorrer a I'«evidéncia». La demostracio6 és, en el fons,
innecessaria, ja que és I’'observacio la que ens el mostra com a cert. El que es
pretén, en donar una prova rigorosa, és convencer aquells que no el veuen tan
evident com la resta d’axiomes. Per tant, Carton aconsegueix el proposit en
partir només d’'una evidéncia totalment irrecusable.8! La demostracio, pero,
va produir justament '’efecte contrari en el reconegut geometra Gaston Dar-
boux que, en analitzar-la i veure’'n el defecte, es va acabar de convencer de la
impossibilitat de demostrar el postulat.82

També a Italia, reconeguts matematics, com Giusto Bellavitis i Angelo Ge-
nocchi, compartien 'opini6 de Bertrand.®3 En les nombroses cartes a Hoiiel,
Bellavitis exposa la seva posicio, dient que no pot admetre un moén creat només
a partir del raonament; la ciéncia serveix per explicar la realitat, i la realitat és
la que és. La idea de «mons possibles» li resulta incomprensible; les coses o
son certes o son impossibles.84

79 Vegeu la carta de Battaglini a Hotliel amb data Napols 5.8.1868, a [19, p. 74].

80 «Nouveau moyen de lever la difficulté de la théorie des paralléles», Comptes Rendus hebdo-
madaires des séances de I’Académie des Sciences de Paris, 69 (1869), p. 44.

81 Vegeu «Sur la somme des angles d'un triangle» [10, p. 1265-1266].

82 Vegeu la carta de Darboux a Hotiel citada per Voelke a [48, p. 9].

83 Vegeu la carta de Bellavitis a Hotiel del 20.3.1870, al Dossier Hotiel, Archive de I’Académie des
Sciences, Paris. Beltrami també ho diu a la carta a Hotiel del 8.7.1870, a [2, p. 220-221]. D’altra
banda, Hotiel diu a De Tilly el 9.10.1873, a [48, p. 184-185], que Genocchi comparteix I'opini6 de
Bellavitis.

84 Vegeu la carta de Bellavitis a Hotliel amb data 2.7.1872, p. 4, al Dossier Hotiel, Archives de
I’Académie des Sciences, Paris.
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L’aparici6 del «Saggio» de Beltrami respon a aquesta crida a trobar una
interpretacio real de la nova teoria, que alguns reclamaven per acceptar-la. El
mateix Beltrami ’havia considerat necessaria, i veient que no podia donar una
interpretacié geometrica de I’estereometria no euclidiana com la que havia
aconseguit per a la planimetria, inicialment no I’havia acceptat.8> Va ser en
llegir la memoria de Riemann que es va adonar que no necessitava trobar una
interpretacié d’aquest tipus. Les noves aportacions del matematic alemany li
proporcionaven un fonament analitic per explicar la geometria no euclidiana
en qualsevol dimensio; aquesta no és més que la geometria intrinseca d’una
varietat n-dimensional de curvatura constant negativa.

Seguint el nou concepte de varietat de Riemann, n’hi ha prou de donar
una expressio quadratica de les coordenades, que sigui I’element de longitud
a una superficie abstracta, per poder fer geometria. No cal preocupar-se de
com seria aquesta superficie en la realitat, o de si es pot o no realitzar com
una superficie de R3. Per a aquells que no comprenien el punt de vista de
Riemann, en canvi, I’acceptaci6 de la geometria no euclidiana depenia de trobar
una superficie real de '’espai on es complissin les propietats de la geometria no
euclidiana. Segons Abardia, Reventos i Rodriguez, Gauss havia intentat trobar
aquesta superficie sense éxit.86 Bellavitis i Genocchi, simplement, no creien que
pogués existir i, com demostrara Hilbert un any després de la mort de Beltrami,
no anaven equivocats. El més proper que podem aconseguir a una realitzacio
de superficie de curvatura constant negativa és la pseudoesfera, pero només és
localment isometrica al pla no euclidia, per tant, com assenyalava Genocchi,
presenta tota una série de problemes.

Per Beltrami, pero, 'existéncia o no de la realitzacié en I’espai real no
afecta en absolut la validesa de la geometria no euclidiana. Les superficies
pseudoesferiques existeixen en el sentit donat per Riemann. La geometria
diferencial, de la qual no es discuteix la certesa, engloba les tres geometries:
euclidiana, esferica i pseudoesferica. La darrera, doncs, és exactament igual de
valida que la geometria intrinseca de qualsevol altra superficie.

Amb la intenci6 de resoldre definitivament la qiiestié, Hotiel publica, a finals
de I’'any 1870, «Note sur I'impossibilité de démontrer par une construction
plane le principe des paralléles, dit Postulatum d’Euclide»,8” en qué aclareix per
queé no és possible demostrar el postulat d’Euclides. Es remet també als treballs
de Beltrami, assegurant que dissipen qualsevol dubte que es pugui tenir sobre
I'acceptacié de la nova geometria. De fet, després de les publicacions de Beltra-
mi, només alguns matematics, generalment pertanyents a la generacié anterior,
continuaren veient la necessitat de trobar una superficie real on es donés la
geometria no euclidiana. La resta n’havia tingut prou que es fonamentés en
una teoria acceptada.

85 Vegeu les dues cartes a Genocchi amb dates Bolonya 9.6.1868 i 23.7.1868 citades per G. Loria
a[39, p. 415-416], i la carta a Hotiel del 18.11.1868, a [12, p. 65-66].

86 Com deiem a la nota 9 de la pagina 7. Vegeu l'article «What did Gauss read in the Appen-
dix?» [1].

87 Amb el mateix titol Hotiel va publicar en vuit revistes diferents, pero hi ha només dues
versions de I'article; nosaltres les hem consultat en les Mémoires de la Société des sciences
physiques et naturelles de Bordeaux [30], i en els Nouvelles annales de mathématiques [31].
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Agraiments

El present article es basa en la tesi doctoral de I'autora, «El desenvolupament
de la geometria no euclidiana a Italia», presentada el juny del 2017 i realitzada
sota la direcci6 del professor Agusti Reventos i Tarrida, a qui agraeixo el seu
suport i les seves inestimables aportacions.
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The beginning of non-Euclidean geometry in Italy

Non-Euclidean geometry is probably one of the most revolutionary theories
of the 19th century. After remaining unnoticed for over 30 years, from 1860
it underwent a Renaissance process, which was driven by the work of two
mathematicians: Jules Hotiel and Giuseppe Battaglini.

This article is about the process of dissemination, development and acceptance
of the new geometry, focusing on the Italian context. In particular, we will show
that the contribution of G. Battaglini to this area goes far beyond the disclosure.
At the end of his article «Sulla geometria immaginaria di Lobatschewsky», we
find an unexpected coincidence between his description of the non-Euclidian
plane and the subsequent Beltrami’s disk model. Our purpose is to justify the
similarities between these two interpretations.

Keywords: history of geometry, non-Euclidean geometry, Hotiel, Battaglini,
Beltrami.
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The method of lines for numerical solutions of partial differential equations

In this paper, we describe a semi-discrete method for a numerical resolution of
a type of partial differential equations called the method of lines (MOL). This
method is based on the discretization of all but one of the variables of the
problem. We illustrate this method by solving the Laplace equation in Cartesian





