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Resum: La nostra recerca esta centrada en el desenvolupament i la difusio del calcul
diferencial i integral a I'Espanya del segle XVIIi. La nostra tesi gira al voltant de la re-
cepcio d’aquest nou calcul a Espanya a través de Tomas Cerda (1715-1791). Cerda
va ser un jesuita catala dedicat a I'ensenyament de les matematiques a Barcelona i a
Madrid, a mitjians del segle XVIll, que va publicar diversos textos matematics i en va
preparar molts d’altres per a la seva futura publicacio. Un d’aquests manuscrits és un
tractat sobre calcul diferencial, el Tratado de Fluxiones, que és una adaptacio d’un
altre llibre, The Doctrine and Application of Fluxions (71750), del matematic anglés
Thomas Simpson (1710-1761). De manera que I'objectiu d’aquest article és presen-
tar les principals conclusions de I'analisi del paper de Cerda en la introduccio del cal-
cul diferencial i integral a I'Espanya del segle XVIll, a partir el seu Tratado de Fluxiones.

Paraules clau: Tomas Cerda, fluxions; segle XVIlI; calcul diferencial i integral

The introduction of differential calculus in XVlllith-century Spain. Tomas Cerda and the
theory of fluxions

Summary: Our research concerns eighteenth century Spain and is focused on the
development and diffusion of Differential and Integral Calculus. Our thesis focus on
the reception of this new calculus into Spain, through Tomas Cerda (1715-1791).

Cerda was a Catalan Jesuit devoted to the teaching of mathematics in Barcelona and
Madrid, in the mid-eighteenth century, and who published several mathematical texts
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10 JOAQUIM BERENGUER CLARIA

and prepared many others for future publication. One of these manuscripts is a trea-
tise on Differential Calculus, the Tratado de Fluxiones, which is an adaptation of an-
other book, The Doctrine and Application of Fluxions (7750) by an English mathemati-
cian, Thomas Simpson (1710-1761). Thus, the aim of this paper centers on the
analysis of the role of Cerda in the introduction of Differential and Integral Calculus in
eighteenth Century Spain, by means his Tratado de Fluxiones.

Keywords: Tomas Cerda, XVilith century, Fluxions, Differential Calculus

1. Introduccié

La nostra recercal se situa en 'Espanya del segle XVIII i esta centrada en una de les bran-
ques matematiques que havia tingut els seus inicis a 'Europa de finals del segle XVII, és a
dir, el calcul diferencial i integral o el calcul de fluxions, com es va denominar a la Gran
Bretanya. Son nombrosos els historiadors? que han estudiat els origens del calcul i el seu
desenvolupament durant el segle XVIII, i en la nostra recent tesi,> sense pretendre repro-
duir l'analisi de la situacio del calcul diferencial i integral a 'Europa del segle XVIII, hem
volgut emfatitzar aquells aspectes que potser, de vegades, han quedat més amagats. Ens
estem referint al paper que van tenir autors de «segona fila», particularment el dels ense-
nyants i els seus textos, a 'hora de configurar el calcul com a nou camp disciplinari. Es aixi
que la nostra recerca ha posat 'atencio en la recepcio d’aquest nou calcul a Espanya a través
de Tomas Cerda (1715-1791). Per descomptat hi ha hagut excel-lents estudis sobre I'apari-
ci6 del calcul diferencial i integral al segle XVIII espanyol de la ma de diferents historia-
dors,* pero pensem que el tema continua estant molt obert i necessitat de major atencio,
des del moment que aquests estudis, en general, no sempre han tingut com a principal
tema el calcul diferencial i integral propiament dit.

Cerda va publicar diversos textos matematics i en va preparar molts d’altres —que
s’han conservat en forma de manuscrits— per a una futura publicacio. Un d’aquests tex-
tos és un tractat sobre calcul diferencial, el Tratado de Fluxiones, que és una adaptacio
d'un altre llibre, The Doctrine and Application of Fluxions (1750), d'un matematic britanic,
Thomas Simpson (1710-1761). El principal objectiu de la nostra tesi ha estat analitzar el
paper de Cerda en la introducci6 del calcul diferencial i integral a Espanya, a partir
d’aquest tractat, i és entorn d’aquest objectiu que també hem vertebrat 'article que ara es

1. Calincloure la nostra recerca dins el projecte HAR2016-75871-R: «Matematicas e Ingenieria: Nuevas perspectivas
criticas (siglos XVI-XX)», dirigit per Antoni Roca-Rosell i Maria Rosa Massa-Esteve. Centre de Recerca per a la Historia de la
Tecnica. Universitat Politecnica de Catalunya.

2. Bos (1974, 1980), Guicciardini (1989, 1999, 2009), Knobloch (1990, 2002, 2004), entre d’altres.

3. Berenguer (2016).

4. Ausejo et al. (2010), Blanco Abellan (2013), Cuesta Dutari (1976-1983), Garma Pons (2002), Navarro Loidi (2013b).
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publica, on presentarem les principals conclusions de la nostra recerca sobre I'aportacid
de Cerda.

Tomas Cerda va ser un home del seu temps i, per tant, cal situar les seves aportacions en
el camp de les matematiques, aixi com la seva practica docent, en el seu context historic i
local. Per altra banda, Simpson, el llibre del qual va servir de model a Cerda per escriure el
seu tractat, va ser també un matematic i docent que va exercir una forta influencia entre els
matematics de la seva epoca. Per aquest motiu, en aquest article comencarem per dibuixar,
encara que sigui succintament, les figures de Cerda i Simpson, com a professors i com a
matematics, dins el context ampli de la situacio de la ciencia a 'Espanya i a 'Europa del
segle XVIIIL. A continuacio presentarem les conclusions més significatives sobre 'estructura
del text de Cerda, partint de la constatacio que el principal referent del Tratado de Fluxiones
és The Doctrine and Application of fluxions de Simpson. Finalment, l'article se centrara a mos-
trar, a partir del cos conceptual adoptat i d’alguns exemples, la particular aportaci¢ de Cer-
da en un tractat que, tot i sent un text situat sota la visio geometrico-cinematica newtonia-
na, conté significatius elements del corrent leibnizia que el fan, per aquest motiu,
especialment rellevant.

2. Simpson i Cerda: professors de matematiques

En aquest capitol ressenyarem 'obra i la practica docent dels dos matematics que, ca-
dascun en el seu context local, van dedicar la seva vida a 'ensenyament de les matema-
tiques.

Cerda: la primera catedra publica de matematiques a Barcelona

Cerda va naixer a Tarragona el 1715. Va entrar a la Companyia de Jesus i en els seus pri-
mers anys de vida professional va donar classes de teologia i filosofia. El 1750 va ser enviat
ala Universitat de Cervera com a professor de filosofia fins al 1753, mostrant una particular
inclinacio cap a les matematiques i la fisica experimental durant la seva estada en aquesta
universitat. A principis de 1754 la Companyia de Jesus’ va decidir enviar Cerda a Marsella,
per actualitzar-se en relacio amb els nous corrents cientifics europeus. Cerda va estar al
voltant de tres anys a I'observatori astronomic de la Marina de Marsella, el director del qual
era Esprit Pézenas (1692-1776). Aquest darrer, entre altres coses, va ser el traductor de
I'angles al frances de diferents tractats cientifics, un dels quals és The Elements of the Method
of Fluxions de Colin Maclaurin (1692-1756), per tant, un bon coneixedor del calcul dife-
rencial a Europa. Probablement durant I'estada a Marsella, Cerda va tenir accés a diferents
textos matematics que en aquell moment circulaven per Europa, i de la ma de Pézenas va
entrar de ple en contacte amb el calcul diferencial.

5. El paper que van tenir els jesuites en el desenvolupament de la ciencia a I'Espanya dels segles XVII i XVIIl ha estat
analitzat per diversos autors, entre els quals son de destacar Victor Navarro Broténs (2001) i Agustin Udias (2005, 2010).
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Immediatament després de Marsella, Cerda es va incorporar com a professor del Col-le-
gi de Cordelles, un col-legi gestionat pels jesuites a Barcelona, per ocupar la catedra ptblica
que havia estat concedida pel rei Ferran VI. Les classes de matematiques es van obrir no
solament als nobles, siné també a les capes d’artesans o de professions liberals ciutadanes i,
efectivament, els alumnes que Cerda va tenir eren de diferents origens socials: nobles, ar-
tesans, professionals liberals i eclesiastics. Des d’aquest moment i durant més d’un segle,°
meés enlla de la mateixa existencia del col-legi de Cordelles, a Barcelona va existir aquesta
catedra de matematiques.

L'arribada de Cerda a Cordelles havia de significar un canvi significatiu en el funciona-
ment de l'escola i un canvi d'imatge d’aquesta davant la societat barcelonina. Aixo es deixa
entreveure en algunes ressenyes d’«Actos académicos» de final de curs en el Col-legi de
Cordelles, a partir de l'arribada de Cerda, on es posa en relleu la utilitat de les matemati-
ques i de la fisica experimental. El nou esperit impulsat per Cerda en I'ensenyament va
conduir a la creacio de la Conferéncia Fisico-Matematica, embrio de la Reial Academia de
Ciencies i Arts de Barcelona, institucio que, des del seu inici, va promoure les matemati-
ques, la fisica experimental i, en general, les ciencies aplicades a diversos camps de la so-
cietat.”

Durant I'estada a Cordelles, Cerda va publicar dos textos que, com ell mateix diu, van
ser els manuals que va utilitzar a les seves classes. El primer d’aquests es tracta de Liciones de
Mathematica o Elementos Generales de Arithmética y Algebra para el uso de la clase publicat el
1758. Dos anys després, el 1760, Cerda va publicar la seva segona obra, Lecciones de mathe-
matica o Elementos generales de Geometria para el uso de la clase. Pero la intencio de Cerda
anava més enlla d’escriure un tractat d’algebra i un altre de geometria. El matematic catala
va manifestar la voluntat d’escriure diversos tractats, un dels quals és el Tratado de Fluxio-
nes. Efectivament, alguns historiadors,® a partir dels anys setanta del segle XX, van desco-
brir diversos manuscrits de Cerda conservats a la Real Academia de Historia de Madrid i
van iniciar la seva analisi. De totes aquestes analisis i dels resultats aconseguits a partir de la
nostra propia recerca es pot concloure que han estat identificats, en la Real Academia de
Historia de Madrid, els tractats de Cerda sobre Fluxiones, Astronomia, Tratado de Tiro, Mecd-
nica, Secciones cénicas, De la Aplicacion del Algebra a la Geometria, Optica, Hidrostdtica, Hi-
draulica, Neumdtica i Navegacion. Abans de deixar el Col-legi de Cordelles, el 1764, Cerda
encara va publicar un tercer llibre sobre matematiques aplicades a l'artilleria, Leccion de

6. EI 1870 es tanquen les classes de matematiques de I’Academia de Ciéncies i Arts, que és la institucié que havia
heretat la catedra de matematiques creada el 1757.

7. Son diversos els historiadors que han estudiat el desenvolupament de la ciéncia i la técnica a Barcelona durant els
segles XVIIIi XIX. Citem les aportacions de Massa-Esteve et al. (2011), Puig-Pla (2006) i Roca-Rosell (2014). Per coneixer el
paper desenvolupat per Cerda en els origens de la Reial Academia de Ciencies i Arts, vegeu Garcia Doncel (1998).

8. Cuesta Dutari (1976-1983), Garma Pons (1978, 2002), Hernandez Alonso (1973).
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Attilleria para el uso de la clase, elaborat expressament per al seu Us en la Real Academia de
Artilleria de Segovia, acabada de crear.”

Perd Cerda no va anar a Segovia, sind a Madrid, i es va convertir en el primer professor
de matematiques en el Colegio Imperial de Madrid, principal col-legi de la Companyia de
Jesus a Espanya. Aquest carrec estava associat al de cosmograf major de les Indies i proba-
blement al de preceptor dels princeps. Cerda va ocupar aquests carrecs fins al 1767, quan
es va produir I'expulsio dels jesuites d’Espanya. Un cop a l'exili, es va instal-lar a la ciutat
italiana de Forli i va morir el 1791.

Simpson: un matematic autodidacte®

Thomas Simpson va naixer a Market Bosworth, en el comtat de Leicester (Gran Bretanya),
el 1710, i estava destinat a treballar en el ram del textil on el seu pare era teixidor. Per tant,
l'educacio de Simpson no va ser diferent de la de qualsevol fill d’artesa. Pero el seu interes
per les matematiques es va despertar ben aviat i des de 1725, quan Simpson tenia quinze
anys, va comencar a donar classes de matematiques en escoles a les tardes. Al voltant del
1730, Simpson va iniciar la seva relacié amb la revista Ladies’s Diary, una revista de divul-
gacio de matematiques, a partir de la qual sembla que va entrar en contacte amb el metode
de les fluxions. L'any 1737, Simpson, que ja havia esdevingut popular per les seves classes
particulars, després d'uns quants anys de treball, va publicar el seu primer llibre, a partir de
subscripcions de lectors, A New Treatise of Fluxions. A partir d’aquest moment son diverses
les obres publicades!! per Simpson. L’'any 1743 va entrar com a segon titular a la Royal
Military Academy de Woolwich i l'any 1745 es va produir un dels moments de maxim re-
coneixement public de Simpson en ser admes com a membre de la Royal Society, excusat,
perd, d’haver de pagar per aquesta admissio i exempt de futurs pagaments, degut a la seva
condicié modesta. L'any 1750 Simpson va publicar un dels llibres que el van fer més popu-
lar: Doctrine and Application of Fluxions. Es tractava d'una segona versio del que havia escrit

9. Juan Navarro Loidi ha estudiat I'aportacio de I’Academia de Atrtilleria a les matematiques en el seu llibre Don Pedro
Giannini o las Matematicas de los artilleros del siglo XVIII (2013) i, en particular, el paper de Cerda en relacié amb aquesta
academia en 'article «Leccion de Artilleria by Tomas Cerdé and the Revolution of the spanish Artillery during the 18th Century»
(2008).

10. Diversos autors han analitzat la vida i I'obra de Simpson. Es de destacar el libre Thomas Simpson and his times
(1929), de Frances Marguerite Clarke, que permet situar I'obra de Simpson en el seu context local i historic. Aixi com cal citar els
diversos articles de Monica Blanco sobre Simpson entre els quals mereix particular atencié «Thomas Simpson: Weaving
fluxions in 18th-century London» (2013), publicat a Historia Mathematica.

11.  The Doctrine of Annuities and Reversions deduced from General and Evident Principles (1942); Mathematical
Dissertations on a Variety of Physical and Analytical Subjects (1943); A Treatise of Algebra (1745); The Elements of Plane
Geometry (1747); Trigonometry, Plane and Spherical with the Construction and Application of Logaritms (1748); Select
Exercises for Young Proficients in the Mathematicks (1752); Miscellaneous Tracts on Some Curious and Very Interesting

Subjects in Mechanics, Physical Astronomy and Speculative Mathematics (1757).
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tretze anys abans i on se sistematitzava i es presentava de forma didactica el metode de flu-
xions newtonia. La influencia del llibre de Simpson va traspassar les fronteres de la Gran
Bretanya, com es pot comprovar en el cas de Cerda, que el va prendre com a model per es-
criure el seu Tratado de Fluxiones.

3. El Tratado de Fluxiones: un tractat de calcul diferencial al segle XVIII

En aquest capitol situarem el Tratado de Fluxiones com un tractat d’orientacié newtoniana i
concretament com una adaptacio de Doctrine and Application of Fluxions de Thomas Simp-
son, un dels matematics britanics newtonians més rellevants. Exposarem l'estructura gene-
ral del tractat tot i comparant-lo amb el llibre de Simpson. Particularment, posarem en re-
lleu la importancia de la segona versio dels primers catorze capitols del tractat de Cerda, a
partir dels quals es pot comprovar que els publics a qui anaven dirigits eren fonamental-
ment els alumnes del matematic catala.

A mitjans del segle XVIII, el nou calcul s’estava desenvolupant segons dues concepci-
ons diferents: la leibniziana i la newtoniana.'? Newton havia introduit el concepte de
fluxié com una eina que intentava generalitzar resultats parcials obtinguts amb anteriori-
tat sobre les corbes. Per a Newton totes les quantitats variables eren concebudes com a
generades per un moviment on el temps tenia el paper de variable continua. Va anome-
nar quantitats fluents aquelles quantitats que podien ser augmentades —o disminui-
des— gradualment i indefinidament i les fluxions eren les velocitats amb que les fluents
eren augmentades o disminuides pel moviment que les produia.!® Per altra banda, el fo-
nament teoric del calcul diferencial al continent europeu es recolzava en el concepte de
«diferencia» o diferencial. Per a Leibniz, les quantitats variables eren concebudes com
una successio de valors infinitament propers i la diferencial d’'una variable y era justa-
ment la diferencia infinitament petita entre dos valors successius de y.'* El «temps» i, en
general, els conceptes cinematics, tals com «fluent» i «velocitat», que en el calcul fluxio-
nal tenien un paper central, no tenien cap rellevancia en el calcul diferencial leibnizia.
També les quantitats geometriques eren vistes de diferent manera per a cada concepcio.
Per a Leibniz una corba era concebuda com un poligon amb un nombre infinit de costats
infinitesims, mentre que per a Newton les corbes eren concebudes com a generades pel

12.  Un dels primers textos que Newton elabora, el 1671, sobre el métode de les fluxions porta per titol Tractatus de
Methodis Serierum et Fluxionum i el primer article que Gottfied Wilhelm Leibniz (1646-1716) publica, el 1684 a la revista Acta
Eruditorum de Leipzig, i que actualment hom considera com I'origen del calcul diferencial, esta titulat «<Nova methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare proi llis calculi
genus».

13.  Newton (1671: 20). Un dels autors que ha aprofundit sobre I'aportacié de Newton al calcul diferencial és Guicciardini
(1999).

14.  So6n molts els estudis sobre I'obra de Leibniz, entre els quals podem citar els de Bos (1980) i Knobloch (1990, 2002,
2004).
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moviment continu d’'un punt o de la combinacié del moviment de diversos elements geo-
metrics.

Comparant el Tratado de Fluxiones amb el text de Simpson

El Tratado de Fluxiones de Cerda va ser un dels primers textos que va introduir el calcul di-
ferencial a I'ensenyament a Espanya, des d'una perspectiva newtoniana.'” Tot i aixi, durant
molts anys no s’ha tingut en compte la importancia d’aquest tractat, entre altres motius
perque, conservant-se en forma de manuscrit, no s’havia arribat a publicar mai.

Una de les primeres referencies que tenim de I'elaboracio d’aquest tractat es pot trobar
en un esborrany d'una carta a Simpson, el 1758, on Cerda reconeixia al matematic angles
com el seu guia, referint-se al llibre The Doctrine and Application of Fluxions que Simpson
havia publicat el 1750, a més de demanar-li consell sobre aquells autors més adequats per
escriure altres tractats que volia desenvolupar en el futur:'©

[...] ahora dispongo el Tratado de Fluxiones; en esto te sigo a ti como guia y maestro y
como sinceramente reconozco [...] siendo tu, por tus libros, el mejor para seleccionar
estos autores que me servirian de guia para preparar estos elementos de Mecanica, Es-
tatica, Hidrostatica, Optica, Astronomia, Navegacion, Arquitectura, [...]. (Cerda, Carta
a Simpson, Barcelona, 1758. RAH, Cortes 9/2792)

Ha calgut una autentica reconstruccié d’aquest tractat ja que els manuscrits de Cerda
relatius a fluxions estan distribuits entre dos lligalls a la biblioteca de la Real Academia de la
Historia, barrejats amb altres obres del mateix autor i d’altres autors. La majoria dels capi-
tols, tot i estar titulats, no estan numerats i ha estat necessaria una tasca de reordenacio del
Tratado de Fluxiones que ha consistit basicament a identificar cada capitol dels quals consta,
seguint una serie de criteris, com son els mateixos comentaris que Cerda fa en el seu text,

15. El tractat de Cerda sobre calcul diferencial no va ser I'tnic en la seva época. A Espanya, de I'época de Cerda,
es pot trobar un text publicat de calcul diferencial i integral per a I'’ensenyament, formant part d’un tractat més ampli, el
«Tratado V» dins el Curso Militar de Mathematicas (1753-1756) de Pedro Padilla (1724-1807), pero també altres treballs i
projectes, que s’han conservat en forma manuscrita, i que tracten sobre calcul diferencial, com els de Johannes
Wendlingen (1715-1790), Christian Rieger (1714-1780) i Esteban Bramieri (1720-1794). L’estudi comparatiu del text de
Cerda amb aquests altres tractats contemporanis sobre calcul diferencial evidencia que en alguns col-legis jesuites i
algunes academies militars, a mitjans del segle XVIII, ja s’estava introduint aquest calcul. Els textos d’autors europeus
com Christian Wolff (1679-1754), Maclaurin o Simpson son els que van arribar a la Peninsula i és a partir d’ensenyants
com Padilla, Wendlingen, Rieger, Bramieri o Cerda que aquest calcul diferencial i integral es va difondre i es va configurar
com un nou camp matematic.

16. Entre els estudis que, amb anterioritat, han analitzat I'obra de Cerda, és de destacar el treball de recerca del Centre
d’Estudis d’Historia de les Ciencies de la Universitat Autdnoma de Barcelona, Tomas Cerda i el seu «Tratado de Astronomia»
(1996), de Lluis Gassiot Matas.
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I'ordre dels capitols del llibre de Simpson, la disposicio fisica actual dels manuscrits en els
lligalls i la catalogacio d’historiadors precedents, particularment d’Eulogio Hernandez
Alonso i Norberto Cuesta Dutari.

Han estat identificats 238 folis manuscrits sobre fluxions, dels quals 193 corresponen a
una primera versio i 45 a una segona dels primers catorze capitols del tractat que Cerda ja
havia escrit previament. La primera versio, que seria la més completa, estaria composta de
dues parts. La primera part constaria de setze capitols amb un apendix al final sota el titol
de «Adiciones al Tratado de Fluxiones» i la segona part tindria vuit capitols més. De mane-
ra que el tractat tindria vint-i-quatre capitols en total.

En la primera part del tractat en la seva primera versio hi ha quatre capitols introducto-
ris on es donen les definicions i les regles del calcul fluxional —el que correspondria a les
regles basiques del calcul diferencial. Tot seguit apareixen quatre capitols dedicats a l'apli-
cacio del calcul fluxional a la geometria, amb problemes de maxims i minims, problemes
de tangencia i problemes sobre curvatura i punt d’inflexio, on s'apliquen fluxions de segon
ordre. A continuacio, hi ha tres capitols dedicats al metode invers de les fluxions —calcul
integral— on s’expliquen les tecniques basiques —tecniques d’integracio— d’aquest meto-
de invers. Després hi ha quatre capitols d’exercicis d’aplicacié del calcul integral, com sén
els problemes de quadratura de corbes, de rectificacio de corbes i de calcul de volums i de
superficies de solids. La primera part del tractat acaba amb un capitol dedicat a les variables
exponencials i logaritmiques i un altre (el capitol 16) amb una ampliacio de tecniques d'in-
tegracio. Abans de comencar la segona part del tractat, Cerda inclou I'apendix «Adiciones
al Tratado de Fluxiones», on recull diversos exercicis que ja eren en el text de Simpson
perd que no havien estat inclosos en els capitols precedents del text de Cerda. La segona
part del text consta d'un capitol dedicat a les equacions fluxionals —equacions diferenci-
als—, d’'una part dedicada a diverses tecniques d’integracio (quatre capitols) i de dos capi-
tols d’aplicacio del calcul fluxional, no solament a la geometria siné també a la mecanica,
I'optica, I'astronomia i la trigonometria esferica.

La segona versio correspon exclusivament a la dels primers catorze capitols i el seu or-
dre és facilment identificable ja que en aquest cas els capitols van ser numerats, excepte el
darrer, pel mateix Cerda.

Agrupant, per temes, els capitols del text de Simpson i el de Cerda en una taula —on
també s’inclouen les dues versions d’aquest autor—, es pot veure quines son les semblan-
ces i les diferencies entre ells:!”

17. Hem respectat el contingut exacte dels titols, adaptant, pero, I'ortografia a I'actual. Els nimeros i/o expressions entre
claudators no sén originals, sind que han estat introduits segons I'ordre que s’ha establert a partir de la nostra recerca. En
aquesta taula hem modificat, en alguns casos, I'ordre de Cerda per poder agrupar els capitols per temes. La primera part del
text de Cerda acabaria amb el capitol 16 per incloure, a continuacio, I'apendix «Adiciones al Tratado de Fluxiones».
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Tauta 1: Comparant el Tratado de Fluxiones amb The Doctrine and Application of fluxions

El llibre de Simpson

Primera versié de Cerda

Segona versi6 de Cerda

Els primers capitols de definicions i regles

Seccio | (I Part): Of the Nature,
and Investigation, of Fluxions

[Cap. 1] Del Calculo Diferencial
e Integral

Cap. [2,3] De las Fluxiones de
Cantidades Algebraicas

Cap. [4] De las Fluxiones
Superiores

Cap. 1 Explicase la Naturaleza
de las Fluxiones

Cap. 2 Algunos Problemas para
encontrar las Fluxiones de las
Cantidades Algebraicas

Cap. 3 Reglas unicas para
encontrar las Fluxiones de las
Cantidades Algebraicas sacadas
de los Problemas precedentes
Cap. 4 De las Fluxiones
superiores

Aplicacions geometriques del métode directe de fluxions

Section Il (Part I): Of the
Application of Fluxions to the
Solution of problems de Maximis
et Minimis

Section lll (Part I): The Use of
Fluxions in drawing Tangents to
Curves

Section IV (Part I): Of the Use

of Fluxions in determining the
Points of Retrogression, or
contrary Flexure in Curves
Section V (Part I): The Use of
Fluxions in determining the Radii
of Curvature, and the Evolutes
of Curves

Cap. [5] Aplicacion de las
Fluxiones para la resolucion de
los Problemas de Maximo o
Minimo

Capitulo. [6] De la Aplicacién de
las Fluxiones para tirar tangentes
alas curvas

Capitulo. [7] Aplicacion de las
fluxiones de segundo orden para
encontrar el punto de Inflexion o
vuelta de las curvas

Cap. [8] Aplicacion de las
primeras y segundas fluxiones
para determinar el radio de
curvatura y las Evolutas de las
curvas

Cap. 5 Resuélvanse por las
Fluxiones algunos Problemas de
Méaximo y Minimo

Cap. 6 Explicase el Método de
tirar las tangentes a las Curvas
por medio de las Fluxiones
Cap. 7 Cémo se encuentran los
Puntos de Inflexion de las Curvas
por la Fluxiones de Segundo
Orden

Capitulo. 8 Determinense por el
Método Directo de las Fluxiones
los Radios de Curvatura y las
Evolutas de las Curvas

El métode invers de les fluxions

Section VI (Part I): Of the Inverse
Method, or the Manner of
determining the Fluents of given
Fluxions

[Cap. 9.1] Parte 2. Del Método
Inverso de las Fluxiones
Capitulo 2.[9.2] Otro método
reduciendo la fluxién a serie
indeterminada

Cap. [9.3] Del uso de las Series
Infinitas para encontrar las
Fluentes

Cap. [10] De la Cantidad que
se ha de anadir a la fluente
encontrada

Cap. 9 Explicase el Método
Inverso de las Fluxiones y
algunas de sus Reglas

Cap. 10 Como se habra de
corregir la Fluente encontrada
por el Método Inverso de las
Fluxiones

(Continua)
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Taula 1: Comparant el Tratado de Fluxiones amb The Doctrine and Application of fluxions (cont.)

El llibre de Simpson

Primera versié de Cerda

Segona versio de Cerda

Aplicacions geometriques del métode invers de fluxions

Section VI (Part I): Of the Use of
Fluxions in finding the Areas of
Curves

Section VI (Part I): The Use of
Fluxions in the Rectification, or
finding the Lengths, of Curves
Section IX (Part I): The
Application of Fluxions in
investigating the Contents of
Solids

Section X (Part I): The Use of
Fluxions in finding the Superficies
of Solid Bodies

de las curvas

Cap. [11] Aplicacion del Método
inverso de las Fluxiones para la
Cuadratura de las curvas

Cap. [12] Del uso de las
Fluxiones para la Rectificacion

Cap. [13] Del uso de las
Fluxiones para encontrar lo
sdlido de los cuerpos

Cap. [14a] Del uso de las
fluxiones para encontrar las
superficies de los soélidos

Cap. 11 Aplicacion del Método
Inverso de las Fluxiones para la
Cuadratura de las Curvas

Cap. 12 Aplicacion del Método
Inverso de las Fluxiones para la
Rectificacion de Curvas

Cap. 13 Aplicacion del Método
Inverso de las Fluxiones para
encontrar lo solido de los
Cuerpos

Cap. [14b] Aplicacion del
Método inverso de las Fluxiones
para encontrar la Superficie de
los Cuerpos

El llibre de Simpson

Primera versié de Cerda

Fluxions de variables no algebraiques

Section | (Part Il): The Manner of investigating the
Fluxions of Exponentials, with Those of the Sides
and Angles of Spherical Triangles

Cap. [15] De las Fluxiones de Cantidades
Exponenciales

Cap. [24] De las Fluxiones de los Lados y Angulos
de los Triangulos Esféricos

Adiciones al Tratado de Fluxiones

Correspon a parts de diverses seccions I, lll, V, VI,
VI IX (I Part) i la seccio IV (Il Part)

Adiciones al Tratado de Fluxiones

Equacions fluxionals

Section Il (Part Il): Of the resolution of fluxional
Equations, or the Manner of finding the Relation of
the flowing Quantities from that of the Fluxions

Capitulo [17] De la Resolucion de las Ecuaciones
Fluxionales, o modo de encontrar la relacion de
las Cantidades Fluentes por la de las Fluxiones

Diverses tecniques per calcular fluents

Section IV (Part Il): Of the Transformation of Fluxions
Section Il (Part Il): Of the Comparison of Fluents, or
the Manner of finding one Fluent from another
Section V (Part Il): The Investigation of Fluents of
rational Fractions, of several Dimensions, according
to the Forms in Cotes’s Harmonia Mensurarum
Section VI (Part Il): The Manner of investigating
Fluents, when Quantities, and their Logarithms Arcs
and their Sines, &c. are involved together: With
other Cases of the like Nature

Cap. [16] De la Transformacion de las Fluxiones
[Cap. 18] De la Comparacion de las Fluentes o
Método para encontrar una Fluente dada otra
Cap. [19] De las Fluentes de Fracciones
Racionales de diferentes dimensiones, segun las
Férmulas de la Harmonia Mensurarum de Cotes
Cap. [20] Métodos para investigar las Fluentes,
cuando las Cantidades y sus Logaritmos, los Arcos
y sus Senos & se encuentran entre si multiplicados
0 ocurren casos de la misma especie

(Continua)
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Tauta 1: Comparant el Tratado de Fluxiones amb The Doctrine and Application of fluxions (cont.)

El llibre de Simpson Primera versié de Cerda

Section VII (Part Il): Showing how Fluents, found by Cap. [21] De qué suerte las Fluentes encontradas
Means of Infinite Series, are made to converge por series infinitas se puedan hacer convergentes

Les aplicacions del calcul fluxional a diversos camps

Section X (Part Il): Of the Application of Fluxions Cap. [22] De la Aplicacion de las Fluxiones a la

to the Resolution of such Kinds of Problems De Resoluciéon de aquellas especies de Problemas

Maximis et Minimis, as depend upon a particular de Maximis y Minimis, que dependen de una

Curve, whose Nature is to be determined Particular Curva, cuya naturaleza se debe
determinar

Section XI (Part Il): The Resolution of Problems of Cap. [23] Resolucién de varios Problemas de

various Kinds diferentes Especies

Sobre mecanica

Section X| (Part I): Of the Use of Fluxions in finding
the Centers of Gravity, Percussion, and Oscillation
of Bodies

Section Xl (Part I): Of the Use of Fluxions in
determining the Motion of Bodies affected by
centripetal Forces

Section VIII (Part Il): The Use of Fluxions in
determining the Motion of Bodies in resisting
Mediums

Section IX (Part Il): The Use of Fluxions in
determining the Attraction of Bodies under different
Forms

Després d’observar la darrera taula comparativa, la primera conclusio, tot i que resulta
evident que un text pren com a referencia l'altre, és que no s'esta davant d’'una simple tra-
duccio. Entre altres coses, es pot veure que el text de Simpson té diverses seccions que no
tenen els seus corresponents capitols en el text de Cerda, com les seccions dedicades a la
mecanica. També es pot observar que Cerda no respecta exactament l'estructura del llibre
de Simpson, desglossant, en alguna ocasio, en diversos capitols una sola seccié del llibre de
Simpson o agrupant en un sol capitol algunes parts de diverses seccions del llibre de Simp-
son, com per exemple I'apendix «Adiciones al Tratado de Fluxiones». Per altra banda, Cer-
da redueix el text original de Simpson, particularment en els primers catorze capitols, ja
que selecciona només determinats exercicis, encara que amplia algunes explicacions quan
es tracta de presentar els conceptes més generals en els quatre primers capitols.

Els catorze primers capitols del Tratado de Fluxiones
Ha resultat particularment interessant comparar les dues versions dels catorze primers
capitols. I s’ha fet evident que la primera versio és un esborrany amb correccions i anota-
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cions al marge, amb les figures no gaire ben elaborades, mentre que la segona versio, a més
de tenir els capitols numerats, esta preparada per ser impresa. Hi ha hagut entre una versio
i l'altra una reduccio de folis, ja que Cerda no ha mantingut tots els exercicis. Pero les dife-
réencies entre les dues versions també es troben en el mateix contingut. El llenguatge utilit-
zat per Cerda en la primera versio és més proper al del calcul diferencial continental, a dife-
rencia de l'utilitzat en la segona versio que és més proper a la terminologia newtoniana.

A tall d’exemple reproduim un dels primers paragrafs del capitol dedicat al metode in-
vers de les fluxions en les dues versions de Cerda:

Cerda: primera versio

Cerda: segona versio

Dadas las cantidades fluentes encontrar sus
fluxiones, diferencias o elementos, lo ensena

el Método directo de las fluxiones o el calculo
diferencial. Al contrario volviendo los pasos, dadas
las fluxiones encontrar sus respectivas fluentes

lo debe ensefar el [Calculo integral, el calculo

Dadas las Cantidades Fluentes, encontrar sus
Fluxiones lo ensefa el Método Directo de las
Fluxiones que hasta aqui hemos tratado. Al
contrario volviendo los pasos, dadas las Fluxiones
encontrar sus respectivas Fluentes lo debe ensefiar
el Método Inverso de las Fluxiones mismas.

sumatorio, y en una palabra, inverso] Método

) : . (Cerda, Tratado de Fluxiones, «Capitulo 9»:
inverso de las fluxiones.

RAH, 9/2792-29 f. 6r.)
(Cerda, Tratado de Fluxiones, «[Cap. 9.1]»:
RAH, 9/2812 f. 121r.)

* Les paraules entre claudators estan barrades.

Esta clar que el llenguatge utilitzat per Cerda, en la seva primera versio, mostra una for-
macio previa més propera al calcul diferencial continental, mentre que en la segona versio
ha desaparegut tota referencia a «calculo diferencial» o «calculo integral». De fet, en la llista
de llibres'® —molts d’ells, probablement, estudiats a Marsella— que s’ha trobat entre els
manuscrits de Cerda, n’hi ha alguns dels autors més coneguts del calcul diferencial con-
tinental, com Johann Bernoulli (1667-1748) o el Marques de L'Hopital (1661-1704).1°
Sembla com si Cerda, un cop va optar per Simpson, no acabés d’abandonar la visio i la ter-
minologia leibnizianes, i només quan va escriure un text per als seus alumnes, preparat per
a la impremta, en va prescindir.

També resulta interessant comparar els primers catorze capitols —en les seves dues
versions— amb la resta del tractat. Apuntem alguns elements rellevants d’aquests capitols:

* En els folis que fan de portada als quaderns on Cerda va agrupar el seu text correspo-

nent als primers capitols de la segona versio, es pot llegir I'anotaci¢ de «Quadernos de
fluxiones para la clasex».

18. Llistes de llibres cientifics preparades per Cerda i esborranys de comandes d’alguns d’ells. Real Academia de la
Historia (RAH), Cortes 9/2792.
19.  L’Analyse des infiniments petits |...] de I'HOpital va ser I'obra de referéncia del calcul diferencial leibnizia durant gran

part del segle XVIII.
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¢ Els primers catorze capitols son els tnics capitols repetits.

* Es només en aquests capitols que Cerda incorpora figures, mentre que en els altres
capitols posteriors Cerda, en lloc d’incloure-hi figures, només anota la pagina del lli-
bre de Simpson on es pot trobar la figura.

* Es en aquests primers capitols on Cerda afegeix més text originalment seu, especial-
ment a I'hora d’introduir nous conceptes.

Tenint en compte els nombrosos indicis que Cerda volia efectivament publicar el seu
Tratado de Fluxiones, la primera conclusi6 que es pot treure en llegir la segona versié dels
catorze primers capitols és que es tractava de la versio a punt per a ser impresa. I la segona
conclusio fa referencia als principals receptors d’aquests primers capitols, és a dir, els seus
alumnes. La mateixa duplicitat de versions per a aquests primers capitols, on apareixen les
anotacions de «Quadernos de fluxiones para la clase», son algunes de les raons que justifi-
quen la conclusio que es tracta d'un manual per a la classe. Efectivament, creiem que s'esta
davant d’uns apunts que Cerda va utilitzar per a les classes, en va escriure un primer esbor-
rany al qual hi va afegir correccions i anotacions, els va reescriure per millorar-ne I'explica-
cio, va incorporar les figures al text, millorant-les notablement en la segona versio, i tot
plegat amb la intencié d’'imprimir-los. En definitiva, no resulta arriscat concloure que els
primers catorze capitols van constituir el programa d’un curs que possiblement Cerda va
impartir al Col-legi de Cordelles de Barcelona, i probablement, més tard, al Colegio Imperial
de Madrid.?®

4. L’aportacié matematica d’El Tratado de Fluxiones

En aquest capitol volem explicar quines son les principals aportacions de Cerda dins el
marc tedric matematic on cal inscriure el treball d’aquest autor. En primer lloc cal assenya-
lar que el text de Cerda gira entorn d’'un concepte de fluxio que, si bé és d’origen newtonia,
pren el seu ple significat a partir de la definicio introduida per Simpson, on s’evita el mo-
ment com a quantitat infinitesimal. Dins d’aquest apartat explicarem com Cerda presenta la
fluxio del producte de dues variables i el calcul de la subtangent a una corba com a exem-
ples de l'aplicacio de la definicio de fluxio. En segon lloc volem mostrar com Cerda incor-
pora en el seu discurs, eminentment newtonia, determinats elements leibnizians, allu-
nyant-se, d’aquesta manera, de Simpson. En aquest apartat veurem com el mateix Cerda
compara la diferencial leibniziana amb la fluxio, com adopta la notaci¢ de diferencial per
representar la fluxio i com, sovint, incorpora conceptes netament leibnizians en el seu text.
En tercer lloc volem posar en relleu el pes que té I'algebra en el tractat de Cerda i finalment,
en quart lloc, assenyalem com la dimensi6 didactica de 'autor orienta tota la seva obra.

20. LaReial Academia de Ciencies i Arts de Barcelona va publicar, el desembre de 2015, Cerda (1757-1759). Tratado de
Fluxiones, que reuneix la transcripcio de la primera part del tractat de Cerda, a cura de Joaquim Berenguer.
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La fluxié com a nucli vertebrador del calcul

Es entorn del concepte de fluxié que es va estructurar la concepcié geomeétrico-cinematica
impulsada per Newton, a finals del segle XVII. Nogensmenys aquest concepte no va quedar
del tot definit en un primer moment i en la mateixa obra de Newton es pot observar una
substancial evoluci¢ d’aquest o, si més no, multiples matisos sobre aquest nou concepte.
Per a Newton la idea de fluxio anava associada a la de la velocitat de creixement, o de de-
creixement, de la variable o fluent, i, en els seus primers calculs, a la de «moment», com a
increment infinitament petit:

13. Els moments de les Quantitats fluents (és a dir, les seves indefinidament petites
Parts, a partir de les quals, en indefinidament petits intervals de Temps, son continua-
ment augmentades) sén com les Velocitats de seu Fluir o Augment.

14. Si el Moment de qualsevol quantitat, com x, esta representat pel Producte de la seva
Velocitat x per una indefinidament petita Quantitat o (és a dir, per xo0) els Moments de
les altres v, Y, 2, estaran representats per vo, yo, Z0; ja que vo, Xo, yo 1 2o, estan una a al-
tracom v, X, y 1 2.2! (Newton, 1671: 24)

La introducci6 dels moments va permetre a Newton la justificacio analitica del seu me-
tode de fluxions, com es posa de manifest en la seva primera demostracio de I'algorisme
fluxional en el seu Tractatus de Methodis Serierum et Fluxionum (1671).22 En aquesta demos-
tracio s'estableix la relacio entre les fluxions de les variables de I'expressio x° — ax? + axy — y*
=0. El procediment seguit consisteix a substituir x i y per x + x01iy + yo, i, descartant tots els
termes multiplicats per o, per ser infinitament petits en relacié amb els altres, s’arriba a l'ex-
pressio final 3xx? — 2axx + axy + ayx — 3yy* = 0.2

L’evolucio posterior dels fonaments teorics del metode de fluxions va estar estretament
relacionada amb lintent d’evitar els infinitesims,?* orientacié que ja havia iniciat el mateix
Newton, desenvolupant una forma sintetica (geometrica) del metode de les fluxions, on no

21. «13. The moments of flowing Quantities (that is, their indefinitely small Parts, by the accession of which, in indefinitely
small portions of Time, they are continually increased) are as the Velocities of their Flowing or Increasing.

14. Wherefore if the Moment of any one, as x, be represented by the Product of its Celerity x into an indefinitely small
Quantity o (that is, by xo,) the Moments of the others v, y, z, will be represented by vo, yo, zo; because vo, xo, yo and zo, are to
each otherasv, x, yand z.»

22. El Tractatus de Methodis Serierum et Fluxionum (1671), que no es va publicar fins al 1736, sistematitzava un altre
tractat que Newton havia escrit el 1666, anomenat October 1666 Tract of Fluxions.

23. Newton (1671: 24).

24. Hihadiversos autors que han analitzat el paper dels indivisibles i els infinitesims en els inicis del calcul diferencial, com
Vincent Jullien en el seu article «Explaining the Sudden Rise of Methods of Indivisibles»; Antoni Malet i Marco Panza en «Newton
on Indivisibles», i M. Rosa Massa en «The Role of Indivisibles in Mengoli’'s Quadratures», tots ells dins Jullien, Vincent et al.,

Seventeenth-Century Indivisibles Revisited (2015).
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apareguessin les quantitats infinitesimals i basant-se en una idea molt propera a la de li-
mit.?> Posteriorment, tant The Elements of the Method of Fluxions, demonstrated after the Man-
ner of Ancient Geometricians (1742) de Colin Maclaurin (1698-1746)%° com The Doctrine
and Application of Fluxions (1750) de Simpson van establir les bases geometrico-cinemati-
ques del metode de les fluxions i van donar una definicié de fluxié on no hi cabien els infi-
nitesims. De manera que va apareixer un nou element diferenciador, I'as dels infinitesims,
entre els fluxionistes i els leibnizians i alguns autors del moment, en ocasions, van dibuixar
una frontera entre els dos corrents, en aquest sentit.

Cerda, com Simpson, va adoptar una definicio de fluxio que evitava el concepte de mo-
ment. La fluxio, ara, no seria tant la velocitat siné un increment finit, proporcional a aques-
ta velocitat, exactament, I'increment de la variable si la velocitat es mantingués constant:

Para comprender perfectamente el Método de las Fluxiones, téngase presente que toda
Magnitud Geomeétrica se reduce a Linea, Superficie o Plano y Sélido. La Linea se conci-
be formada por el Movimiento continuo de un Punto que la describe, la Superficie por
el movimiento continuo de una Linea y el Solido o Cuerpo por el movimiento continuo
de una Superficie o Plano; y aquella parte de Linea, Superficie o Sélido que describiria
el Punto, Linea o Figura generatriz en un tiempo dado, si perseverase constante e inva-
riable en la velocidad, que en algtin punto o posicion determinada tiene, es la que lla-
mamos Fluxion en aquel punto de la tal cantidad que asi se forma, llamada por esto
Fluente. (Cerda, Tratado de Fluxiones, «Capitulo 1»: RAH, 9/2812 {. 85t.)

De manera que Cerda va seguir els continuadors del calcul fluxional, com Simpson i
Maclaurin, que havien adoptat el concepte de fluxié com a increment finit «condicional»
de la variable, entre altres raons per tal de procurar evitar els infinitesims. En qualsevol cas,
Cerda va recollir el nucli vertebrador de la visio newtoniana: la idea que qualsevol quantitat
matematica es pot veure com a generada per un moviment, on el temps és el parametre
sempre present.

A partir d’aquesta definicio, Cerda comenca a deduir les primeres regles per obtenir les
fluxions de diverses funcions o quantitats, sempre vistes com a objectes geometrics.

Un dels primers resultats és el de la fluxio d'una superficie curvilinia Amn (fig. 1). Cerda
dedueix que la fluxio d’'una area curvilinia és un rectangle. Efectivament, encara que es
tracti d'una area generada per una linia mn variable en longitud, la fluxio de I'area Amn sera

25. ElI 1680 Newton va escriure Geometria curvilinia, on va desenvolupar I'anomenada forma sintética del métode de
fluxions, i és aquest metode sintetic de les fluxions —de les primeres i darreres raons— el que és explicat en els Principia (1687).
Més tard, el 1704, Newton va publicar Tractatus de Quadratura Curvarum, com a apendix de I'obra Opticks, on va tornar a
defensar el métode sintétic dels antics.

26. Per analitzar I'obra de Maclaurin vegeu Bruneau (2011).
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Fig. 1: La fluxié d’una superficie curvilinia.

el rectangle ndcm, ja que la fluxio és un increment «tedric» on se suposa la velocitat de crei-
xement invariable i, per tant, també invariable la longitud de mn, tal com es pot llegir en el
text: «Porque la Fluxion de la Area Amn es el espacio que se describiria si la linea nm perse-
verase invariable ya en longitud ya en el movimiento que tiene en la posicion DC» (Cerda,
Tratado de Fluxiones, «Cap. 1»: RAH 9/2812 {. 86r).

Aquest resultat permetra escriure que la fluxio de I'area ACD (fig. 2) és igual a ydx, on y
és l'ordenada de la funcié que descriu la corba i dx la fluxio de la variable x:

_—
C
C
Yy
A X D dx d

Fig. 2: La fluxid de I'area ACD = ydx.

La fluxié del producte
A partir d’aqui Cerda dedueix la fluxio del producte de dues quantitats. Per a la demostra-
ci6 de la regla del producte es considera el producte de dues variables com un rectangle.
Es tracta de calcular la fluxio de AC x AB, o, el que és el mateix, x x y, que s’identifica
amb l'area del rectangle ABDC (fig. 3). Aquest rectangle és la fluent generada pel moviment
simultani de les rectes CR i BF. A mesura que aquestes rectes es van desplacant paral-leles a
elles mateixes, respectivament, van determinant el rectangle considerat, a la vegada que el
punt D descriu la corba ADG. Per calcular la fluxio¢ de la superficie d’aquest rectangle, Cer-
da divideix aquesta superficie en dues arees curvilinies: ADC i ADB. La fluxi6 de 'area ADC
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Fig. 3: La fluxid del producte de dues variables.

seria I'area del rectangle CDmc —a partir del resultat obtingut previament— i la fluxio de
l'area ADB, l'area del rectangle BDnb. Per tant, la fluxié de tota 'area sera la suma de les
arees dels dos rectangles CDmc i BDnb. Es podra, doncs, escriure que la fluxio de AB x AC és
igual a ydx + xdy, o, el que és el mateix, d(xy) = ydx + xdy.

La tangent a una corba
Una altra de les demostracions que apareix en el tractat de Cerda, on s’aplica el seu concep-
te de fluxio, és la que determina la tangent a una corba.

F

n n n n
C

S

S
D

p io ir

A B mmm m E

Fig. 4: La tangent a una corba.

En aquest cas el que es vol és dibuixar la tangent a la corba ADF en el punt D (fig. 4). La
linia mn es mou paral-lelament a ella mateixa al mateix temps que el punt p es mou sobre la
recta mn. La combinacio dels dos moviments genera la corba ADF. La fluxio de I'abscissa
Am (x), en el punt D, és Dr (dx) i la de 'ordenada Dm (y) és 1S (dy). Si les velocitats dels dos
moviments es mantinguessin constants i iguals a les que tenen en el punt D, el punt p es
desplacaria sobre la recta SB, ja que la ra¢ dels increments de les dues variables s’hauria de
mantenir constant. Per construccio de la recta SB, els triangles SrD i DmB son semblants.
Per tant, tindrem:
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ﬂ = B_m,d’onBM: ﬂ

dy vy dy

Un cop calculat Bm, del que es tracta ara és de demostrar que justament la recta BDC és la
tangent a la corba ADF en el punt D. Efectivament, segons Cerda, perque el punt p descri-
gui una corba, a partir de D, i no una recta, cal que el seu moviment sobre la recta mn no
sigui uniforme sin¢ accelerat o retardat. Si aquest moviment és accelerat I'espai realment
recorregut en un determinat interval de temps sera més gran que el que descriuria amb un
moviment uniforme, com apareix en la figura 4. Per tant, la corba descrita pel punt p, en un
moviment accelerat, estara «per sobre» (corba convexa) de la recta BDC, que correspon al
moviment uniforme. Amb el moviment retardat la corba descrita pel punt p estaria «per
sota» (corba concava) de la recta BDC. Pero, en qualsevol cas, la corba ADF sempre estara
«a un sol costat» de la recta BDC i, per tant, aquesta sera la seva tangent. Aixi doncs, Bm
sera la subtangent i BDC la tangent. Cal observar que la demostracio de Cerda, que és la
mateixa que desenvolupa Simpson, per deduir la formula que dona la subtangent Bm, a
partir de les fluxions de les variables, inverteix 'ordre en que sovint aquesta apareix, en la
seva época. Es a dir, en primer lloc construeix una recta que tingui per pendent la ra6 de les
fluxions de les dues variables i, després, demostra que aquesta recta és efectivament la tan-
gent buscada.

Tant en la demostracio de la fluxié del producte de dues variables com en 'obtencié de
la subtangent d'una corba, Cerda ha aplicat la definicio de la fluxié d’una quantitat com un
teoric increment finit de la fluent condicionat al fet que la velocitat de creixement o decrei-
xement d’aquesta fluent fos constant, i d’aquesta manera no ha necessitat recorrer als infini-
tesims.

La incorporacié d’elements leibnizians

A partir de la definicio de diferencial com la diferencia infinitament petita entre dos va-
lors successius de la variable, una de les caracteristiques més rellevants del corrent leib-
nizia va ser el desenvolupament de tota una teoria sobre els infinitesims. Wolff va ser un
dels primers a tractar aquesta teoria en els seus Elementa Matheseos Universae (1713-
1715) i molts dels tractats de calcul diferencial del continent van comencar amb 'analisi
dels infinits, on també s’analitzava el que s’entenia per quantitat infinitesimal, més enda-
vant denominada quantitat diferencial. A Espanya, aquest és el cas del tractat de Padilla
que es va inspirar en els Eléments de la Géometrie de I'infini de Bernard le Bovier Fontene-
lle (1657-1757) per escriure el primer capitol, «De las cantidades infinitas», del Tom V
del seu Curso militar de Mathematicas, o el text, conservat en forma de manuscrit, de
Wendlingen que va seguir fidelment el text de Wolff. No és el cas, en canvi, de Cerda
que, en principi, descarta els infinitesims, seguint a Simpson, on aquests han desapare-
gut dels seus textos.
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Comparant la fluxio i la diferencial

En relacié amb la comparacio entre fluxio newtoniana i diferencial leibniziana, el paper que
hi va tenir Simpson és particularment rellevant ja que aquest no es limita a optar per una
visio, ignorant totalment l'altra, sind que estableix els elements de connexio entre les dues
visions i d’aquesta manera s’acosta molt a la «superacio» de les distancies teoriques entre
leibnizians i newtonians. Efectivament en I’Scholium de la Section VII del seu llibre The
Doctrine and Application of Fluxions, Simpson, després d’establir que la fluxié no es pot con-
fondre amb la diferencial, explica la relacio entre el metode de les fluxions newtonia i el
calcul diferencial de Leibniz dient que quan els increments infinitesimals son presos sufici-
entment petits llavors la rad entre ells coincideix amb la ra¢ de les fluxions. Concretament,
referint-se a la rao limit dels increments, Simpson afirma que la raé d'uns increments, que
cada cop es fan més petits, convergeix, abans que (aquests increments) desapareguin, més
a prop que qualsevol diferencia cap a la raé de les fluxions, per tant podem identificar 'una
amb laltra:

Ha estat assenyalat abans, que, encara que els Increments de les Quantitats no son, es-
trictament, les Fluxions, a partir d’aquests es pot deduir la Rao de les Fluxions; i apa-
reix que com més petits es prenen aquests Increments, més la seva Rao s'aproximara a
la de les Fluxions. Per tant, si podem, d’alguna manera, trobar la Ra¢ a la qual aquests
Increments, concebent-los més i més petits, convergeixen continuament, i a la qual
aquests poden aproximar-se, abans que desapareguin, més a prop que qualsevol Dife-
rencia donada, aquesta Ra6 (anomenada per tal de distingir-la, la Rao limit dels Incre-
ments) sera, estrictament, la de les Fluxions.?” (Simpson, 1750: 152)

En el mateix Scholium, Simpson mostra com és possible utilitzar el metode de les dife-
rencials per deduir fluxions, de manera que esta acceptant la validesa del calcul diferencial,
tot i que ell prefereix moure’s dins la concepcid geometrico-cinematica. De fet, en algunes
ocasions, en el seu llibre, aplica el metode de les diferencials com a forma alternativa al cal-
cul de fluxions, reconeixent que, de vegades, resulta més senzill treballar amb infinitesims,
tenint en compte que «en el limit» podem substituir-los per les fluxions.

Cerda segueix a Simpson a 'hora d’establir les diferencies entre la fluxio newtoniana i la
diferencial leibniziana. Al final del «Cap 4. De las Fluxiones Superiores» del Tratado de

27. «It has been hinted above, that, though the Increments of Quantities are not, strictly, as the Fluxions, yet from them
the Ratio of the Fluxions may be deduced; and it appears that the smaller those Increments are taken, the nearer their Ratio will
approach to that of the Fluxions. Therefore, if we can, by any Means, find the Ratio to which the said Increments, by conceiving
them less and less, do perpetually converge, and which they may approach, before they vanish, nearer than any assignable
Difference, that Ratio (called here after for Distinction Sake, the Ratio limiting that of Increments) will be, strictly, that of the

Fluxions.»
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Fluxiones, es pot llegir una reflexio on es diu que, tot i que els resultats son els mateixos des
de les dues visions, la fluxio és un increment condicional, que es produiria si la velocitat del
moviment generador es mantingués constant mentre que la diferencial és un increment in-
finitament petit que realment es produeix i, per tant, només quan el moviment sigui unifor-
me els resultats seran iguals.

La notacid leibniziana en el Tratado de Fluxiones
En qualsevol cas, la influencia del corrent leibnizia sobre els textos de Cerda va ser molt
clara, on un dels elements més destacables és la utilitzacio de la notacio de diferencial. Cer-
da, com molts dels seus contemporanis matematics a Espanya, va entrar en contacte amb
els dos corrents del calcul diferencial a Europa, i va poder decidir la notacié que cregués
més convenient. A més de Simpson, havia llegit nombrosos autors francesos i alemanys,
com ell mateix diu. I finalment va assumir plenament la concepcié geometrico-cinematica
de Newton i la seva definicio de fluxio va ser la de Simpson, pero, malgrat aquesta opcio, va
preferir la notacio leibniziana. Alla on Simpson escriu x, Cerda escriu dx. No és facil trobar
algun matematic de I'epoca que faci una cosa semblant, és a dir, que, treballant amb les
fluxions newtonianes, utilitzi la notacié leibniziana.?®

El mateix Cerda justifica la seva opcio en el Capitol «Cap. [2,3] De las fluxiones de can-
tidades algebraicas», de la seva primera versio:

La expresion de la fluxion de una variable expresada por sola una letra es la misma letra
precedida de la letra «d», ast la fluxion o diferencia de x es dx, que quiere decir la dife-
rencia o fluxion elemento de la variable x de la misma manera que Vx significa la raiz de
x. Los ingleses lo expresan de otra suerte, esto es por la misma letra con un punto arriba
asi x es la diferencia de x, pero semejante modo de expresar tiene el inconveniente [de
que estd] expuesto a errores de impresion [...].2° (Cerda, Tratado de Fluxiones, «Cap.
[2,3]»: RAH, 9/2812 . 971.)

28. Cerda no és I'tinic matematic del segle XVIII que combina elements newtonians i leibnizians pero si que, adoptant
plenament el concepte de fluxié dins la visio geometrico-cinematica, utilitza la notacié de diferencial, sense identificar fluxié
newtoniana amb diferencial leibniziana. Edmund Stone (17007-1768) en The Method of Fluxions, both Direct and Inverse
(1730), que és, en gran part, una traduccié de Analyse des infiniments petits de I’'Hopital, utilitza la notacié newtoniana del punt
sobre la variable per representar la diferencial leibniziana. Es a dir, Stone identifica la fluxié newtoniana amb la diferencial
leibniziana. Una cosa semblant, pero ala inversa, fa Pedro Padilla (1724-18077) en el volum dedicat al calcul diferencial i integral
del seu Curso Militar de Mathematicas (1753-1756). Padilla defensa la visi6 geometrico-cinematica newtoniana i utilitza el terme
de fluxid, tot i escrivint-la com a diferencial leibniziana, perd per a aquest autor la fluxié és un increment infinitesimal, de manera
que, com Stone, identifica fluxio i diferencial.

29. Totaquest paragraf esta barrat i és de dificil lectura.
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Els conceptes leibnizians en el text de Cerda

L’acceptacio dels principis generals de la visio geometrico-cinematica no és cap obstacle
perque Cerda es deixi influenciar no solament en la notacio siné també per molts conceptes
clarament leibnizians, particularment en la primera versio del seu tractat on apareixen fre-
quients referencies leibnizianes.

Hem escollit dos exemples en els quals Cerda introdueix elements del calcul diferencial
leibnizia en el seu discurs.

En el primer exemple que presentem, Cerda es desmarca de Simpson, mostrant una
clara influéncia leibniziana, més enlla de I'us dels infinitésims. Es tracta de la introduccio
de la quadratura d’una area, del capitol [11] de la primera versio del tractat de Cerda, on
l'autor estableix I'equivalencia entre 'operacio de calcular la fluent a partir de la fluxio
——com ho fa Simpson— i la de calcular una suma d’infinits termes:

Cuadrar una curva es encontrar el area de su plano y como este plano no es otra cosa
que la suma de todas las fluxiones que son rectangulos, segin vimos al principio, todo
el arte de esta cuadratura se reducira a, dada su Ecuacion de la curva, buscar la fluxion
de su plano y encontrada ésta, integrando dicha fluxion se tendra la fluente que es la
suma de todas las fluxiones que la componen. (Cerda, Tratado de Fluxiones, «Cap.
[11]»: RAH, 9/2792/46 f. 13r.)

Com es pot veure, Cerda utilitza, en aquesta primera versio, una terminologia leibnizia-
na a més de considerar que quadrar una corba és calcular la suma de les seves fluxions. En
la seva segona versio, tot i que Cerda descarta la terminologia leibniziana continua mante-
nint 'area com la suma de les seves fluxions, tal com es pot llegir en el capitol 11 de la sego-
na versio:

Cuadrar una Curva es encontrar el Area del Plano que comprende y como este Plano no
es otra cosa que la suma de todas sus Fluxiones, todo el arte de esta Cuadratura se re-
ducira a que dada la Ecuacion de la Curva, se busque la Fluxion de este Plano, cuya
Fluente sera el Area que buscamos. (Cerda, Tratado de Fluxiones, «Cap. 11»: RAH,
9/2792/29f. 11r.)

Laidea que l'area per sota una corba és la suma de rectangles infinitament petits és prou
potent com perque Cerda no I'abandoni i es permeti identificar la fluxi6 de I'area amb un
increment infinitament petit, tot i que, en altres parts del seu tractat, hagi refusat aquesta
identificacio.

El segon exemple es troba en el «Cap. [12] Del uso de las Fluxiones para la rectificacion
de las curvas». La reflexio que Cerda fa en I'apartat «Caso 2», de la primera versio, torna a
recordar una concepcio totalment leibniziana quan diu que, de fet, una corba és la suma
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d’infinites rectes «molt petites» (espais que descriuria cada punt, per tant, fluxions) i que
integrant, és a dir sumant, obtindrem la longitud de la corba:

Ya se deja ver que este Método se funda en que la linea curva se forma de infinitas rectas
pequenisimas que son los espacios que describirfa el punto que la forma, esto es las
fluxiones, por consiguiente integrando o sumando todas las fluxiones tendremos el
valor de la tal linea, como se vera en los problemas siguientes. (Cerda, Tratado de Fluxi-
ones, «Cap. [12]»: RAH, 9/2812 {. 133r.)

Tots aquests elements analitzats en 'obra de Cerda mostren que, per una banda, aquest
autor, sense abandonar la visi6 geometrico-cinematica newtoniana, esta ben disposat a re-
correr als infinitesims si és necessari, com, per altra banda, també ho fa Simpson. Pero en el
cas de Cerda, a més de la notacio leibniziana, la influéncia del calcul diferencial continental
és molt més rellevant, particularment en els primers capitols de la seva primera versio.
Efectivament, es pot trobar, en I'obra del matematic catala, un intent de combinar concep-
tes dels dos corrents —I'area és la suma de les fluxions— que, de fet, qliestiona la mateixa
definicio de fluxio que Cerda ha adoptat.

L’algebra en el Tratado de Fluxiones

La part dedicada a les tecniques de calcul de fluents ocupa en el text de Cerda 51 folis dun
total de 193 folis que té la primera versio. Tenint en compte que la part dedicada a les tec-
niques del calcul de les fluents és essencialment algebraica, a I'hora de qualificar 'obra de
Cerda no seria encertat parlar d’'un text on la visi6 geometrica domina plenament. L'algebra
ocupa certament un paper rellevant tant en el text de Simpson com en el de Cerda, en ex-
tensio i pel seu contingut.

Es evident que tant en el text de Simpson com en el Cerda la geometria és molt present
en les seves demostracions, perd la importancia de I'eina algebraica en el nou calcul fluxio-
nal sera quelcom reivindicat per Simpson en tots els seus textos i Cerda recollira aquesta
visio. Efectivament, Cerda segueix a Simpson, en allo que es refereix a la inclinacio cap a
l'algebra, perd d’alguna manera l'accentua. Tot i que, en general, segueix el text de Simpson
quan reprodueix un exercici, de vegades afegeix alguna expressio o modifica l'exercici ori-
ginal. En molts casos, la modificacio va en el sentit d’accentuar I'aspecte algebraic de 'exer-
cici. Un exemple d’aixo es pot comprovar en el problema, «Tirar una Tangente BE al punto
D del Circulo ADP» del capitol 6 que correspon al «Example I : 50. To draw a Right-line
CT, to touch a given Circle BCA, in a given Point C» de la seccio 111 (I part), del llibre de
Simpson. Com es pot comprovar —a la taula adjunta de la pagina segtient— no hi ha gaires
diferencies entre el desenvolupament de 'un i de I'altre. Pero el que aqui volem emfatitzar
son les diferencies en la forma de concloure 'exercici. Simpson vol insistir que el resultat
coincideix amb el que s’obtindria a partir de les propietats del triangle rectangle OCT, men-
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tre que Cerda prefereix expressar la subtangent en funcié només de la variable x. Sembla
que en aquesta manera d’acabar, a diferencia de I'angles, que continua utilitzant el suport
de la geometria com a garantia d’uns resultats correctes, el catala vulgui arribar a un resultat

algebraic més adrecat a I'aplicacio practica i generalitzable:

Tauwa 2: Cerda reforca I'eina algebraica

A l'esquerra I'exercici segons Simpson i a la dreta segons Cerda

Example 1

50. Dibuixar una linia recta CT, que toqui a un
cercle donat BCA, en un punt donat C

C

B S (0] A
Sigui CS perpendicular al diametre AB i sigui AB
=a, BS =xiSC =y; llavors, per la propietat del
cercle, y2 (CS?) =BS x AS(=x x @—X) = ax — x°
| si calculem la fluxio, per tal de determinar la rad
entre x iy, tenim 2yy = ax — 2xx; en consequéncia

Prob[lema] 1. Tirar una tangente BE al punto D del
Girculo ADP

Sea Dm la perpendicular tirada desde el punto
dado D al Eje o Diametro AR
E

B A m O P

Haciendo pues el Diametro AP = a, su parte o
Abscisa correspondiente Am = x, y la perpendicular

X 2y oy | | multivlicad o Ordenada Dm =y, por la propiedad del Circulo
y T a-2x _la _x @ qual multiplicaca per . tendremos Dm? = Am x mR, esto es y? = ax — X%,
2 cuya Fluxion, 2ydy = adx — 2xdx nos dara
d . 2y o
ona =~ = = la subtangent ST. dx = x dy, por consiguiente
la—x a-2x
) ax 2y y o .
D’on (suposant O com centre) tenim - = = que multiplicado por y sera
) dy a-2x 1 a-x
oS (— a-— x): CS(y) : CS(y) : ST, la qual cosa 2
2 yax 2 a-x
també sabem a partir d’altres principis. — = = x X = Bm, subtangente
Y 1, x lax
(Simpson, 1750, p. 54) 2 2
al Circulo.

(Cerda, Tratado de Fluxiones, «Capitulo 6»:
RAH, 9/2792-28 f. 8v.)

L’orientacié didactica del Tratado de Fluxiones

El primer que s’observa en un text matematic de fa tres segles és el pes que hi té el llenguat-
ge retoric, tot i haver-se ja introduit el llenguatge algebraic. Aixo mateix és el que es pot
observar en el text de Cerda. Tant les definicions com les demostracions recolzen en expli-
cacions donades en llenguatge corrent, les quals, segons criteris de I'epoca, fan més entene-
dors els elements matematics al lector o alumne. De totes maneres, Cerda, comparat amb
altres autors del moment, no s’estén gaire en discursos retorics. Per exemple, a diferencia
d’altres manuals, el seu tractat no inclou una introduccié. Llegint Cerda es té la impressio
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que no compta amb una particular habilitat a 'hora d’expressar-se, ja que sovint és sobri i
poc donat a grans explicacions, perd justament aquesta concisio el fa ser un bon comunica-
dor i facilita la comprensio d’allo que vol transmetre.

Cerda esta escrivint basicament per als seus alumnes, pero, a més a més, si es llegeix el
seu text, particularment quan aquest deixa de seguir el text de Simpson, hom pot adonar-se
que el seu discurs és el d'un mestre dirigint-se als seus alumnes. Aixo és el que es pot com-
provar en el «Cap 4: De las Fluxiones Superiores», on Cerda fa una introduccio al tema,
que no apareix en el llibre de Simpson, quedant clara la voluntat didactica del matematic
catala:

Hasta ahora hemos visto la Fluxiones de las Cantidades Variables que son aquellos In-
crementos por los cuales una Cantidad se aumentaria si el Punto, Linea o Figura gene-
ratriz prosiguiese uniformemente con aquella velocidad que en un lugar tiene [...].
Pregunto ahora, estas pequerias Lineas, Planos o Solidos son constantes o son varia-
bles? Si son constantes (...) no tendran Fluxion o lo que es lo mismo su Fluxion sera =
0. Si son variables [...] han de tener también sus Fluxiones que seran Fluxion de Flu-
xion o Segundas Fluxiones respecto de la primera Cantidad, cuyas Fluxiones en los
Capitulos Antecedentes hemos contemplado. (Cerda, Tratado de Fluxiones, «Cap. 4»:
RAH, 9/2812, f. 92v.)

En efecte, aquesta expressio retorica, «Pregunto ahora...», sembla estar dirigida al seu
public, és a dir, als seus alumnes, els que va tenir al Col-legi de Cordelles de Barcelona o els
del Colegio Imperial de Madrid.

5. Conclusions

Finalment, voldriem presentar les conclusions més importants de la nostra recerca sobre
l'aportacio de Cerda amb el seu Tratado de Fluxiones, que hem intentat reflectir en aquest
article.

En relacié amb Cerda, com a professor i matematic en el seu context social, hem volgut
fer pales en primer lloc, en la nostra recerca, que la maxima preocupacié del matematic
catala va estar centrada en fer utils per a la societat tant la seva practica com la seva obra. En
segon lloc, i com a consequencia d’aquest sentit de la utilitat, sha pogut concloure que el
text dels primers catorze capitols del seu tractat van constituir un manual per ser utilitzat a
les seves classes tant al Col-legi de Cordelles de Barcelona com al Colegio Imperial de Ma-
drid. Finalment, cal dir que ha estat imprescindible analitzar el paper de Cerda com a intro-
ductor del calcul diferencial a Espanya dins el marc general del rol dels docents en el procés
de configuracio d’aquest nou camp matematic que va representar el calcul diferencial i in-
tegral al segle XVIII. En allo que fa referencia a la comparacio entre el Tratado de Fluxiones i
The Doctrine and Application of fluxions, el que cal constatar és que el tractat de Cerda és una
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adaptacio del de Simpson, pero no és una simple traduccio, particularment els primers ca-
torze capitols. Les principals aportacions que Cerda va fer, en relacio amb el text de Simp-
son, van ser 'accentuacio del caracter didactic del seu discurs aixi com el reforcament de
l'eina algebraica, comencant per 'us de la diferencial leibniziana. En relacié amb el contin-
gut especificament matematic, en primer lloc cal situar el treball de Cerda dins el corrent
newtonia, és a dir, dins la concepci6 geometrico-cinematica, on el concepte de fluxio, com
amesura del moviment generador dels elements geometrics, és central. Pero cal establir, en
segon lloc, que Cerda, tot i ser un convencut newtonia, va tenir una actitud oberta a les
aportacions del corrent leibnizia. La influencia del calcul diferencial continental sobre Cer-
da és evident, no solament amb I'adopcio de la notacio de diferencial leibniziana, sin6 tam-
bé conduint aquest autor, en ocasions, a construccions tedriques que recorren a conceptes
tant de la visié newtoniana com de la leibniziana. En definitiva, tot porta a concloure que
en l'obra de Cerda, finalment, per damunt de les diferencies entre els diferents corrents del
calcul diferencial que li arriben d’Europa, preval una clara voluntat pedagogica.
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