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Resum

En I'educacié secundaria obligatoria, la
introduccid i I'ds del llenguatge algebraic
sén dificils per a la majoria de I'alumnat pel
grau d'abstraccié que comporten. En
aquest article es presenten unes activitats
sobre problemes de triangles rectangles i
resolucié d’equacions de segon grau,
implementades amb alumnes de 3r d'ESO.
S’hi relaciona el llenguatge simbolic de
I'algebra amb la geometria, es potencia el
pensament i el raonament visual dels
alumnes, per tal de millorar I'aprenentatge
d’aquest nou llenguatge a base de fer-lo
més significatiu i lligat a I'adquisici6 de les
competencies basiques de I'ambit
matematic. Els exemples utilitzats
provenen de la historia de les
matematiques.
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Abstract

In secondary education, the introduction and
use of algebraic language is difficult for most
students due to the degree of abstraction
involved. This article presents several
exercises using right triangles and quadratic
equations set for third-year secondary school
students (14-15 years old). The main
objective of these activities is that students
use reasoning and visual thinking to relate
the symbolic language of algebra with
geometry. Thus, they improve in their
learning of this new language, as it becomes
more meaningful and related to the
acquisition of basic mathematical skills. The
examples used come from the history of
mathematics.
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Introduccio

En I'etapa de I'educacié secundaria obligatoria, I'ensenyament/aprenentatge de l'algebra
inclou estructures, relacions i llenguatge, pero la introduccié i I'ds d’aquest llenguatge sén
dificils per a la majoria de I'alumnat pel grau d'abstraccié que comporten.

L'estudi s’ha centrat en la visualitzacié d’alguns processos matematics perque diversos autors
avalen aquest métode, dins de I'ambit educatiu i en particular en I'educatiu matematic
(Arcavi, 2003; Burgués, 2008; Giaquinto, 2007; Mason et al., 2005), i també pel paper que
tenen les imatges i la visualitzacié en el mén d’avui dia.

En el treball es planteja la idoneitat de relacionar el llenguatge simbolic de I'algebra amb la
geometria, amb la intencié de potenciar el pensament i el raonament visual dels alumnes,
per millorar I'aprenentatge d’aquest nou llenguatge a base de fer-lo més significatiu i lligat a
I'adquisicio de les competéencies basiques de I'ambit matematic (Burgués i Serramona, 2013).
L'eina utilitzada per a establir la connexié geometria-algebra sén els diagrames.

La introduccié de diagrames pretén connectar el pensament simbolic propi de l'algebra amb
el pensament visual relacionat amb les figures geomeétriques. Historiadors, pedagogs (Katz i
Barton, 2007) i molts especialistes en didactica de la matematica (NCTM, 2000; Niss i Hojgaard,
2011) defensen la connexié entre continguts aparentment diferents com una de les accions
integrades en els processos matematics.

Els problemes proposats als alumnes corresponen a situacions en qué intervenen triangles
rectangles o bé resolucié d’equacions de segon grau. En tots els casos, la proposta passa
perque els alumnes transfereixin el raonament expressat en forma linguistica (expressions
algebraiques de segon grau) al raonament visual amb diagrames (figures amb quadrats i rec-
tangles), que son la interpretacié geometrica de les expressions algebraiques de segon grau.
Per tant, la recerca esta centrada en el procés d’aprenentatge dels alumnes, especificament
en els resultats aconsequits pels estudiants utilitzant aquests diagrames.
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Figura 1. Diagrames d’Els nou capitols en I'edicié de Bao Huanzhi (1213), segons Chemla i Shuchun (2005).
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Figura 2. Al-Khwarizmi (813), Tractat d’algebra, F. Rosen, 1831.

Els exemples utilitzats provenen de la historia de les matematiques. Els problemes en que
intervenen triangles rectangles corresponen al capitol 9 d’Els nou capitols, problemes 1-13i 24
en la versié de Chemla i Shuchun (2005). En la figura 1 es reprodueix un d'aquests diagrames.
El que interessa destacar és la justificacioé del procediment de calcul del text classic (segle 1),
amb els raonaments geometrics que fa Liu Hui en I'edicié de I'any 263. Aquests raonaments
geometrics han estat estudiats i transcrits en forma de figures per diferents historiadors de la
matematica xinesa antiga (Cullen, 1996; Chemla i Shuchun, 2005; Dauben, 2007).

La resolucié d’equacions de segon grau completant quadrats geometrics s’ha desenvolupat
a partir del text d'al-Khwarizmi, segons I'edicié de F. Rosen (1831), en la reedici6é de 1986, i
de les aportacions de Massa (2005), Guevara (2009) i Guevara i Massa (2009). En la figura 2 es
reprodueix un d’aquests diagrames.

Aquesta comunicacioé té com a font principal de referéncia la tesi doctoral d'una de les
autores (Guevara, 2015), que va tenir la direccié de l'altra autora, Carme Burgués Flamarich.
La introduccid, els exemples presentats i comentats, aixi com les reflexions finals provenen
d’aquest ampli periode de temps que representa treballar en una recerca didactica en forma
de tesi doctoral.

Descripcio de I'activitat
A continuacié es presenten les dues activitats objecte d’aquest estudi.

a) Resolucié de problemes de triangles rectangles amb diagrames de calcul

En general, en els problemes sobre triangles rectangles que es resolen aplicant el teorema
de Pitagores, es planteja una situacié en la qual es coneixen dos costats d’'un triangle
rectangle i es demana el tercer. En canvi, la majoria dels problemes del capitol 9 d’Els nou
capitols, corresponen a una situacié una mica més complicada des del punt de vista de
la relacié entre les dades inicials i la demanda de cada problema, ja que les dades inicials
que contenen no es corresponen amb dos dels costats d’un triangle rectangle, sin6 només
amb un d'ells i la diferéncia entre els altres dos.

Quan la relacié entre les dades conegudes i les demanades en el problema s’expressa en
forma algebraica, 'equacié que es planteja requereix una certa destresa en la manipulacié
algebraica per poder ser resolta. Aquesta dificultat és la que es pretén salvar amb la
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introduccioé del diagrames, perque amb ells I'alumne raona d’'una manera visual. Decideix
el procés de calcul a partir de manipular formes geométriques que provenen d’interpretar
geometricament les formules algebraiques que relacionen les dades del problema.

El procés evolutiu de la seqiiencia de resolucié d’'un problema amb diagrames de dades i
de calcul consisteix a:

— Construir un diagrama de dades, un triangle rectangle sobre el qual s'escriuen les dades
conegudes i les que es volen trobar.

— Decidir quin dels tres diagrames de calcul correspon al problema que es vol resoldre.
— Construir el diagrama de calcul i escriure-hi les dades que es tenen.

— Transformaraquest primer diagrama en altres diagrames successius, tants com necessiti
la persona que resol el problema fins a ser capag de llegir en el nou diagrama la solucié
del problema, o gairebé, tenint present que a cada transformacié cal reinterpretar
algebraicament les dades geométriques per no perdre de vista la solucié que s’esta
construint amb el raonament geométric.

La figura 3 recull, en termes generals, la seqiiencia descrita per a resoldre un problema
amb diagrames.

A continuacié s'exemplifica el procés amb un problema concret. Primer es planteja
I'activitat proposada, especificant I'enunciat i les condicions de treball. Després es recorre
el procés sequit per un dels alumnes.

L’enunciat del problema: L’antena

El tensor d’'una antena, quan penja des de dalt de I'antena sense tibar-lo, sobrepassa en
6 m l'alcada de I'antena. Tibat, a 16 m de la base de I'antena, arriba just. Quina alcada té
I'antena i quina longitud té el cable tensor?

(descripci6 de la situacio
del problema) transformacié lectura
- es veu
Diagrama Diagrama Diagrama > la solucio
de dades de calcul de calcul o quasi
tria del diagrama
i - convenient . X
interpretacio / interpretacio
algebraica de les dades algebraica algebraica
que es tenen i les que es de les dades de les noves
demanen: a, c-b,... que es tenen dades obtingudes

Figura 3. Procés evolutiu de la seqiiéncia de resolucié d’'un problema amb diagrames.



juliol 201727

Per a cada problema sobre triangles rectangles es demana als alumnes que segueixin el
procediment seglient:

1. Localitzeu el triangle rectangle i dibuixeu-lo.

2. Escriviu, damunt del dibuix, les dades que teniu i les que us demanen.

3. Decidiu amb quina figura fonamental el resoldreu i expliqueu per qué I'heu triada.

4. Calculeu amb l'ajuda de la figura, utilitzant les mesures de les longitud i les arees de la
figura, les mesures que us demanen.

Un cop resolt el problema, expliqueu també el vostre raonament.

En aquestes condicions, una alumna va resoldre el problema anterior tal com es veu a la
figura 4 i va explicar el seu raonament tal com es veu a la figura 5.

1€

C= '%,g +€= Z"‘DS

Llantena & 153 { el fensof & 24,3

Figura 4. La resolucié del problema de I'antena.
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Figura 5. Les explicacions de la mateixa alumna.

Si s'analitza la produccié de I'alumna, d’acord amb el procés general descrit anteriorment
en relacié amb la resolucié de problemes amb diagrames de dades i de calcul de la figura
3, s'obté un esquema com el que es veu a la figura 6.

b) Resolucié d’equacions completant quadrats geométrics

Des del punt de vista de la resolucié d'equacions de segon grau, s'aposta per explicar
aquest metode a I'aula abans d'introduir-hi la férmula

—b + vb? — 4ac
2a '

que es deixa pel curs seglient, i aixi forcar I'alumnat a relacionar les regles del calcul
simbolicamb les regles geometriques de transformacions de figures i d’arees.
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Davant de les dificultats dels alumnes a I'hora de manipular i calcular amb termes
algebraics, s'opta pel raonament visual i es proposa convertir les equacions en figures
geometriques (quadrats i rectangles). Aquestes figures es manipulen i es transformen. Les
transformacions i els canvis repercuteixen en les mesures de les seves longituds i arees.
Es calculen les noves longituds i les noves arees. S6n calculs senzills que no plantegen
dificultats als alumnes de 3r d’ESO. Finalment, es reinterpreten les mesures d’'aquestes
figures i es dedueix directament la solucié de I'equacio, que és una de les mesures de la
darrera figura obtinguda en les transformacions.

Les figures geomeétriques que permeten obtenir els resultats dels calculs algebraics sense
fer-los, utilitzant raonaments visuals, sén els diagrames de calcul, segons la nomenclatura
introduida per Mason et al. (2005) i també per Giardino (2009).

Tant els diagrames successius de la resolucié d’equacions de segon grau completant
quadrats geométrics com les figures fonamentals dels triangles rectangles sén dos
exemples de I'is de diagrames de calcul per facilitar la resolucié d'alguns problemes
algebraics caracteristics de I'ESO.

Els dos tipus de resolucions tenen caracteristiques similars. La diferencia entre el proce-
diment utilitzat en els problemes sobre triangles rectangles i la resolucié d’equacions de
segon grau completant quadrats geométrics és que aqui no hi ha diagrama de dades, sin6
que directament es passa al primer diagrama de calcul i a les seves transformacions. Aixo és
aixi perqué ara I'enunciat del problema és la mateixa equacié i a partir d’ella es construeix
el diagrama de calcul. En canvi, en els problemes sobre triangles cal un diagrama de dades
per centrar-se en I'enunciat del problema, localitzar les dades, veure quina relacié tenen
entre elles i poder triar entre tres possibles diagrames de calcul diferents.

En els problemes de triangles rectangles es parteix de la geometria; les dades sén mesures
d’un triangle rectangle, s’estableixen relacions algebraiques entre elles i es retorna a la
geometria per resoldre’l, a la geometria del diagrama de calcul.

En els problemes de resolucié d’equacions de segon grau completant quadrats es parteix
directament de I'algebra i es passa a la geometria del diagrama de calcul per resoldre-les.

A continuacié es mostra I'enunciat d'una de les activitats proposades. Primer es presenta
I'equacio i la demanda de resolucié que es fa als alumnes. Després es presenta una
resolucié concreta d’'un alumne i algunes consideracions especifiques.

L'enunciat: Resol les equacions seglients, escrivint tots els passos i els valors que vas
deduint amb I'ajuda dels diagrames. Comprova després substituint que els teus resultats
son correctes.

a) x> +6x =40

b) x> —6x =40

La figura 7 mostra la produccié d'una alumna davant d'aquestes peticions.
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Resolucit Comprovacié aubatituint
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i o
i /#?
L .0 X+ 8 3 <+3= -3
x=7-3: Yy x 2 5o el
b) x* ~Gx =40 : ; :
: 02-6-10= 4O v
3 N0 | 4o +q =48 r’ﬁﬁ'\/‘? (-9¥ -6 -9):=40 /|
s AL 57 i
X-3='+? b

x=74340 x=-743:Y

Figura 7. Resolucié de les dues equacions realitzada per una alumna.

Reflexié metodologica

Aquesta manera de plantejar els problemes sobre triangles rectangles i les equacions de
segon grau promou que els alumnes associin el llenguatge algebraic i les seves regles de
calcul a transformacions de les arees de figures geometriques. S'associen longituds a termes
de primer grau i arees a termes de segon grau i fa que els alumnes arribin a un significat més
profund del que representen els calculs algebraics. Connecten l'algebra amb la geometria,
com de fet va succeir al llarg de la historia de les matematiques: durant molts segles es
resolien amb raonaments geometrics problemes que avui en dia es plantegen Unicament i
exclusivament amb termes algebraics.

Conclusions

Vistos els resultats recollits en I'analisi de les activitats dels alumnes i les conclusions que
s’han generat, es pot afirmar que I'ensenyament de I'algebra en els primers cursos hauria
d’anar de la ma de raonaments visuals com els que faciliten I'is de diagrames. Es a dir,
que la introduccié de l'algebra, a més de ser una generalitzacié de I'aritmetica, un model
en que les regles amb nombres passen a ser regles amb lletres, hauria de tenir també un
component visual, el que dona la interpretacié geometrica de les férmules de l'algebra. En
aquest paradigma, les expressions lineals es poden interpretar, en funcié de la situacié, com
a arees o com a longituds de segments, i les expressions quadratiques s'interpreten com a
arees. Totes les operacions i les regles per realitzar-les tenen la seva interpretacié en el model
geometric. D'aquesta manera, les propietats de les operacions no es justifiquen Unicament
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amb unes regles o amb una gramatica dels simbols, sind que tenen un equivalent en el
model geomeétric. Aquesta idea es va utilitzar en la recerca esmentada (Guevara, 2015) per
dissenyar les activitats proposades: partir de problemes que sén habituals del curriculum
escolar i resoldre’ls amb les eines dels matematics antics.

Aquesta primera implicacié, la d’introduir la interpretacié geométrica en la lectura de les
férmules habituals en els inicis de I'algebra, es va posar en practica durant el temps de
realitzacié de la recerca, dos anys després d’haver recollit les activitats analitzades. El curs
2011-2012, I'autora va tornar a impartir classes a grups de 3r d’'ESO. Aquesta vegada, a més del
dossier de treball sobre la resolucié de problemes amb triangles rectangles, es van dedicar
cinc o deu minuts inicials de cada classe a corregir exercicis rutinaris de calcul amb polinomis
que els alumnes havien de resoldre a casa d’'una classe a la seglient.

Després de dues o tres sessions, diversos alumnes van expressar oralment, per a tota la classe,
la coincidéncia que veien entre els calculs amb les formules i els calculs amb el suport de
les figures geometriques dient: «Ara ho entenc, aquestes operacions amb lletres sén com
els calculs que estem fent amb les figures!». No cal dir que la satisfaccié de la professora en
aquell moment va ser maxima.
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