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científics en general, i els físics, químics, biblegs, etc., en Les raons per al rapid desenvolupament de la re 
p~t icular ,  que la majoria de les estructures que formen cerca en aquest CamP del cre~x~ment fractal són di- 
part del seu c m p  d'estudi posseeixen un tipus bastant Verses. L'interhs esta f0rtameIlt motivat pel fet que els 

especial de complexitat geometrica. Aquest inter6s va fenbmens de creixement fractal estan estretament rela- 

sorgir amb el treball de B. Mandelbrot (Mandelbrot, cionats amb molts processos d'importancia practica. En 
1977; 1982; 1989)' el qual va recalcar les similituds de les menc~o~arem tres: i) la textura interna deis aliatges 
propietats geometriques particdars d'aquests objectes deguda a les estructures dendrítiques que es desenvolu- 
complexos amb les costes dels continents, les branques pen durant la seva solidificació és en gran part respon- 
dels abres o les superficies dels núvols. El1 va intro- sable de la majoria de les seves propietats mecaniques; 

duir el nom fractal per a aquestes formes complexes per ii) una altra ares d'aplicació és en l'obtenció secundaria 

expressar que es poden caracteritzar per una dimensio- de ~etroli ,  on l'aigua bombejada dins d'un Pou s 'em~ra 

nalitat fraccionkia (fractal). Amb el desenvolupament Per for~ar  el ~etrol i  a fluir cap als Po- veins -1'~fickia 

de la recerca en aquesta direcció, la dista dels exemples d'aquest metode esta influida Per l'estructura fractal 
de frxtals ha esdevingut extraordin&riament gran, i in- dels dits viscosos (figures ID-F) corresponents a la in, 

clou tot tipus d'estructur terfase petroli-aigua-; iii) finalment, el coneixement 

ñns a cúmuls de galaxies dels diferents tipus d'estructures generades per elec- 

Un camp molt impo trodeposició (figures 1A-C) es pot aplicar a l'estudi de 

observades és el dels fenbmens de creixement lluny de la C O ~ ~ O S ~ Ó  i la pr0tecciÓ de superficies met&l.liques, i 

l'equilibri, que són rnolt comuns en diferents camps de també a la possibilitat de fer servir electrodipbsits com 

la i la tecnologia. Exemples d'aquests preces- a nous catalitzadors de reaccions que tinguin 110~ so- 

sos són la solidificació dendrítica en un medi sobrere- bre superfícies met&l.liques fractals per a l'obtenció de 
fredat, la digitació viscosa (viscous fingering) quan un materials amb noves ~ r o ~ i e t a t s .  

fluid viscós s'injecta dins d'un altre fluid més viscós, 
l'agregació col.loida1, la dissolució química, la cristal- Geometria fractal 
lització d'una sal per precipitació química, la ruptura 
dielectrica d'una deschrrega electrica dins d'un me(" 
Jielectric, 1'electrodeposició d'ions sobre un electrode . 

t formació de polímers conductors per electropolime- 
rització. En els experiments que condueixen a aquests 
tipus d'estructures (figures 1 i 2)' es van fer servir nor- 
malment mostres quasi-bidimensionals. El moviment 
de les interfases es pot modelitzar mitjancant la dis- 
tribució espacial d'una magnitud que satisfa una equació 
de Laplace (A$ = 0) amb condicions de contorn mbbils. 

Una classe molt important d'aquest tipus d'estructu- 
res es pot caracteritzar com a estructures de ramificació 
oberta (figures 1C i 1F). Aquests objectes es poden des- 
criure en termes de la geometria fractal. Aixb significa 
que el volum V(R) de la regió limitada per la interfase 
escala amb la mida lineal de l'objecte d'una forma no 
trivial 

El no: e coneixement actual de les fractals és en gran 
part degut a l'interes creixent a caracteritzar-les. Al- 
gunes de les propietats bhiques d'objectes amb dimen- 
sions anbmales varen ser apuntades i investigades a prin- 
cipi de segle per F. Hausdorff (1919) i A.S. Besicovich 
(1935). La rellevancia de les fractals a les cihncies ex- 
perimental~ va ser apuntada per B. Mandelbrot, el qual 
va demostrar la riquesa de la geometria fractal i va des- 
envolupar importants nous resultats en els seus Ilibres 
(Mandelbrot , 1977; 1982). El propbsit d'aquest apartat 
és donar una introducció als conceptes bhics i a les 
propietats de les fractals. 

Una propietat d'aquestes estructures, que és interes- 
sant estudiar, és la que es coneix com autosemblanqa; 
diem que un objecte fractal és autosemblant quan la 
seva morfologia no depen de l'escala en que ens el mirem. 
Aixb significa que si primer tallem una part de la frac- 
tal i llavors l'ampliem a la mida de l'objecte de partida, 
llavors l'objecte resultant sera semblant a 1' 



Figura 1: - 

inestables. (A,  B i C): electrodeposició de Zn. (D, E i F): digitació viscosa ('viscous f i  

,. . 
D E 

Figura 2: Altres exemples dlestructures complexes que apareixen en diversos tipus d'experiments: (A) desctirrega electr, 
un dielectric . (B) solidificació direccional d'hcid pivalic. (C) electropolimerització de pirrode per donar un polímer conauctor 



Si estem considerant un objecte geometric immers en 
un espai euclidih de dimensió d, una manera de determi- 
nar la seva mesura d-dimensional és la següent: primer 
es recobreix l'objecte amb boles d-dimensionals de radi 
1, i si N(1) és el nombre mínim de boles necessari per 
recobrir-10, 

Vd(l) N(1) - ld (2) 

dóna una estimació superior de la d-mesura (estimació 
més aproximada com més petit és 1).  Finalment, la d- 
mesura Vd es defineix com el límit de Vd(l) per a 1 -+ O. 

Per a objectes d-dimensionals estbdards, Vd(l) ten- 
deix a Vd finit molt de pressa. Per a altres objectes 
estbdards, amb una dimensionalitat més petita que d 
(com ara una superfície o una corba immerses en un es- 
pai de dimensió d = 3) tenim que Vd = O, per6 que en 

'' canvi Vdl # O per a algun dl < d (dl = 1 per a una 
corba i dl = 2 per a una superfície). 

Per als objectes fractals, en canvi, normalment no hi 
ha cap valor sencer dl I d per al qual Vdl sigui no nul i 
finit. 

Considerem per exemple la mida de la costa sud de 
Noruega (figura 3) (Feder, 1988), on hi ha la majoria 

' de fiords. La podem dibuixar en un mapa bidimen- 
sional (d = 2). Si mesurem la longitud total (1-mesura) 
veurem que Vl(l) creix indefinidament per a 1 + O, i 
així diem que la longitud total Vl de la costa és infinita. 
Per contra, si mesurem l'hrea recoberta (2-mesura) per 
la costa, tenim que V2(1) tendeix a zero quan 1 -+ 0. 
No hi ha doncs cap valor sencer d' 5 d per al qual Vdt 
sigui finit i no nul. La costa sud de Noruega és molt 

Aplicar tot aixb a la longitud de la Costa Brava o de 
l'illa de Menorca fóra també interessant. 

Tanmateix, per als objectes fractals podem trobar 
un D no sencer, D 5 d; per al qual el límit de VD(l) 
quan 1 + O és igual a VDk, finit i no nul. Aquesta D 
s'anomena dimensió fractal. 

En general, anomenem fractal un objecte físic, si 
en mesurar-ne el volum, superfície o longitud amb esolució de 1800 x 1 
hiper-boles &dimensionals, (d - 1)-dimensionals, etc., 

a l'hora de determinar la dimensió fractal D: 

mínima (la mida de les 
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partícules o la resolució experimental) i una de mkima A causa del fet que les fluctuacions són sempi- 
(la mida total de l'estructura). La mida finita (L < oo) presents en els processos físics, aquests no condueixen 
de les fractals experimentals fa possible introduir una mai a estructures amb una simetria ben definida. Direm 
magnitud adimensional doncs que les fractals físiques són més o menys aleatbries 

amb un grau de simetria baix. 
E l/L (7) De totes . maneres, fóra interessant considerar les 

la qual representa la mida de les csjxes normalitzada per construccions simples i ideditzades que porten a estruc- 

la longitud de l,estructura. ~~6 ens permetra unificar tures fractals. Aixo constitueix el tipus de fractal que 

les dues maneres de calcular que abans esmentavem, s'anomena determinista ja que esta generat per una llei 

a dir, per al cas de fractals en creixement, man- determinista, P.e. corba de von Koch, junta de Sierpin- 

tenim constant 1 i augmentem L, mentre que per a frac- ski, etc. (Mandelbrot, 1982;. Vicsek, 1989). En general, 

tals ja generades, mantenim constant L i disminuim 1. en construir una fractd matemhtica per creixement a 

Aleshores les equacions (3) i (5) es poden escriure en partir d'una llei determiniSta, hom comenta ZLmb un ob- 

termes d'aquesta magnitud adimensional, E, com jecte (partícula) de mida lineal a: En un primer pas 
(k = 1)' n - 1 copies de l'objecte llavor s'afegeixen a 

N(&) N ' . (8) l'original de manera que la mida lineal de la conñgu- 
ració resultant esdevingui r . a, amb r > 1. A la propera 

on N(&) ser& el nombre mínim de boles de radi EL (0 iteració (k = 2)' cada partícula de la primera iteració se 
caixes de mida EL) d-dimensionals que recobreixen la substitueix per tata la configuració a la iteració k 1. 
fractal i D és la dimensió fractal de l'objecte Així, el nombre de partícules de l'estructura sera n2 i la 
de forma analoga a (4) i (6) mida lineal sera r2 .a. Així, en anar fent iteracions, quan 

es realitzi la (k + 1)-&sima iteració, les n unitats de la 
k-&sima conñguració corresponent a l'estructura obtin- 
guda en la .(k - 1)-&sima iteració, se substitueixen per 
tota l'estructura generada a la k:&sima iteració. Vegeu 
la figura 4, per fer-vos una.idea de les primeres iteracions 

l'estructura un cop formada. 

Noruega (figura 3) i resulta ser D = 1'52 f 0,01 (Fed 

amb la dimensió de capacitat D, introduida per A. N. 
Kolmogorov i V. M. Tihomirov (1959). La idea original 

dependent de l'escala en q 
haura un domini d'escales 
una bona dimensió fractal. 

Com a resum podrem d 

les generades estochsticament s 



Figura 4: Exemple de construccíó d'una fractal determinista immersa en d = 2 (Vicsek, 1989) 

segons (9)' és molt laboriós. Per aixb, és molt més efec- Experiments en electrodeposició 
tiu calcular D a partir de la funció d'autocorrelació de L,electrodeposició és un exemple fascinant de 
parells o funció densitat-de'nsitat: de creixement sot 

1 
c ( 3  = N p(7+ ?)p(?) (11) d'altres processo 

P .  placament d'interfases (figura 1). 
En els experiments d'electrodeposició, l'estruct 

la qual ens indica quina és la probabilitat que dos punts fractal que creix 
separats una distancia r' pertanyin a l'estructura. N de potencial (AV) a través d'una dissolució d' 
és el nombre de partícules de la fractal i p és la densi- sal meth1lica (per exemple ZnS04) mitjancant 
tat local de partícules, p.e. val 1 si en el punt situat electrodes (generalment metalls: Zn, Cu) i al fet 
a distancia 7 d'un origen arbitrari hi ha partícula, i el pas de corrent electric es manté grhcies a dos proc 
en cas contrari. Normalment les fractals són isbtrop 
(les correlacions no depenen de la direcció) i per ta 
la funció de correlació només dependra del mbdul de 

En'un objecte fractal, la funció de correlació dep 
de la distancia d'una manera no trivial, i es pot veu 
que C(r) satisfa la llei d'escala següent amb r: 

4 .  

tructures generades tindr 

Per a una anhlisi 
quasi-bidimensionals, 

imatge arnb una x 
celala de la xarxa 
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T T T T  
Figura 5: Dispositiu experimental per fer estudis d'electrodeposició quasi-bidimensional. Consta de: (A) pot&ncia, (B) ceNa 
on creix I'estructura, (C) lupa estereoscdpica, (D) cimera TV, (E) monitor TV i (F) PC amb targeta digitalitzadora 

i negre o tres bytes si es fa en colors (un byte per a 
cada color bhic). Un cop digitalitzada la imatge es bi- 
naritza de forma relativa a un llindar d'intensitat, per 
definir millor el contorn de l'agregat. És ara quan po- 
drem aplicar -els conceptes de la geometria fractal ja que 
la figura digitalitzada, un cop binaritzada, és asimilable 
a un agregat de partícules ordenades d'una certa forma 
(s'asocia una partícula a un pixel negre). 

A la figura 6 es pot veure un electrodipbsit de Zn 
generat a partir d'una dissolució de ZnS04 0'15 M, amb 
una diferencia de potencial aplicada de 10 volts i amb 
una separació entre electrodes de 5 cm. Els electrodes 
són de Zn d'un gruix aproximat de 200 pm (rnicres). El 
temps necessari per generar aquesta estructura és de 20 
min i l'alqada mitjana del dipbsit és aproximadament de 
5 mm. 

Caracterització fractal d'electrodipbsits experi- 
m e n t a l ~  

Si volem caracteritzar l'estructura de la figura 6 en ter- 
mes de la dimensió fractal podem aplicar les expres- 
sions (8)-(9) per trobar-ne la dimensió de capacitat, D,, 
i les expressions (11)-(14) per trobar-ne la dimensió de 
correlació, D,,,,. De fet, per simplificar el calcul i a 
causa del fet que aquests tipus d'estructures són molt 
semblants a les fractals estochtiques, farem una apro- 
ximació estadística a l'hora d'efectuar el cbmput, i en 
comptes de fer-ho a partir de tots els punts de l'agregat, 
farem la mitjana sobre uns 500 punts escollits a l'atzar 
en una regió intermedia de l'estructura, de forma que 
en mar augrnentant la mida de la caixa/bola amb que 
recobrim l'estructura no sortim de la figura (de fet si fos 
un objecte generat per simulació matematica podríem 
aplicar condicions peribdiques als costats de la figura). 
A m&, per trobar la dimensió de capacitat (D,) no la 
calcularem a partir de les expressions (8)- (9) sinó fent 
servir una expressió semblant a (3); aixb es basa en el 

Figura 6: Imatge digitdtzada d'un electrodipbsit de Zn 

calcul de la massa (quantitat de punts de l'agregat) 
continguda dins d'una bola/caixa de dimensió lineal r 
(a < r < L), que de forma similar a (3) verificara la llei 
d'escala següent: 

M(T) N rDc (15) 

A la figura 7 es veuen les representacions log-log de 
M(r) i C(r) segons r -pr&viament adimensionalitzada 
segons (7)-, on r = 2" = 1, representa la mida lineal 
global de l'agregat (29=512 pixels) i rW9 representa el 
límit de resolució experimental (1 pixel). Per poder tro- 

" ' 3 de Fbica. / in Semestre - 



bar les dimensions fractals D, i D,,,, intentarem fer un 
ajust de regressió lineal en un interval d'escala on tingui 
sentit fer-ho. Per aixb, es fa una analisi de les derivades 
locals (trobades numericament per a cada mida r consi- 
derada), i la zona on més o menys hem obtingut un valor 
constant sera l'interval valid per fer l'andisi de regressió 
lineal. A la figura 8 es representen aquestes derivades 
locals i s'observa que l'interval d'escales en que tindria 
sentit fer aixb és molt reduit (si se'n pot parlar) i 110 

tindra gaire sentit calcular D, i D,,,,.. 

Dimensions fractals generalitzades 
Una discussió iiiés extensa dc lcs mesures fractals d'un 
agregat experimental 6s millor fer-la en termes de les 
anomenadcs dimensions fractals generalitzades, D,, on 
q E R és un índex que ens caracteritza la dimensió frac- 
tal. Aixh és adequat per a estructures fractals que neces- 
siten un nombre infinit d'exponents tipus dimensió per 
caracteritzar-ne les propietats d'escala (Vicsek, 1989). 

Hi ha diferents procediments desenvolupats per cal- 
cular l'espectre de dimensions fractals generalitzades. 
Aquí n'explicarem un de basat en un algorisme tipus box 
counting semblant a l'introduit per calcular D segons 
(9). Es defineix -una funció de partició (a causa de la 
seva analogia amb la mechica estadística) 

En aquesta versió més general, és facil veure que les di- 
mensions fractals introduides anteriorment D, i D,,, 
coincideixen amb Do i D2, respectivament. A causa de 
la forma de l'expressió (20) per trobar Di es veu que Di 
esta relacionada amb la informació (1 = pi.logpi, com 
és usual en mechica estadística) de l'estructura fractal, 
és per aixb que s'anomena dimensió d'idormació. De 
la mateixa manera, Do és la dimensió de capacitat (di- 
mensió fractal usual) i D2 6s la dimensió de correlació. 

En general D, ens donara idea de les propietats 
d'escala, no de l'estructura global (q = O), sinó de di- 
ferents zones segons el seu pes, é s  a dir, per a q < O 
tindran més importancia les zones de probabilitat baixa 
(p, -+ O) i per q > O en tindran més les zones de proba- 
bilitat alta (p, -+ 1). 

Les fractals autosemblanhs obtingudes a partir d'una 
llei matemhtica determinista tenen 

Dq = D (Qq E R) ,  

i es diu que la mesura de la seva distri 
uniforme. Llavors, per a les fractals estocAstiques ( 
semblants a les experimentals) també direm que són 
tosemblants, en sentit estadístic, quan tot l'espectre 
dimensions fractals generalitzades és igual a D. A l'h 
de calcular D, per a estructures fractals obtingudes 
perimentalme&, s'haura de fer en sentit estadístic, é 

(16) dir, o bé fent la mitjana del calcul de Z,(E) per a cad 
considerada sobre un determinat nombre de xarxes, 

condicions experimentals i, per a cada estructura obtin- 
guda, calcular Z,(E) només per a una xarxa i fer-ne 

estiguin normalitzades la mitjana després. De totes maneres, a causa de les 
limitacions experimentals, E = 1 (1 = L) és la caixa 
maxima que podrem prendre (limitacions de mida finita) 
i E = 2-" (1 pixel) , on n és la resolució del procés de digi- 
talització (2" x 2")' és la caixa mínima que podem pren- 
dre (resolució experimental del procés); aquestes lleis 

E que recobreixen l'agregat. d'escala només seran valides en un determinat interval. 

Obtenció de dime 
en electrodipbsits 



lag 2 r log 2 * 
Figura 7: Representació de: (A) log2 M(r) vs. log, r i (B) log, C(r) vs.log2 r calculada a partir de l'estructura de la figura 
6. La línia contínua representa el cas de recobriment amb caixa quadrada de longitud r i les discontínues, amb boles de radi r 

9: Representació de log2 Zq(&)/(q-1) vs. log2 E per 

de la figura 7. La línia co estructura de la figura 6. La línia c 

la discontínua de D 

,568 f 0,003 i D2 
Per resoldre aixb, i 

electrode-dissoluc ne res sobre l'exactitud i molt menys sobre el 
autosemblant de l'electrodipbsit de Zn consi- 

(figura 6) ja que és on esta contingut el seu caracter 
fractal i així minimitzarem els efectes tridimensionals h e t r e s  experimentals que podem controlar (concen- 

els vdors de les dimensions fractals generalitzades con ió quasi-bidimensional del Zn en una cel-la elec- 



troquímica amb simetria parallela, s'observen els dife- 
rents regims de creixement obtinguts en altres situacions 
experimentals (Vicsek, 1989)' des del regim dendrític 
anisbtrop fins al regim fractal irregularment desordenat, 
i també altres noves estructures que són barreges de den- 
drites amb ramificacions obertes més de tipus fractal. 

Els experiments quasi-bidimensionals portats a 
terme s'han realitzat en un dispositiu similar al des- 
crit en la figura 5. La celela esta constituida .per dos 
electrodes de Cu de 3,5 cm de llarg, separats a una 
distancia de 3 cm. Els fils'de .Cu emprats com a 
electrodes tenen un d ihe t r e  de 70 pm, la qual cosa fa 
que els efectes tridimensionals es redueixin considerable- 
ment, ja que la dissolució estara confinada en un gruix 
de 70 pm entre les dues plaques de vidre de 5 mm de 
gruix ja descrites anteriorment. L'interval de diferencia 
de potencial aplicada (AV) és de 0-20 V i el de concen- 
tració (c) de ZnSOe és de 0'01-0'75 M. Els experiments la discontínua, de Dz 
es fan a temperatura ambient i el temps de creixement 
és entre 5 i 45 min. 

A la figura 13 es pot veure en forma de diagrama 
un resum dels di-rents tipus de morfologies obtingudes 
en fer experiments variant c i AV. Els diferents ti- 

estructura compacta que no c 

borescents i creixen de forma h 
front ben definit. 

iv) a concentració mé 



Figura 

- l m m ,  

MIXTA 

AV 

Diagrama de morfologies de les estructures obtingudes en l'elec ció quma-bidimens 
de la concentració de ZnS04 (c) i de la diferencia de potencial aplicada (AV) 

d del Zn en termes 



Taula 1:Valors de D, per a estructures obertes 
(2-7< E < 2-3) 

morfologia oberta, amb el segiient valor calcuiat per a di- 
ferents estructures D = (D,) = 1,61f 0'02 (Trigueros et 
a1.,1991). Aquest valor és semblant al que s'obté a par- 
tir d'estructures fractals estochtiques obtingudes per si- 
mulació (Vicsek, 1989). Per a la morfologia homoghnia, 
els resultats obtinguts per a diferents Dq (taula 2) no 
semblen tan concloents com els de la ~norfologia oberta, 
ja que per a cada estructura l'autosemblan~a no és tan 
definitiva, pero el que sí que s'observa és que els valors 
canvien bastant d'una part a una altra dins de la zona 
de la morfologia homoghnia. Aixb es creu que pot 
a causa del tipus de creixement, ja que aquesta 
fologia, a diferencia de l'oberta, presenta un front 
creixement pla molt ben definit. 

En aquest treball s'ha intentat fer una breu introducció 
als conceptes de la geometria fractal per caracteritzar 
les estructures complexes i altainent desordenades que 
s'obtenen en un gran ventall d'experiments diferents. 
En particular, s'ha presentat l'electrodeposició com a 
exemple d'experiment que genera estructures d'aquest 

Taula 2: Valors de Dq per a estructures homogenies 
(2-7 < E < 2-2) 

De totes aquestes estructures, les que recorden més 
una estructura fractal són l'oberta i l'homogenia, i és 
en aquestes on té sentit fer una analisi de l'espectre de 
dimensions fractals generalitzades sobre el contorn de 
l'estructura (interfase electrode-dissolució). A la taula 
1 es mostren alguns valors de les D, obtingudes per di- 
ferents estructures obertes dins de l'interval on es veu 
que els valors de les diferents D, avaluades és el mateix, 
per tant té sentit dir que aquesta morfologia dóna una 
estructura fractal autosemblant i sembla que és ind 
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