PROBLEMES

Salvador Estradé i Jordi Vives

Tal com s’ha dit en nimeros anteriors, I'objectiu d'aques-
ta seccié de la Revista és fomentar I'interées per la fisica
entre els estudiants. Per aconseguir-ho, demanem al pro-
fessorat que faci una amplia difusié d'aquesta proposta
entre I'alumnat i I'animi a participar-hi.

En cada nimero de la Revista hi haura dos problemes
proposats: un per a estudiants universitaris i un altre per
als de batxillerat. Les millors solucions o les més originals
apareixeran publicades en el nliimero segiient i, els gua-
nyadors, se'ls premiara amb una subscripcié gratuita a la
Revista durant cinc anys.

Acompanyant la solucid, I'alumne ha de fer constar
les dades segiients: DNI, nom i cognoms, adreca postal,
telefon, adreca electronica, nivell i centre d'estudis.

Les respostes als problemes proposats en aquest
nimero s'han de fer arribar abans del 15 d'octubre a:

probuni@ffn.ub.es (nivell universitari)
probsec©ffn.ub.es (nivell de batxillerat).

Finalment, cal dir que agrairem el fet de rebre —a
les mateixes adreces electroniques— tot tipus de sugge-
riments i propostes per incloure en aquesta seccié.

Problema per a I’'alumnat de batxillerat

En els vertexs d'un triangle equilater de costat 1 m hi
ha tres carregues puntuals i fixes de valors: Q4 = 1 nC;
Qs = 2 nCi Qc = 3 nC. Quant val I'energia potencial
electrostatica del sistema?

Constant electrica en el buit: 9-10° N m? C=2.

Problema per a I’'alumnat universitari

Es proposa una adaptacié d’'un problema proposat en una
prova de I'Olimpiada Espafola de Fisica que sembla in-
teressant.

L'lImperi del Mal, famds per rodar la serie de la Guer-
ra de les Galaxies, ha decidit introduir-se a fons en els
negocis immobiliaris antigalactics. Amb aquesta finalitat
ha constituit la societat DECONSA (Demolicions i Con-
tractes, Societat Astronomica). Pretén construir unes
megaurbanitzacions a Siri amb excellents vistes a la cons-
tellacié d'Orié. Per aconseguir el material de construccid

ha reconvertit la seva famosa Estrella de la Mort en una
trituradora de planetes. El procediment per esbocinar un
planeta consisteix a augmentar-ne la velocitat de gir fins
a aconseguir, per centrifugaci, la desintegracié total. Per
desgracia, la Terra ha estat classificada com a planeta
rebutjable i esta inscrit a la llista de planetes per reciclar.

Si es considera la Terra com un cos perfectament
esferic, rigid i de densitat constant:

a) Determineu la velocitat de rotacié de la Terra per
aconseguir desprendre I'equador per centrifugaci i quina
sera la duracié del dia en aquest moment

b) Amb aquesta velocitat, es despren noms el cinturd
equatorial o es desintegrara tot el planeta?

¢) Per aconsequir la desintegracio total de la Terra es
necessita una gran quantitat d'energia en forma d’energia
de rotacié. Determineu I'energia minima per centrifugar
completament la Terra. Per obtenir aquesta energia, qui-
na velocitat de rotacié haurem de donar a la Terra?

d) La companyia DECONSA, per reduir despeses,
també pretén obtenir I'energia de la radiacié solar, ja que
aquesta s gratuita. La densitat de potencia irradiada pel
Sol en la proximitat de la Terra és d'1,36 kw/m?. L'Estre-
lla de la Mort és una gegantesca nau espacial de la mateixa
mida que la Terra i la seva superficie esta preparada per
captar tota la radiacié solar. Quant de temps trigaria a
carregar les bateries |'Estrella de la Mort per disposar de
I'energia que necessita per centrifugar la Terra?

e) Per accelerar el procés, DECONSA decideix cons-
truir una esfera que envolta completament el Sol amb un
material molt lleuger capa d'absorbir totalment la radiacié
solar i emmagatzemar-la adequadament. Quant de temps
es necessitaria per destruir la Terra?

Radi equatorial terrestre: 6.378 km.
Massa de la Terra: 5,97 - 10%* kg.
Distancia mitjana Terra-Sol: 150-10% km.
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Solucié als problemes del
numero anterior de la Revista

Del problema per a I'alumnat de batxillerat

Tant el planeta com el seu satellit giren en moviments
circulars uniformes entorn del seu centre de masses, que
suposem en repos. Per tant, si agafem com a origen de
coordenades aquest punt es compleix la relacié segiient:

MR =mr (1)

on M és la massa del planeta, m la del satellit (m =
M/10), R el radi de I'orbita del planeta i r la del seu
satellit. Es obvi que la relacié entre aquests dos radis
compleix:

R+r=D (2)

on D és la distancia entre els centres dels dos astres.
Resolent el sistema d’equacions (1) i (2), obtenim que:
R=D/11ir =10D/11.
D’altra banda, la llei fonamental de la dinamica aplica-
da al moviment circular uniforme de M i m segons els res-
pectius eixos normals (radials) ens déna respectivament:

Mm

M
GD—T = mw3r (4)

Cal fer notar que la forca gravitatoria d’interaccio en-
tre els dos astres depén de la distancia entre els seus cen-
tres per la qual cosa, en modul, és la mateixa per a les
dues masses mentre que |'acceleracié normal de cadas-
cuna depen dels radis de les respectives trajectories que
descriuen i, per tant, tenen valors diferents.

També cal remarcar que, si introduim la relacié (1) en
I'equacio (3) i la comparem posteriorment amb la (4), de-
duim que necessariament les velocitats angulars de gir de
les dues masses son iguals i que, per tant, també coinci-
deixen els seus periodes de rotacié. Aixi doncs, per obtenir
la velocitat angular comuna podem treballar, per exemple,
amb I'equacid (3) on, si substituim mi R pels seus valors,
obtenim:

MM/10

Per tant:

[11GM .
Wy = W—1,0710 rad/S. (6)

Aixi doncs, el periode comu s'obté de:
2
Tw=Tmn= - =58710% )
Ww

Les velocitats lineals respectives son:

vy = wyR =38,9m/s (8)
Vi = Wmt =389m/s (9)
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L'energia mecanica del sistema és la suma de I'energia
cinetica de cadascuna de les dues masses més |'energia
potencial gravitatoria d'interaccié entre elles.

%Mvﬁﬂ + %mv,% - G% = —8,3510%°J  (10)

Finalment, cal observar que, si la massa del planeta
M hagués tingut un valor molt més gran que la massa del
satel-lit m, el centre de masses del sistema hauria coincidit
practicament amb el centre de M i podriem considerar que
el planeta roman en repos mentre el seu satel-lit m orbita
entorn del centre de M.

E =

Del problema per a I’alumnat universitari

Tenim com a dades de partida que la metrica en el buit
que envolta el planeta té simetria esferica

?dr? = A(r)(cdt)® — B(r)dr® — r*(d6” + sin*(6)d¢?) (11)

on A(r) i B(r) sén dues funcions desconegudes de la co-
ordenada radial r amidada des del centre de P de manera
que compleixin que A(r)B(r) =1 als voltants de P.

Una particula en trajectoria radial en un pla equatorial
(d6 = d¢ = 0) compleix el principi de conservacié de
I'energia, de manera que la quantitat

dt
©dr
es manté constant durant tot el recorregut. Si suposem
que la particula inicia el recorregut dt = d7 = 1 des de
r =o00on A =1, I'expressié 12 ens diu que e = ¢, i
llavors 12 es redueix a

e = Alr) (12)

dt 1
—_— ==, 13
dr A (13)
Substituint 13, d6 = 0, d¢p = 0 en I'expressié 11 de
I'element de linia, tenim:

Alr)y=1- <dr>21f(r). (14)

cdt

Un fotd en trajectoria equatorial de radi constant a redu-
eix la metrica 11 a I'expressié segiient:

<d¢)2 L) (15)

dt a2

per a (01 = dr = 0, sinf = 1) i la seva equacié de
moviment per Euler-Lagrange és

@)%




de manera que I'linica funcié A(r) del tipus 14 que com-
pleix 151 16 és (vegeu 'annex 1):

Alr)=1-— amb a=—. (17)

Si derivem respecte a r, s'obté:

d(rA)
dr

=1 (18)

de manera que en posar A(r) com A(r) = e “() en :

74 1 1
w1y 1
e (r r2)+ p 0, (19)

prenent B(r) = e (") i sabent que A(r)B(r) = 1, podem
inserir v = —X en 19:

N1 1

L'enginyer de bord, després de consultar I'enciclopedia
electronica, comprova que els calculs realitzats son cor-
rectes ja que 191 20 coincideixen amb les components t i r
de les equacions d'Einstein en un espai-temps de simetria
esferica (vegeu la bibliografia) introdueix aquestes equa-
cions en |'ordinador per calcular les altres dues equacions
corresponents a 6, ¢ i la tripulacié continua la travessia
sense problemes, sumits placidament en la curvatura de
|'espai-temps provocada pel llunya planeta P.

Conclusié

Acceptant que es compleix A(r)B(r) = 1, la consideracié
de la trajectoria circular d'un raig de llum en un espai-
temps de geometria esferica defineix una condicié 18 de
la qual es poden deduir facilment les corresponents equa-
cions de camp d'Einstein en el buit.

Annex 1

Utilitzant 151 16 s'obté que:

A dA
2 —r=0 on A =

Al T odr’ (21)

La funcié A(r) = kr? no serveix, ja que és valida per a
un interval r = (—o0, +00) i no per a un dnic valor r = a
com busquem.

L'equacié 21 s de primer ordre i per tant vlida per a
un unic valor de r noms si:

E:mr—f—n amb a=15- (22)
A 1-2
i r(mr-+n) amb a= o n, (23)

on m i n sn dos parametres constants que no depenen
de r. Solucionant les dues equacions diferencials 22 i 23
tenim:

A= k(mr+ n)¥/m (24)
A= k[r/(mr+ n)]¥". (25)
Imposant la condicié de A = 1 per r = oo s’ha de

descartar la solucié 24 i la solucié 25 ha de complir m =
k", de manera que en substituir en 25 tenim:

k=" —1/n
A= (1 4+ - ) (26)

L"tnic valor possible que ens transforma 26 en I'equa-
cio 14 es n=—1,

K 3k

A=1-— - amb a=- (27)

amb la derivada respecte a r s I'equacié de camp G+ = 0.
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