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SOBRE LA DERIVA GENETICA

Escrit per:

Dept. d’Estadistica
Universitat de Barcelona

Tractarem de descriure aqui, mitjangant un senzill model matematic, el fenomen conegut en genetica
de poblacions com a deriva (0 també, a vegades, com a cosanguinitat).

Considerem una poblacié d’organismes diploides la mida poblacional dels quals, per simplificar,
suposarem constant (IN) de generacié en generacié. També, per simplicitat, tractarem el temps
com una variable discreta, quantificat en termes de generacions. Suposarem aparellament a l'atzar
(panmixia) 1 no considerarem ni migracio, ni mutacié ni seleccié.

Anem a estudiar, per a un locus autosomic determinat amb dos al lels possibles, H 1 4, com canvien
les freqiéncies geniques 1 genotipiques de generacié en generacid, especialment la freqiiencia
d’heterozigots Hh.

Sigui W/ = (Xj', )}' ,Zj) un vector aleatori que representa el numero d’individus amb genotips HH, Hb
1 hh, respectivament, en la generaci6 /. Observemn que X/ + Y/ + Z/ = Nique el total d’al lels per a
aquest locus és 2N.

Com a consequéncia de la hipotesi de panmixia, i en abséncia de mutacio, seleccid o migracio, si en la

, ) A
J-esima generaci6 X = x5, Y; = y; 1 Zj = g, llavors en formar un zigot de la generacié 7 +1, tindrem
les probabilitats seguients:

p = PHH) = (%)
¢ = PUHR) = 2(8%) (- $%). W)
r = P(hh) = (1—2)°

Sent a; = 2x; 4y, la freqiiéncia absoluta de Ial del H en la generacio ;.
_La distribucio de W, +1 = (Xj +1, Yj'+1, Z;+1) condicionada a W = (X;, Y}, Z;) sera una trinomial,
Le.:

PlXjr =m0, Yo = w1 B = 291 [ Xy = 00.Y5 = 15, 8y = 23] =

N!

_ i+l AYj+1 2541
) — T . 1 p J q J iy J
171‘_]. 'U,7+l< Zj41-
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La funcié caracteristica de W; +1 = (X; +1, Y7 +1, Z; +1), que ens servira per trobar Uesperanca de Y; +1, la podrem calcular
7 +1 G+ L+ 4 q 1% perang J p
mitjangant:
(I’W].H (tl,tz,ta) - E (ei(tlXj+1+t2Y]+1+t3Zj+1))
- (s o)
= > P(X; =w5,Y) = y5, 25 = 25) Bw oy w; (1,82, 83)
zj+y;+z;=N
_ _ _ _ ity ity it3\ N
= S P(Xj=25,Y =5, 25 = 25) (e’ + g™ +1e™)
zjty;+z;=N
Per tant,

od . . A _
i S PO =% =2 = )N e bre) N g o
2 a4y+z=N

icomque iE(Yj1q1) = %(0, 0,0) i ptgtr=1, tenint en compte (1), resulta

E(Yj1) = Yo syan=nP(Xi=2,Y=y;,Z; = %) a; (1 - 3%)
= E(4;) - sx E(43)

on A, és la variable aleatoria nimero d’al lels H presents en la generaci6 /.
Alternativament podem escriure també:

L (var(4;) + B2(4,)). (2)

E(Yj+1) = E(4)) - 5

Obsetvem doncs que E(Y}) depeén de I'esperanga i la variancia d’A/', per la qual cosa procedirem a calcular-les. La variable aleatoria
A]‘, el numero d’al lels H en la generacid /, pot prendre valors 0, 1, ..., 2N. Suposem que en la generacié inicial el nimero d’al lels
H que hi ha en la poblacié és ¢, conegut, A, = «. Anem a calcular els moments de la variable aleatoria Aj a partir de la funcié
caracteristica, tal i com hem fet amb anterioritat.

®4,,(8) = E (eitAjH) =E (E (eitAjH | Aj))
2N
= Z P(A; =k) (I)AHI\AJ':k(t)
k=0

on dy 14 k(1) és la funcié caracteristica d’A]'_H condicionada aA]:/c.
J J—

La distribuci6 de la variable aleatoria Aj+1 condicionada a 4=k, com a conseqiiéncia de la hipotesi de panmixia i en abséncia de

mutacio, seleccié o migracio, serd una Binomial, B(2N, %), per tant
2N ko &
D4, (1) = kZ_OP(Aj = B) (5ot +1- 51N
2N b " -
Py .. (t) = z'kZOP(Aj = k)QN(me” +1— m)QN—lm it

icomque iFE(Ajq) = @:4],“ (0), - resulta:
2N
E(Aj41) =) P(A; =k) k= E(4;)
k=0

la qual cosa implica, per recurréncia, que

E(Aj+1) = E(AJ) =..= E(Ao) =cC.
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Es a dir, que el zalor mitja de les freqiiéncies dels al lels H roman constant durant totes les generacions.
Per obtenir la variancia d’4;11, calcularem primer E(Aj+1) a través de la derivada segona de la funcié caracteristica, ja que

SE(A2,) = 9, (0)

- k J k2

" — e N(2N — 1)( — it 11— 2N 2 21t
oL (1) ;}P(AJ k) (21( e +155) Nz ©

b O2N(kreit 41— L)Lk ezt)

per tant
2N
ON(2N —1) .
E(A%,,) = ) P4 :k)( T k? k>

i

var(4;41) = (1 ~ %)(var(Aj) +c)te—ct = (1 - %)V&r(ﬁlj) +c<1 - ﬁ)
Reiterant el procés, enser Ay una constant, var(Ag) = 0, tindrem
var(A;) = c(1 . W)
var(Ay) = c(l - 2—) (1 + (1 - %))
wras) = (1) (1+ (1= ) + (1- ) )
var(An) = 0<1 - ﬁ) (1 +(l- )+ (- k) +. +(1— ﬁ)nﬂ)

1 tenint en compte la férmula de la suma dels # primers termes d’una progressié geometrica, finalment tindrem

var(An) :21\/0(1_ ﬁ) (1 <1 ) %Y)

Podem observar, a partir de 'expressio anterior, que fixada la mida poblacional N, la variancia de la variable aleatoria, nimero
d’al lels H, augmenta de generacié en generacié. Quan el nimero de generacions tendeix a infinit, la variancia sera:

lim var(A4,)=2Nb (1 - %) = 2Nvar(A;) (3)

n——aoo

Tornant ara a Pexpressié (2), finalment tindrem

c 1\’
B = (1= 55) (1m>
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Si suposem que la poblacié incialment ja estava en equilibri Hardy-Weinberg, les freqiiéncies relatives dels diferents genotips a

P’inici sén:

o = (5" 0 =2 (5) (1= ). 1w = 155’

Per tant c c
Yo=2N (35) (1-5%)

i resulta finalment a:

E(Y,) =Yy (1 - %)n

La qual cosa significa que I'esperanca de la frequéncia del genotip Hb en la generaci6 #, depén de la quantitat inicial d’heterozigots
i va disminuint a mesura que passen les generacions. Si calculem el limit quan n —> oo tindrem:

n——00 n—aoo 2N

1 T
lim E(Y,)= lim Y, (1——) =0

Nuamero de Individuos: 1000 Frecuencia Iniclal: 250

Cosa que demostra que, en les condicions estudiades, els heterozigots s’extingueixen.

A continuacié exposem unes grafiques on es posen de manifest els resultats teorics

1500

obtinguts anteriorment.

Nimero de alelos

A la Figura 1 realitzem simulacions amb 1.000 individus 1 amb 250 allels H
al comengament. Observem que a les generacions, 216, 832, 1748 l'allel H ha
desaparegut i que a la generacié 1721, amb les mateixes condicions inicials, tots els
al lels de la poblaci6 sén H.

PSP ECPIPILSS PSSP

Generacién

A la Figura 2, podem veure que a les generacions 299, 678, 1798 tots els al lels son Figura 1:
H i que amb les mateixes condicions experimentals, els al lels H han desaparegut a la
generaci6é 1367. En general, si el numero d’al lels inicial 4, esta més proper a zero que
a 2N, és més facil que tots els al lels acabin sent . A més, generalment, quan més a
prop és el numero d’al lels H de I'estat absorbent, 0 6 21N, o més petita sigui la mida
de la poblacio, més rapidament s’arriba a aquesta situacio. -

Nuamero de Individuos: 1000 Frecuencia Inicial: 1750

Podem veure a la Figura 3 que amb 250 individus 1 amb el 50% d’allels [ al
comengament, tots acaben sent H a la generacié 578 i que amb 1.000 individus i amb
el 50% d’al lels H al comeng¢ament, acaben sent tots H a la generacio 1620.

Nimero de alelos

| o

L LS L L P L LSS S S S

Generacion

Figura 2:
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Figura 3:
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