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En primer lloc voldria agrair la invitacié per participar en un congrés que em
sembla d’una importancia extraordinaria perqué probablement és la primera vegada,
almenys al nostre pafs, que s’estudia al si de la comunitat matematica global un pro-
blema fonamental avui dia: el de les relacions de les matematiques amb 1’educacié
matematica. I més tenint en compte que el nostre pafs esta molt necessitat d’un dialeg
profund entre matematics, ensenyants, docents en actiu i també teorics de 1’educacié
matematica, pel fet que alguns aspectes d’aquesta teoria no estan suficientment ben
considerats.

Comengaré emmarcant aqui el tema d’aquesta conferéncia una mica ambiciosa-
ment. Estic segur que no podrem tractar aqui totes les gliestions que proposaré i que,
de moment, simplement enunciaré, per poder estudiar després alguna de les que con-
sidero de major interes i importancia.

En primer lloc, ;qui és el matematic? Al meu titol hi ha la paraula «matematic»,
(de quin matematic es tracta? Fixem-nos que aquesta no €s una denominacié univoca
i per tant caldra delimitar-la una mica. Hi ha raons per a les quals el matematic —un
cop hagim dilucidat qui és— s’endinsi en els problemes de 1’educacié matematica.
(Quines poden ser aquestes raons? No voldria entrar aqui a fons en qiiestions institu-
cionals sin6é més aviat en aquelles qiiestions que es deriven de la mateixa naturalesa
de les matematiques, de la paturalesa de 1’ensenyament matematic i de la naturalesa
de la nostra societat, de la qual en formen part ’educacié i les mateixes matemati-
ques. La feina especifica del matematic, que també tindrem ocasi6 de delimitar una
mica, /té quelcom a veure amb 1’educacié matematica? ;En que consisteix la tasca
de la comunitat matematica considerada en la seva globalitat? ;Pot aportar quelcom
peculiar el matematic que es dedica a la investigacié matematica? ;Quines son les
tasques en les quals la seva labor podria ser més important o les que requereixen la
seva intervenci6? ;Quines son les raons per les quals hi ha tan pocs matematics téc-
nics que de fet hi aportin o hi col'laborin eficagment, especialment entre nosaltres?
(Estic segur que en altres societats també es produeix aquest fenomen, pero a la nos-
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tra és particularment patent.) ;Quins son els avantatges i els inconvenients d’aquesta
situacié? Al llarg de la historia veurem com matematics eminents s’han preocupat
molt ferventment pels problemes relacionats amb 1’educacio, tant per I’educacié dels
més joves com per la popularitzacié del seu camp dins de la societat. ;Quins s6n
aquests bons exemples i quin ha estat el seu paper? ;Quins sén, finalment, els proble-
mes sociologics en aquest context de relacions entre el matematic técnic, el docent i
el teoric de I’educacié?

La comunitat matematica

Comencant amb el primer tema, penso que la comunitat matematica és una espe-
«cie de subcultura heterogenia a través de la qual formem part de la nostra cultura en
‘qualitat de matematics. I aquesta comunitat matematica, que potser podem conside-
rar com un bloc, esta realment molt escindida en diferents «tipus» de matematics.

Per una part, trobem el matematic t&cnic: és aquell matematic que aprofundeix
sobretot en els metodes, en les técniques propies de I’aveng de la ciéncia i tracta d’es-
tendre els progressos de la matematica en diferents aspectes. Sera matematic-técnic
en matematica fonamental o en matematica aplicada, etc., i la seva activitat priorita-
ria sera manejar les eines matematiques per a 1’aprofundiment, investigacié i exten-
si6 dels resultats matematics. Per altra banda hi ha el matematic docent que s’enca-
rrega fonamentalment de la transmissié dels coneixements matematics adequats a
cada nivell d’ensenyament. Després trobem el matematic tedric de 1’educacid, figura
recent a la nostra comunitat matematica, si més no de forma institucionalment esta-
blerta. El seu paper pot ser I’estudiar, explorar, investigar els problemes que es deri-
ven del procés de transmissié de la matematica. Un problema no gens senzill sera,
per exemple, determinar d’entre les diferents vessants de que es compon la matemati-
ca (i que veurem a continuacié) quines son les adequades per a la transmissié del co-
neixement matematic. Perd hi ha, a més a més d’aquests tres, un altre tipus de ma-
tematic, més antic dins el nostre col-lectiu. Es aquell que tracta de donar sentit a
I’activitat matematica en relacié amb els altres aspectes culturals de I’home (la seva
filosofia, la seva historia, etc.). El matematic divulgador sera, doncs, el matematic
educador de la societat en general que tracta d’establir lligams amb les altres parts
de la cultura humana. La matematica és un dels eixos de la cultura humana perd hi
ha moltes altres zones de la cultura humana. Aleshores cal que hi hagi un traspas,
una comunicacié entre les diferents cultures i que no estiguin separades com ha pas-
sat moltes vegades. I probablement podriem continuar distingint diferents tipus de
matematics. ..

La naturalesa de ’activitat matematica

L’objectiu d’aquest subsistema cultural que és la comunitat matematica és extra-
ordinariament polivalent. Al llarg de la historia s’han pretes moltes coses diferents a
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través de la matematica. Avui dia, el sentit i I’objectiu de la nostra matematica es po-
dria definir com el seu desenvolupament en quant element de progrés cultural.

Probablement, com deia Whitehead, en el futur, si la cultura sobreviu uns altres
dos mil anys, la caracteristica més important sera la senyoria de la intelleccié ma-
tematica. Si és aixi, significa que tenim a les nostres-mans un procés realment impor-
tant per a la humanitat en el futur. Sera aleshores interessant procurar entendre a fons
que és la matematica en si mateixa, i interpretar la naturalesa de 1’activitat matematica.

Penso que la matematica avui dia, i d’acord també amb Whitehead, es podria de-
finir com una exploracié de diferents complexitats o estructures de la realitat. Un pot
pensar que aixo és una tasca comuna de qualsevol activitat cientifica, fins i tot filoso-
fica, o de qualsevol activitat que pretengui el progrés del coneixement de ’home. El
que sera especific de les matematiques, sera la manera d’entendre aquesta realitat, la
forma d’explorar-la, potser per tenir més domini sobre ella. Al meu parer aquesta for-
ma consisteix en tres etapes diferents que explicitaré tot seguit.

Per comengar, la iniciacié d’una simbolitzacié adequada de la realitat, aspecte
que es presenta en qualsevol forma inicial de matematitzacid del que és real.

El segon aspecte és la possible manipulacié 1ogica d”aquests simbols matema-
tics, amb els quals un s’acosta a la realitat, o que abstreu de la realitat de tal manera
que obliga I’assentiment dels altres. Aquesta €s, crec jo, una de les caracteristicas del
pensament grec, on la manipulacié dels signes logics permet allunyar-se una mica de
la politica de la forca per encaminar-se vers 1’ideal de la persuasié. Tal vegada 1’arrel
de la matematica, tal com I’entenem avui, la trobem entre els grecs per aquest ideal
racional de la persuasid, per aquest nivell 10gic precisament: el que es pretén no és
imposar-se mitjancant la forga bruta, sin6 persuadir per 10gica. Aixo en el mén de les
matematiques. Probablement els grecs van ser tan affeccionats a les matematiques
perque en elles hi van trobar un ideal de racionalitat.

En tercer lloc, a través de la manipulacié logica rigorosa s’intentara assolir un
domini efectiu, almenys de certs aspectes de la realitat. A vegades pensem, i crec que
és un dels perills, que toda la realitat és matematitzable d’aquesta manera rigorosa.
Perd no obstant el que és cert i es fa patent al llarg de la historia de la matematica €s
que ens condueix al domini, no de tots, perd si de certs aspectes de la realitat.

Anem ara a sostenir una mica aquesta visié de la matematica com a exploraci de
la complexitat, veient simplement com la matematica s’ha enfrontat amb diversos as-
pectes de la complexitat d’allo que és real i com d’aquesta confrontacié sorgeixen els
diferents camps de la matematica. ‘

Cronologicament, el primer és probablement la confrontacié amb la complexitat
derivada de la multiplicitat, de la repetibilitat de la realitat. L’home s’enfronta en pri-
mer lloc a la nocié d’un mateix, tracta d’entendre la multiplicitat que no li sembl
caotica, sin6 simplement com un conjunt de coses semblants les unes a les altres i de
les que finalment en podra extreure el nimero. El domini que manté en un principi és
el domini analogic, és el que té I’home primitiu davant la complexitat de la multipli-
citat. El que es pot, doncs, és modelar-la: tantes osques en una pedra com caps de bes-
tiar, etc.

Ve després el domini simbdlic, pero alla encara no hi ha matematiques.
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Després apareix un domini operatiu sobre aquests simbols, amb els quals ja es
pot bastir un sistema logic rigords, aixi com sistemes de numeraci6 operatius en el
tractament de la complexitat del miltiple.

El desenvolupament de la geometria arriba quan I’home s’enfronta a la comple- .
xitat de la forma en les seves diferents facetes: des d’un principi manipulatiu que és el
principi estétic —component estética caracteristica de la matematica— fins arribar a
una abstraccié de formes i de mesures, una representacio de les figures de 1’espai i fi-
nalment una teoritzacié geomeétrica, de la que se’n deriven nocions com adjacéncia,
coincidéncia, ordenacio, etc.

Un altre dels aspectes de la matematica, encara que se’n podrien afegir molts
més, és el de I’enfrontament amb la complexitat del simbol, és a dll‘ el simbol sobre
el simbol, i d’aqui en sorgira 1’algebra.

Al segle XVII ja existeixen les posssibilitats conceptuals i t€cniques (eines per
mesurar el temps, instruments de mesura més adequats) per a qué I’home matematit-
zant es pugui enfrontar amb la complexitat del canvi quantitatiu i de la causalitat, la
medici6 de les causes i efectes de les transformacions que es produeixen a la natura-
lesa, etc., complexitat que s’estudiara a través de 1’analisi o del calcul infinitesimal.

Davant la complexitat de I’incertesa, ’home s’enfrontara a la causalitat multiple,
amb les idees de probabilitat i estadistica; la complexitat de 1’estructura fromal del
pensament fara possible la 10gica matematica; etc. Probablement, un dels aspectes in-
teressants avui dia és I’enfrontament amb la complexitat de la naturalesa a causa del
seu caracter no lineal, que s’estudia a través de la teoria del caos, els sistemes dina-
mics, etc., abordables actualment pel fet de disposar d’eines adequades com !’ordina-
dor. ;On anem? ;Quin tipus de complexitat afrontarem en el futur? Es possible que el
repte més fort per a les matematiques sigui 1’estudi (matematitzant si pot ser) de I’es-
tructura global, i no solament formal, del pensament huma.

Les matematiques a la societat

En el procés que acabem de descriure, la matematica apareix com un cami d’ex-
ploraci6é d’estructures cada vegada més facilment assequibles perqué es van cons-
truint les eines conceptuals i fisiques per a fer-ho.

(Que és el que busca la matematica? Per entendre una mica que €s el que ha de
fer el matematic a aquesta societat i quina relacié tindra amb 1’educacid, jo diria que
la matematica busca un coneixement-ciéncia:

— la veritat sobre la realitat, un coneixement sistematic sobre les situacions exter-
nes;

— el domini, és a dir, una aplicacié d’aquesta ciéncia amb la finalitat d’adquirir, en
la mesura que sigui possible, un cert domini sobre la naturalesa;

— el matematic persegueix, a través de la seva tasca, la construcci6 d’una cosmovisio,
aspecte determinant de I’avenir de la matematica si hem de jutjar per la historia;

— i finalment un coneixement que sigui alhora bellesa, art, joc i aventura.
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Aquestes diferents facetes mostren el caracter polivalent de la matematica, carac-
ter que, per la seva amplitud, és la causa d’una de les majors dificultats de I’ensenya-
ment de les matematiques en el moment d’elegir quina d’aquestes facetes s’ha de
transmetre.

Cal dir que la permanéncia i aveng de ’esperit matematic no afecta només els
matematics: la matematica és un bé que depeén de tota la societat i és la societat qui li
permet sobreviure. Alhora el progrés cultural de la societat depeén en gran part
d’aquesta subcultura que és la matematica. Aixi és que hi ha una contrapartida: no
som els matematics qui rebem de la societat, sin6 la societat qui rep de nosaltres. La
transmisio de I’esperit i de les teécniques matematiques a la posteritat és tasca general
de la comunitat matematica. Aquest compromis global ens obliga a investigar i a
aprofundir sobre alld que els nostres avantpassats ens han lliurat i que nosaltres entre-
garem als nostres successors; ens obliga a ’ensenyament com entrega directa
d’aquests coneixements; i a la divulgacié com a expansié de les matematiques des de
la nostra comunitat a la resta de la cultura humana.

El matematic tecnic i I’ensenyament de les matematiques

Voldria ara dedicar la resta d’aquesta conferéncia a les segiients preguntes: ;Que
pot representar 1’ensenyament per al matematic técnic? ;Qué pot representar que el
matematic t&cnic es trobi involucrat en els problemes d’ensenyament? ;Quines sén
les seves possibles aportacions en aquest context?

Caldra distingir diferents vessants en les possibles respostes a aquestes qiies-
tions:

— el paper de I’ensenyament del matematic técnic;

—la seva intervencio en el procés d’inculturacio;

— la seva aportacio en el contingut conceptual de I’ensenyament com a resposta a la
pregunta ;que ensenyar?;

— lanecessitat d’adquirir una visi6 global de la matematica;

1, finalment, la necessitat de col-laboracié del matematic técnic amb els ensenya-
ments dels diversos nivells i amb els tedrics de I’educaci6.

Indicarem a continuacid, a partir d’alguns exemples concrets, les possibles tas-
ques del matematic t&cnic en aquest sentit, deixant oberta la pregunta com ho fem i
com ho podem millorar.

El paper de la tasca docent del matematic técnic
Per al matematic t&cnic, I’ensenyament és un estimul per peretrar amb més pro-

funditat en la seva tasca d’investigador: la seva tasca docent no solament li permet
complir amb la seva funcié com a transmissor de coneixements sind que també li
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proporciona eines per a la seva propia investigacié. El mateix Halmos explica com, a
causa de la seva mala memoria, es veu obligat a aprendre novament tot alld que ha
d’ensenyar, cosa que li permet assolir un nivell de profunditzaci6é que no aconsegui-
ria d’una altra manera. jI quantes vegades, jo mateix, en voler ensenyar quelcom que
em semblava saber molt bé, he hagut de treballar per entendre-ho més profundament
i poder-ho explicar millor! Ensenyar per aprendre, i al mateix temps relativitzar la
nostra saviesa per aconseguir major dosi d’humilitat i comprensié vers els nostres
alumnes. ‘

Littlewood explica en el llibre Miscel-lania matematica un altre exemple il'lus-
tratiu d’aquesta interacci6 entre la tasca docent i la investigacié matematica: ;Marcel
Riesz va trobar la demostracié d’un teorema d’analisi harmonica tot preparant un
examen per als seus alumnes!

El teorema es el segiient:

Sif(z) =u+ ivés analiticaen Izl < 1 i f{0) = 0, aleshores:

Lomtae < A St deo

Riesz va demostrar.aquest resultat en manipular la integral /: : f* amb I’objectiu de
trobar algun problema per a I’examen. Va veure aleshores que, en ser f* analitica,

/::f“ dB=0, i doncs, que:
[iv4do=— [ u*de+6 [} u*v? a6, d’on:

f,: vt do< /:: u*do+ 6([_,1: u* dBf_: v* d6)'” d’on en resulta el teorema.

La intervencio del matematic técnic en el procés d’ inculturacio

L’objectiu de I’ensenyament de la matematica €s la transmissio de 1’esperit ma-
tematic, de la manera peculiar com el matematic afronta la complexitat del que és
real; i aquest esperit és el més enriquidor que pot aportar el matematic que es dedica
a la investigacio i que cada dia ho viu en la seva propia activitat. Al mateix temps,
aquesta transmissié es fa mitjancant la inculturacio, és a dir, introduint els alumnes
a la subcultura dels matematics i fent-los viure la seva manera de fer les coses.
Aquest és el paper del docent de qualsevol nivell, que ha de ser, a la seva manera i en
el tractament dels seus temes, un profund coneixedor i practicant del procés de ma-
tematitzacio.

El contingut conceptual

_ A cada generacid li correspon resoldre el seu propi problema de renovacié dels
continguts que s’ensenyen. En una situacié com ’actual, de profunds convis en
I’ensenyament, el més essencial a I’hora d’estructurar els nous continguts rau en una
bona comprensi6 de 1’estructura conceptual de I’edifici matematic. En aquest aspec-
te, el matematic técnic hi té un paper a jugar, ja que per aquesta comesa cal tenir una
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visi6 temporal i global de la matematica, aixi com, qualsevol arquitecte, ha de poder
distingir alld que és essencial del que és accessori d’aquest edifici. De la mateixa ma-
nera, si el que es pretén és transmetre un afer matematic, el més important sera la com-
prensi6 dinamica del funcionament del pensament matematic; en aquest sentit el ma-
tematic que s’ha ocupat activament de la creaci6 és una de les persones més capacita-
des per fer-ho, o si més no és algi de qui caldra tenir en compte la seva experiéncia.

Vers una visié global de la matematica

Una tasca important a realitzar consisteix en mirar de clarificar el sentit profund de
Pactivitat matematica. En I’actualitat, la major part dels matematics som generalment
com simples manobres, técnics d’un trosset de I’edifici global de la nostra matematica.
Hauriem de mirar de propiciar que entre nosaltres hi haguessin molts veritables arquitec-
tes de les nostres estructures matematiques, a poder ser tots, que entenguin el sentit global
de la nostra activitat i que visquin aquest sentit i el sapiguen transmetre. El seu lloc a la
ciéncia, el seu lloc a la cultura, en el pensament filosofic, artistic. .. Aquesta tasca la poden
realitzar possiblement moltes persones, pero els matematics professionals no han de dei-
xar d’aportar-hi la seva part, ja que tenen una visio especifica que s’ha de considerar pre-
valent. I aixd no tan sols per I’interes pel progrés de la cultura humana, sin6 també per ra-
ons egoistes. S’ha considerat moltes vegades com un misteri el fenomen de profunda de-
cadéncia que va patir la matematica després de la florida de 1’escola alexandrina. Tal
vegada podriem dir que aquesta decadéncia va tenir com a una de les causes importants la
tendéncia excessiva vers una especialitzaci6é molt restringida de matematics, com ara Eu-
clides i Apolloni, en contrast amb la immersi6 de la matematica en una cosmovisié més
generalista dels pitagorics dels segles precedents. Una adequada simbiosi d’habilitat tec-
nica i saviesa global al voltant del lloc que la matematica hauria d’ocupar, hauria de ser
I’objectiu global del matemnétic per a un sa desenvolupament de la seva ciéncia.

La necessitat de col.laboracié del matematic
amb els ensenyaments d’ altres nivells

Es clar que el matematic ocupat en la investigacié técnica d’un camp concret de
la matemetica no pot tractar de resoldre els problemes de I’ensenyament a nivel ini-
cial. Li falta un element essencial per a fer-ho. El coneixement de prop de la situaci6é
dels alumnes a qui va dirigit aquest ensenyament. Encara que conegui bé el camp,
probablement no coneix bé les persones a qui s’ha de dirigir, encara que només sigui
pel fet de no estar en contacte amb elles, amb qui aqui i ara van a rebre aquest ensen-
yament. Per aixo, la seva actuacid, en aquest cas concret, depen d’una estreta colla-
boracié amb qui esta a prop dels estudiants d’aquesta etapa. Aixi com podria, si tin-
gués suficient sensibilitat per apreciar la manera de veure les coses d’altres persones,
fer un bon disseny de I’ensenyament universitari, al menys en un camp concret, el
camp de la seva especialitat, no obstant fins i tot tenint el coneixement adequat per
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dissenyar correctament un curs de segon o de primer ensenyament, no ho pot fer per
si mateix, per no estar en contacte directe amb qui 1’ha de rebre. L’ensenyament no és
només traspassar un contingut, siné una transmissié de coneixements molt essencial-
ment a qui ho rep. Quan intento comunicar la meva manera de veure les coses a una
altra persona, una condicié essencial és que jo li parli en una llengua que ella enten-
gui de manera que sigui capag d’assimilar i rebre el que jo li dic.

El professor d’altres nivells ha d’aportar €l seu coneixement proper i vital de
I’alumne que li correspon. Pel fet d’estar en contacte amb ells té 1’ocasié de percebre
més bé que ningd la conveniencia i I’oportunitat de comengar enfocant d’una o altra
manera els problemes matematics que I’alumne d’aquest nivell és capag de prendre’s
amb intergs i treure’n profit, aixi com 1’actuacid, manipulacid, conceptualitzacio,
maneig de rutines que més atreguin els estudiants que té davant.

Bons exemples. Diversitat de formes

_Alllarg de la historia de la matematica hi ha hagut un bon nombre de matematics
de primera categoria que s’han ocupat amb gran interés i influéncia pels problemes
de la transmissié del pensament matematic. I aixd des de diferents perspectives, totes
elles valuoses.

Alguns, com per exemple Descartes, especialment a través del seus Regulae ad
directionem ingenii, s’han esforcat per aplicar els metodes del pensament matematic
als problemes generals del pensanient. i han procurat proporcionar a I’home una eina
més eficag per al tractament dels seus problemes cientifics, filosofics, etc. Avui dia,
la gran figura matematica que ha seguit I’estella de Descartes ha estat G. Polya, el
gran renovador de 1’ensenyament matematic a través del problem solving.

Molts altres matematics han treballat eficagment per presentar models d’ensen-
yament i transmissié de diferents aspectes de la matematica i a diversos nivells. Es
podria fer una llarga llista de matematics del nostre segle, que han tingut aquest in-
teres. Podriem encapgalar aquesta llista amb els noms de Klein, Lebesgue, Hilbert,
Hadamard, Weyl..., i al nostre pais Rey Pastor, Puig Adam, Santald...

Uns altres s han esforgat, a vegades amb gran éxit, per fer patents a un ampli sector
de Ia societat els valors culturals de la matematica. Caldria destacar entre els matema-
tics importants del nostre segle Poincaré, entre els antics, i P. Davis, entre els actuals.

Avui dia a lc comunitat matematica d’Estats Units s’observa clarament una forta
tendéncia a la participaci6 activa dels matematics técnics, dels investigadors, en els
gravissims problemes que I’ensenyament matematic té en aquell pafs.

Possibles tasques concretes

Entre els treballs concrets amb qué els matematics podrien collaborar profitosa-
ment, voldria mencionar unes quantes tasques ben concretes, on la seva ajuda podria
ser de gran valor:
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— disseny de cursos de matematiques que aprofitin a fons la preséncia dels mitjans
informatics de que disposem actualment;

— incorporaci6 ben estudiada i calibrada de diferents temes de la matematica dis-
creta a diferents nivells;

— col-laboracié efectiva per tractar de reincorporar eficagment la geometria als di-
ferents nivells elementals de I’ensenyament de la matematica (encara no queda
gens clar quin tipus de geometria s’ha d’introduir, ni quina forma de tractament
pot ser ’adequada);

— com fer de la informatica i de 1’ordinador quelcom veritablement ttil i formatiu a
nivell elemental.

I, finalment, una visi6 del desenvolupament de diferents aspectes de les matema-
tiques recents, ldcida, til i assequible a una bona part de la comunitat matematica,
que fos aprofitable per a un bon nombre de professors d’altres nivells, per a tenir ide-
es clares sobre les tendéncies i objectius de la investigaci6 matematica. Seria
excel-lent que un modern Klein escrivis avui dia alguna cosa aixi com «Matematica
superior des d’un punt de vista elemental».
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